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KONVEKSNI OMOTAQ

1. Uvod

U ovom tekstu �e biti prikazano nekoliko postupaka za odre�ivaǌe kon-
veksnog omotaqa. Konveksni omotaq skupa taqaka koje pripadaju jednoj ravni je
konveksni poligon najmaǌeg obima koji sadr�i sve taqke tog skupa. Kada ka�emo
da sadr�i taqke, podrazumevamo da se one mogu nalaziti u unutraxǌosti poli-
gona, ali i na poligonalnoj liniji. Problem odre�ivaǌa konveksnog omotaqa se
mo�e formulisati na slede�i naqin: Dat je skup taqaka u ravni. Odrediti
egov konveksni omotaq.

Pokazuje se da je konveksni omotaq istovremeno presek svih konveksnih po-
ligona koji sadr�e taj skup taqaka. Na slici 1 je prikazan jedan skup taqaka i
konveksni omotaqa za taj skup taqaka.

Sl. 1. Primer: jedan skup taqaka i konveksni omotaq za taj skup taqaka

Va�nu ulogu u odre�ivaǌu konveksnog omotaqa igra orijentacija. Ako obi-
lazimo temena konveksnog poligona u smeru suprotnom od kretaǌa kazaǉke na
qasovniku, onda se pri prolasku kroz bilo koje teme mora skrenuti (maǌe ili
vixe) u levu stranu (u proizvoǉnom poligonu to nije sluqaj). Ako su temena
poligona P1, P2, P3, . . . , Pn, onda za svako teme Pk va�i da vektori

−−−−→
Pk−1Pk i−−−−→

PkPk+1 obrazuju levo orijentisani sistem (ovde je za k = 1, Pk−1 = Pn i za
k = n, Pk+1 = P1). Za nas je vrlo bitno da umemo da odredimo kada dva vektora
obrazuju levo orijentisani sistem. Pokazuje se da se to mo�e jednostavno utvr-
diti. Tako vektori �a = (xa, ya) i �b = (xb, yb) obrazuju levo orijentisani sistem
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ako je selede�a determinanta ∣∣∣∣ xa ya

xb yb

∣∣∣∣
pozitivna.

U nekim sluqajevima �emo umesto provere da li vektori
−−−−→
Pk−1Pk i

−−−−→
PkPk+1

(xto znaqi da se kraj prvog poklapa sa poqetkom drugog) obrazuju levo orijen-
tisan sistem, proveravati da li vektori

−−−−→
Pk−1Pk i

−−−−−−→
Pk−1Pk+1 (xto znaqi da se

poqeci poklapaju) obrazuju levo orijentisan sistem. Ako posledǌa dva vektora
obrazuju desno orijentisan sistem, teme Pk ,,naruxava konveksnost“.

Najjednostavniji, ali ujedno i najmaǌe efikasan naqin za odre�ivaǌe kon-
veksnog omotaqa jeste da za svaki par taqaka Pi i Pj utvrdimo da li orijentisana
du�

−−→
PiPj pripada konveksnom omotaqu. Da bi orijentisana du�

−−→
PiPj pripadala

konveksnom omotaqu za svaku tre�u taqku Pk, mora va�iti da vektori
−−→
PiPj i−−→

PiPk obrazuju levo orijentisani sistem. Ako neka neka taqka Pk (razliqita od
Pi i Pj) pripada pravoj koja prolazi kroz Pi i Pj , onda svakako dva pomenuta
vektora ne mogu obrazovati levo orijentisani sistem. Tada za taqku Pk mora
va�iti da pripada du�i qiji su krajevi Pi i Pj , tj. mora se nalaziti izme�u
taqaka Pi i Pj .

Prema tome, postupak se sastoji u utvr�ivaǌu skupa orijentisanih du�i
koji obrazuju konveksni omotaq, da bi se nakon toga du�i tog skupa pore�ale u
redosledu pojavǉivaǌa u omotaqu.

Ako u naxem skupu taqaka ima n taqaka, onda postoji
(

n

2

)
=

n(n − 1)
2

paro-

va (i dvaput vixe orijentisanih du�i) za koje treba utvrditi da li pripadaju
omotaqu. Provera da li jedna du� pripada omotaqu zahteva proveru da li sve
preostale taqke (ǌih n − 2) pripadaju jednoj poluravni odre�enoj pravom ko-
ja prolazi kroz krajeve te du�i. Sve skupa, to je O(n3) nekih elementarnih
operacija i to predstavǉa slo�enost ovog postupka.

Prepuxtamo qitaocu da sam ispixe program za ovu varijantu.

2. Grahamovo skeniraǌe

Drugi postupak (znaqajno efikasniji) nosi naziv Grahamovo skaniraǌe. Po
ovom postupku se:

• odre�uje najzapadnija taqka skupa (tj. taqka sa najmaǌom vrednox�u x-ko-
ordinate); ako takvih taqaka ima vixe, onda se bira ona koja ima najmaǌu
vrednost y-koordinate; primetimo da je to taqka koja se sigurno nalazi u
konveksnom omotaqu; oznaqimo tu taqku sa P1;

• sve preostale taqke Pi se sortiraju u neopadaju�em poretku po uglu koje
vektor qiji je poqetak u P1, a kraj u Pi zaklapa sa pozitivnim smerom x-ose;
taj ugao se kre�e izme�u −π/2 (i negativan je za taqke qija je y-koordinata
maǌa od y-koordinate taqke P1) i π/2 (pozitivan je za taqke koje se nalaze
,,iznad“ P1); neka je P2, P3, . . . , Pn redosled u sortiranom nizu;

• taqke P1 i P2 se postavǉaju u konveksni omotaq, a sve preostale taqke se
analiziraju u redosledu pojavǉivaǌa u nizu;
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• pretpostavimo da je posledǌa analizirana taqka Pi−1, odnosno da je nare-
dna za razmatraǌe Pi; od analiziranih taqaka obrazovan je deo konveksnog
omotaqa i ǌega obrazuju taqke Pj1 , Pj2 , . . . , Pjm

; taqka Pi se dodaje konvek-
snom omotaqu, ali to mo�e dovesti do naruxavaǌa konveksnosti; da bismo
utvrdili da li se to dogodilo, posmatramo trojku taqaka Pjm−1 , Pjm

, Pi;
ako one obrazuju desno orijentisan sistem, taqka Pjm

se izbacuje iz konvek-
snog omotaqa; me�utim ne mora biti samo taqka Pjm

,,problematiqna“; to
isto mo�e va�iti i za Pjm−1 , Pjm−2 , . . . ; stoga se postupak provere mora
produ�iti tako xto se biraju dve posledǌe (nakon brisaǌa) i taqka Pi, a
prekida se u trenutku kada ostane samo jedna taqka (naravno, bez Pi) ili
kada posmatrana trojka obrazuje levo orijentisani sistem.
Evo i kompletnog programa za odre�ivaǌe konveksnog omotaqa primenom Gra-

hamovog skeniraǌa:

program GrahS;

const

MAXN = 10000;

type

tacka = record

x, y: real;

end;

nizt = array[1..MAXN] of tacka;

var

fn: string;

nt, np: integer;

at, ap: nizt;

function vpro(a, b, c: tacka): real;

begin

vpro := (b.x-a.x)*(c.y-a.y) - (b.y-a.y)*(c.x-a.x);

end;

procedure citaj(fn: string);

var

f: text;

kt: integer;

begin

assign(f, fn); reset(f);

read(f, nt);

for kt := 1 to nt do read(f, at[kt].x, at[kt].y);

close(f);

end;

procedure qsort(ks, ke: integer; var at: nizt);

var

b: tacka;

km, kt: integer;

begin

if ks+1 = ke then begin

if vpro(at[1], at[ks], at[ke]) < 0 then begin

b := at[ks]; at[ks] := at[ke]; at[ke] := b;

end

end else begin
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km := ks;

for kt := ks+1 to ke do

if vpro(at[1], at[ks], at[kt]) < 0 then begin

km := km+1;

b := at[km]; at[km] := at[kt]; at[kt] := b;

end;

b := at[ks]; at[ks] := at[km]; at[km] := b;

if ks < km-1 then qsort(ks, km-1, at);

if km+1 < ke then qsort(km+1, ke, at);

end;

end;

procedure sort(nt: integer; var at: nizt);

var

b: tacka;

kt, jt, it: integer;

begin

kt := 1;

for jt := 2 to nt do

if (at[jt].x < at[kt].x) or

((at[jt].x = at[kt].x) and (at[jt].y < at[kt].y)) then kt := jt;

b := at[kt]; at[kt] := at[1]; at[1] := b;

qsort(2, nt, at);

end;

function konvom(nt: integer; at: nizt; var bt: nizt): integer;

var

mt, kt: integer;

begin

bt[1] := at[1];

bt[2] := at[2];

mt := 2;

for kt := 3 to nt do begin

while (mt > 1) and (vpro(bt[mt-1], bt[mt], at[kt]) <= 0) do mt := mt-1;

mt := mt+1; bt[mt] := at[kt];

end;

konvom := mt;

end;

procedure stampaj(nt: integer; at: nizt);

var

kt: integer;

begin

for kt := 1 to nt do

writeln(at[kt].x:8:3, ’ ’, at[kt].y:8:3);

end;

begin

write(’Naziv datoteke: ’); read(fn);

citaj(fn);

sort(nt, at);

np := konvom(nt, at, ap);

stampaj(np, ap);

end.
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3. Odre�ivaǌe konveksnog omotaqa spajaǌem gorǌeg i doǌeg ruba

Tre�i postupak odre�ivaǌa konveksnog omotaqa se sastoji u odre�ivaǌu
doǌeg i gorǌeg ruba konveksnog omotaqa. Teme konveksnog omotaqa sa najmaǌom
x-koordinatom i teme sa najve�om x-koordinatom dele konveksni omotaq na dva
dela i oni nose naziv doǌi i gorǌi rub poligona. Na slici 2 je prikazan jedan
konveksni poligon i gorǌi i doǌi rub tog poligona.

Da bismo odredili ta dva ruba, taqke se sortiraju po vrednosti svoje x-
koordinate u rastu�em poretku. Naravno, ako ima taqaka sa istom x-koordinatom,
onda se u niz prvo stavǉa taqka sa najmaǌom vrednox�u y-koordinate. Zatim
se radi odre�ivaǌa gorǌeg ruba analizira jedna po jedna taqka iz tog niza i
izdvajaju taqke koje �e qiniti gorǌi rub. Za poqetak se u rub stavǉaju prve dve
taqke iz ure�enog niza taqaka. Pretpostavimo da smo ve� obradili prvih k − 1
taqaka P1, P2, . . . , Pk−1 i da trenutno gorǌi rub obrazuju taqke Pj1 , Pj2 , . . . ,
Pjm

.
Dodavaǌe taqke Pk mo�e dovesti do izbacivaǌa odre�enog broja taqaka ko-

je se trenutno nalaze u rubu. Da bi posledǌa taqka u trenutnom rubu bila
izbaqena, moraju biti ispuǌeni slede�i uslovi:

• broj taqaka u rubu mora biti bar 2 (m � 2);
• ugao ∠Pjm

Pjm−1Pk, tj. ugao qije je teme u taqki Pjm−1 , prvi krak prolazi
kroz Pjm

dok drugi krak prolazi kroz Pk mora biti pozitivno orijentisan,
tj. orijentisan u smeru suprotnom od kretaǌa kazaǉke na qasovniku.
Ako su ova dva uslova ispuǌena, onda se taqka Pjm

izbacuje iz ruba, broj m
se smaǌuje za 1 i kompletan postupak provere ponavǉa za novi rub (tj. novu vre-
dnost m). U trenutku kada ne budu vixe ispuǌeni uslovi za uklaǌaǌe posledǌe
taqke sa ruba, taqka Pk se dodaje na rub.

Ako se opisani postupak izvede za sve taqke, u redosledu u kome se one nalaze
u sortiranom nizu, bi�e odre�en gorǌi rub konveksnog poligona.

Sliqan postupak treba ponoviti za odre�ivaǌe doǌeg ruba. Razlika je
samo u tome xto se kre�e od kraja sortiranog niza taqaka. Posledǌe dve taqke
se dodaju rubu, a zatim se analiziraju jedna za drugom od n − 2-ge taqke.

Da bi bio odre�en konveksni omotaq, treba spojiti dva formirana ruba,
pri qemu treba voditi raquna da se poqetak i kraj rubova poklapaju i treba ih
samo jednom staviti u poligon.

Na slici 2 je prikazano kako se meǌa izgled gorǌeg ruba pri dodavaǌu nove
taqke na kraj ruba.

Prika�imo i program, uz napomenu da funkcije koje smo ranije napisali za
prvu varijantu, a koje imaju isti izgled nisu kompletno ispisane, ve� je zapisano
samo zaglavǉe.

program DGRub;

const

MAXN = 10000;

type

tacka = record
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Sl. 2. Primer doǌeg i gorǌeg ruba i dodavaǌe jednog vrha u gorǌi rub

x, y: real;

end;

nizt = array[1..MAXN] of tacka;

var

fn: string;

nt, np: integer;

at, ap: nizt;

function vpro(a, b, c: tacka): real;

procedure citaj(fn: string);

procedure stampaj(nt: integer; at: nizt);

procedure qsort(ks, ke: integer; var at: nizt);

var

b: tacka;

km, kt: integer;

begin

if ks+1 = ke then begin

if (at[ks].x > at[ke].x) or

((at[ks].x = at[ke].x) and (at[ks].y > at[ke].y)) then begin

b := at[ks]; at[ks] := at[ke]; at[ke] := b;

end

end else begin

km := ks;

for kt := ks+1 to ke do

if (at[ks].x > at[kt].x) or

((at[ks].x = at[kt].x) and (at[ks].y > at[kt].y)) then begin

km := km+1;

b := at[km]; at[km] := at[kt]; at[kt] := b;

end;

b := at[ks]; at[ks] := at[km]; at[km] := b;

if ks < km-1 then qsort(ks, km-1, at);

if km+1 < ke then qsort(km+1, ke, at);

end;

end;

procedure sort(nt: integer; var at: nizt);

var

b: tacka;

kt, jt, it: integer;

begin

kt := 1;

for jt := 2 to nt do
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if (at[jt].x < at[kt].x) or

((at[jt].x = at[kt].x) and (at[jt].y < at[kt].y)) then kt := jt;

b := at[kt]; at[kt] := at[1]; at[1] := b;

qsort(2, nt, at);

end;

function konvom(nt: integer; at: nizt; var bt: nizt): integer;

var

mt, mt1, mt2, kt: integer;

begin

bt[1] := at[1];

bt[2] := at[2];

mt1 := 2;

for kt := 3 to nt do begin

while (mt1 > 1) and (vpro(bt[mt1-1], bt[mt1], at[kt]) <= 0) do mt1 := mt1-1;

mt1 := mt1+1; bt[mt1] := at[kt];

end;

bt[mt1+1] := at[nt-1];

mt2 := mt1+1;

for kt := nt-2 downto 1 do begin

while (mt2 > mt1) and

(vpro(bt[mt2-1], bt[mt2], at[kt]) <= 0) do mt2 := mt2-1;

if kt > 1 then begin

mt2 := mt2+1; bt[mt2] := at[kt];

end;

end;

konvom := mt2;

end;

begin

write(’Naziv datoteke: ’); read(fn);

citaj(fn);

sort(nt, at);

np := konvom(nt, at, ap);

stampaj(np, ap);

end.

4. Tehnika ,,podeli pa vladaj“ za odre�ivaǌe konveksnog omotaqa

Prika�imo tehniku odre�ivaǌa konveksnog omotaqa zasnovanu na pristupu
podeli pa vladaj (engl. divide and conquer).

Taqke treba sortirati u rastu�em poretku po vrednosti x-koordinate. Pret-
postavimo da treba odrediti konveksni omotaq taqaka Pl, Pl+1, Pl+2, . . . , Pk−2,
Pk−1, Pk, tj. konveksni omotaq od taqaka iz jednog podskupa. Tada su mogu�i
slede�i sluqajevi:

• k−l � 2; tada imamo najvixe tri taqke i konveksni omotaq qini svih k−l+1
taqaka; bitno je pore�ati taqke tako da se konveksni k− l+1-tougao obilazi
u smeru suprotnom od kretaǌa kazaǉke na qasovniku (zbog ostatka postupka);

• k− l > 2; taqke treba podeliti u dve grupe; razlika brojeva elemenata u tim

skupovima je najvixe jedan; prvu grupu qini prvih
⌈

k − l + 1
2

⌉
elemenata u
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nizu taqaka, drugu grupu qine preostali elementi niza; setimo se da je niz
taqaka sortiran po x-koordinatama; za te dve polovine se odre�uju konveksni
omotaqi, a zatim se od tih konveksnih omotaqa formira jedinstven omotaq
za svih k − l + 1 taqaka.
Opiximo kako �emo dva formirana konveksna omotaqa spojiti u jedan. Pri-

metimo da se sve taqke prvog omotaqa nalaze levo od taqaka drugog omotaqa (zbog
qiǌenice da su skupovi nad kojima su oni formirani) isto tako raspore�eni.

Dva omotaqa se spajaju u jedan tako xto se prona�u dve zajedniqke tangente
(doǌa i gorǌa) ta dva omotaqa, a zatim formira poligon od tih tangenti i delova
ta dva poligona od temena u kojima tangente dodiruju poligone (pogledajte sliku
ispod).

Kako odrediti doǌu zajedniqku tangentu? U levom poligonu se odredi taqka
sa najve�om vrednox�u x-koordinate (neka je to teme Ql, a u desnom poligonu
teme sa najmaǌom vrednox�u x-koordinate (neka je to Qd). Zatim se proverava
da li je prava koja prolazi kroz Ql i Qd doǌa tangeta desnog poligona. Ako nije,
Qd se pomera na naredno teme desnog poligona (u smeru suprotnom od kretaǌa
kazaǉke na qasovniku) i za to teme proverava da li je tangenta. Postupak se
ponavǉa sve dok ne odredimo Qd takvo da je prava kroz temena Ql i Qd doǌa
tangenta desnog poligona (primetimo da je sve vreme teme Ql fiksirano). Kada
odredimo takvo Qd, proveravamo da li je prava kroz temena Ql i Qd doǌa tangenta
levog poligona. Ako nije, pomeramo se po levom poligonu na naredno teme ali u
smeru kretaǌa kazaǉke na qasovniku i za novo teme Ql proveravamo isto. Posle
odre�enog broja pomeraǌa odredi�emo Ql takvo da je prava koja prolazi kroz Ql

i Qd doǌa tangenta levog poligona. Me�utim, ta prava vixe ne mora biti doǌa
tangenta desnog poligona pa se mora ponovo korigovati Qd. U svakom sluqaju
postupak se ponavǉa sve dok prava kroz temena Ql i Qd ne postane tangenta oba
poligona. Sliqnim postupkom se odre�uje i gorǌa tangenta.

Na slici je vizuelno prikazan postupak odre�ivaǌa doǌe tangente za dva
konveksna omotaqa dobijena rekurzivnim postupkom.

Sl. 3. Spajaǌe dva konveksna omotaqa i odre�ivaǌe doǌe tangente

Pri implementaciji se koristi izmeǌen postupak reprezentacije konveksnog
omotaqa. Budu�i da se u postupku spajaǌa dva poligona, odre�en broj temena
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izbacuje, najzgodnije je poligon reprezentovati pomo�u dvostruko-povezne liste.
U qvorovima te liste su zapisana temena konveksnog poligona.

5. �arvisov algoritam

Ako pouzdano znamo da konveksni omotaq ima relativno malo temena (u odno-
su na ukupan broj taqaka u skupu qiji omotaq odre�ujemo), onda je najefikasniji
�arvisov (Jarvis) algoritam.

Po ovom postupku se za poqetak odre�uje jedno teme koje sigurno pripa-
da poligonu. To mo�e biti teme sa najmaǌom x-koordinatom ili najmaǌom y-
koordinatom. Uzmimo da je to teme sa najmaǌom y-koordinatom. U omotaq se
ukǉuquje to teme i jedno ,,la�no“ teme koje ima istu y-koordinatu i x-koordinatu
maǌu od bilo koje druge taqke skupa qiji konveksni omotaq odre�ujemo. Zatim
se omotaqu dodaje jedno po jedno teme i to je ona taqka iz naxeg skupa koja ima
svojstvo da je ugao izme�u posledǌe stranice trenutno oformǉenog poligona i
poluprave koja spaja posledǌe teme poligona sa tom taqkom maksimalan. Da bi-
smo odredili tu taqku, moramo za svaku taqku skupa izraqunati ugao koji zaklapa
poluprava kroz posledǌe dodato teme i tu taqku sa posledǌom dodatom strani-
com. Ponavǉaǌem ovog postupka u jednom trenutku �e biti ponovo izabrano ono
poqetno teme za naredno teme poligona. To �e znaqiti da je poligon zatvoren i
da je postupak odre�ivaǌa konveksnog omotaqa okonqan.

Ako konveksni omotaq ima relativno mnogo temena, onda �e takvih prolaza
kroz niz taqaka biti vixe i postupak ne�e biti efikasan.

Na slici je prikazan izbor narednog temena omotaqa.

Sl. 4. Dodavaǌe slede�eg vrha u konveksni omotaq primenom �arvisovog postupka

Program se mo�e zapisati na slede�i naqin:

program JarvAlg;

const

MAXN = 10000;

type

tacka = record

x, y: real;
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end;

nizt = array[0..MAXN] of tacka;

var

fn: string;

nt, np: integer;

at, ap: nizt;

procedure citaj(fn: string);

procedure stampaj(nt: integer; at: nizt);

function vcos(a, b, c: tacka): real;

var

pr1, pr2: real;

begin

pr1 := (a.x-b.x)*(c.x-b.x) + (a.y-b.y)*(c.y-b.y);

pr2 := sqrt(sqr(a.x-b.x)+sqr(a.y-b.y));

pr2 := pr2 * sqrt(sqr(c.x-b.x)+sqr(c.y-b.y));

if pr2 <> 0.0 then vcos := pr1/pr2 else vcos := 1;

end;

function konvom(nt: integer; at: nizt; var ap: nizt): integer;

var

mx: real;

j, k, m: integer;

mcos, tcos: real;

begin

m := 1; mx := at[1].x;

for k := 2 to nt do begin

if at[k].y < at[m].y then m := k;

if at[k].x > mx then mx := at[k].x;

end;

ap[0].y := at[m].y; ap[0].x := mx-1;

ap[1] := at[m];

np := 1;

repeat

k := 1;

mcos := vcos(ap[np-1], ap[np], at[1]);

for j := 2 to nt do begin

tcos := vcos(ap[np-1], ap[np], at[j]);

if tcos < mcos then begin

mcos := tcos; k := j;

end;

end;

if k <> m then begin

np := np+1;

ap[np] := at[k];

end;

until k = m;

konvom := np;

end;

begin

write(’Naziv datoteke: ’); read(fn);

citaj(fn);

np := konvom(nt, at, ap);

stampaj(np, ap);

end.


