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Uvod

U ovom qlanku uvodi se pojam indeksa (broj obilazaka puta oko taqke) i
dokazuju se osnovne osobine indeksa i teorema o podeli i indeksu za zatvorene
�ordanove konture, koje imaju va�nu ulogu u matematici (topologiji, komplek-
snoj analizi, diferencijalnoj i algebarskoj geometriji, itd). U u�benicima
kompleksne analize, koji se koriste uglavnom na poslediplomskim studijama (v.
npr. [Ah], [Be-G], [Co], [Ru ]), indeks se, na primer, koristi pri dokazu Koxi-
jeve integralne teoreme (kratko KIT). U u�benicima kompleksne analize, koji
slede klasiqnu liniju, indeks se eksplicitno ne spomiǌe, a dokaz KIT izvodi
se pomo�u ,,zaseka“.

U [Ma 3] i [Ma 7] ukazuje se na jasne texko�e koje se pojavǉuju pri klasi-
qnom dokazu Opxte Koxijeve integralne teoreme (kratko OKIT) pomo�u zaseka
i dokazu pomo�u homotopije (v. npr. [Xab]) i skicira jasan put preciznog dokaza
pomo�u pojma i osobina indeksa. U uglednim u�benicima (v. npr. [Ah], [Co], [Ru])
indeks se definixe pomo�u integrala i smatra se da je to najjednostavniji put
da se doka�e Teorema o indeksu:

Teorema 0.1. Neka je γ zatvoren put u C i Ω = C \ γ�. Tada je:
(a) nγ celobrojna funkcija na Ω;
(b) nγ konstanta na svakoj oblasti odre�enoj sa γ,
gde je nγ funkcija koja definixe broj obilazaka puta γ oko taqke.

U ovom qlanku daje se ,,geometrijski pristup“: indeks se definixe i dokazuje
Teorema o indeksu pomo�u osobina argumenta.

Na osnovu teoreme o implicitnoj funkciji kontura se mo�e lokalno predsta-
viti kao grafik funkcije. Na ovoj qiǌenici, koju nazivamo lokalnim ponaxaǌem
konture i na metodu koji nazivamo metod lokalnih kvadrata baziraju se dokazi
�ordanove teoreme o podeli i teoreme o indeksu za proste zatvorene konture:

Teorema 0.2. Svaka prosta zatvorena kontura γ deli ravan na taqno
dve komponente i γ je granica svake od ovih komponenti.
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Teorema 0.3. (Indeks �ordanovog puta) Ako je γ zatvorena prosta kon-
tura, tada je:
1. Indγ w = 1 za svako w ∈ Int (γ);

ili
2. Indγ w = −1 za svako w ∈ Int (γ).

Ako va�i 1. (respektivno 2.), ka�emo da je kontura γ pozitivno (re-
spektivno, negativno) orijentisana.

Ove teoreme imaju osnovnu ulogu u [Ma 3–6] i [Ma 7]: na primer, u defi-
niciji regularne oblasti i pozitivno orijentisane granice regularne oblasti
(v. [Ma 3–4], [Ma 7]), dokazu OKIT pomo�u ,,zaseka“ (v. [Ma 3–4], [Ma 7]) i do-
kazima raznih verzija KIT (homoloxka, za prosto povezane oblasti, . . . ). Na
osnovu Ve�bi 2–3 mo�e se pokazati da su d.p.d. (deo-po-deo) regularne oblasti
(za definiciju videti [Ma 3], [Ma 7]) d.p.d. ,,mnogostrukosti“ sa krajem i otuda
izvesti strog dokaz verzije Grinove formule za ove oblasti (videti npr. [Zo],
[Be-G]).

Plan ovog rada je slede�i. U sekcijama 1 i 2 definixe se precizno promena
argumenta du� puta, dokazuju osnovne osobine promene argumenta i izvodi teo-
rema o polarnoj reprezentaciji puta i na osnovu ovih rezultata u drugoj sekciji
dokazuje Teorema o indeksu.

U sekciji 3 dokazuju se glavni rezultati ovog rada: �ordanova teorema o
podeli i teorema o indeksu za proste zatvorene konture .

1. Definicije

Ako je realna funkcija ϕ neprekidna na oblasti Ω ⊆ C
� i ako je z = |z|eiϕ(z)

(tj. ϕ(z) ∈ Arg z) za svako z ∈ Ω, ϕ se naziva grana vixeznaqne funkcije Arg na
Ω i obiqno se oznaqava sa arg.

Za γ ∈ R oznaqimo sa Λγ = {ρeiγ | 0 < ρ < +∞} poluprave sa poqetkom
u koordinatnom poqetku koje ,,zaklapaju“ ugao γ sa x−osom. Neka je α ∈ R i
Oα = C

� \ Λα.
Na osnovu teoreme o jedinstvenosti polarne forme, svako z ∈ Oα mo�e se

jedinstveno predstaviti u obliku

z = |z|eiϕ, ϕ ∈ Jα = (α, α + 2π).

Na ovaj naqin svakom z ∈ Oα jednoznaqno je dodeǉeno ϕ = ϕ(z) u intervalu Jα,
tj. definisana je funkcija ϕ : Oα → Jα, koja je grana vixeznaqne funkcije Arg
(grana argumenta) na Oα. Ako �elimo da podvuqemo da je ϕ grana Arg, onda
umesto ϕ koristimo oznake arg ili argα.

Ako je
Jk = Jk(α) = (α + 2kπ, α + 2(k + 1)π), k ∈ Z,

postoji grana argumenta ϕk : Oα → Jk. Koristi se i oznaka argk umesto ϕk.
Sa arg oznaqavamo neku granu argumenta, obiqno sa vrednostima u (0, 2π)

ili (−π, π).
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Definicija 1. Ka�emo da je oblast Ω O-tipa ako Ω ⊆ Oα za neko α ∈ R.

Na oblastima O-tipa postoji grana argumenta. Ova qiǌenica ima va�nu
ulogu u naxem pristupu: u definiciji promene argumenta du� puta, pomo�u koje
definixemo broj obilazaka (indeks) puta u odnosu na neku taqku.

Slede�i primer je va�an za razumevaǌe definicije i osobina pojma promene
argumenta du� puta.

Primer 1. (a) Pokazati da nije taqno da je arg (zw) = arg z + arg w.
(b) Pokazati da je Arg (zw) = Arg z + Arg w (z, w ∈ C

�).
Objasniti razliku izme�u taqaka (a) i (b).

Neka je γ put u oblasti O – ravan bez zraka iz koordinatnog poqetka. Kako
na O postoji grana arg, mo�emo definisati promenu funkcije arg du� γ, u oznaci:

∆Arg γ = arg γ(1) − arg γ(0).

Neka je γ put sa parametarskim intervalom I = [0, 1] i 0 = s0 < s1 < . . . < sn =
1, zk = γ(sk) i neka je put γk restrikcija puta γ na Ik = [sk, sk+1], 0 ≤ k ≤ n−1.
Kratko ka�emo da je put γ podeǉen taqkama z0, z1, . . . , zn na puteve γk.

Ako je γ put u C
�, postoji ,,podela“ opisanog tipa, takva da svaki put γk

pripada oblasti Ok – ravan bez zraka iz koordinatnog poqetka. Dakle, mo�emo
definisati promenu argumenta du� puta γ, tj.

∆Arg γ =
n∑

k=1

∆Arg γk.

Neka je γ put i f neprekidna i razliqita od nule na γ� i Γ = f ◦ γ. Promena
argumenta funkcije f du� puta γ definixe se kao

∆γArg f = ∆Arg Γ.

Za kompleksnu funkciju f i kompleksan broj a ∈ C definixemo funkciju fa

(translacija za vektor a) pomo�u fa(z) = f(z) − a.
Ako je γ zatvoren put i w ne pripada γ�, definixemo broj obilazaka puta

γ oko taqke w kao

nγw = n(γ,w) =
1
2π

∆Arg γw =
1
2π

∆t∈IArg (γ(t) − w).

U literaturi se za broj obilazaka puta γ oko taqke w qesto koristi i oznaka
Indγw.

2. Polarna reprezentacija puta i teorema o indeksu

Ako je γ put u C
�, ponovimo da postoji ,,podela“ puta γ takva da svaki put

γk pripada oblasti Ok – ravan bez zraka iz koordinatnog poqetka. Odaberimo
grane ϕk = argk vixeznaqne funkcije Arg na Ok tako da je

ϕk(zk) = ϕk+1(zk), k = 0, 1, 2, . . . , n − 1.
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Definiximo ϕ na I, tako da je ϕ jednako ϕk na [sk, sk+1), 0 ≤ k ≤ n − 1. Jasno
je da je funkcija ϕ neprekidna na I i da va�i:

(1) γ(t) = |γ(t)|eiϕ(t), t ∈ I.

Funkcija ϕ naziva se grana argumenta du� γ, a formula (1) polarna reprezenta-
cija puta γ. Dakle, dokazali smo slede�i rezultat:

Propozicija 1. Neka je γ : I → C
� put. Tada postoji neprekidna funk-

cija ϕ : I → R tako da je

γ(t)
|γ(t)| = eiϕ(t), t ∈ I

i da je
∆Arg γ = ϕ(1) − ϕ(0).

Funkcija ϕ naziva se neprekidna grana argumenta du� puta γ.

Propozicija 2. Ako je γ pozitivno orijentisan zatvoren put, f funk-
cija neprekidna na γ� i Γ = f◦γ pripada oblasti Ω, koja je O-tipa, tada
je:

∆γArg f = ∆Arg Γ = 0.

Dokaz. Na oblasti Ω postoji grana argumenta Arg. Odatle, s obzirom da je
Γ zatvorena kontura, tj. Γ(0) = Γ(1), va�i:

∆γArg f = ∆Arg Γ = Arg Γ(1) − Arg Γ(0) = 0.

Podvucimo da slede�u propoziciju koristimo u dokazu Ruxeovog stava po-
mo�u Principa argumenta. U klasiqnoj literaturi koristi se formula (2) bez
obrazlo�eǌa. Ovde treba podvu�i da je Arg (zw) = Arg z+Arg w, ali u smislu
vixeznaqnih funkcija.

Propozicija 3. Ako je γ put i f, g : γ� → C
� neprekidne funkcije i

Γ1 = f◦γ, Γ2 = g◦γ, tada:

(2) ∆γArg (fg) = ∆γArg f + ∆γArg g.

Dokaz. Neka su ϕ1 i ϕ2, respektivno, neprekidne grane argumenta du� Γ1 i
Γ2. Funkcija ϕ = ϕ1 + ϕ2 je neprekidna grana argumenta du� puta Γ = h◦γ, gde
je h = fg.

Teorema 2.1. (O indeksu) Neka je γ zatvoren put C i Ω = C \ γ�. Tada
je:
(a) nγ celobrojna funkcija na Ω;
(b) nγ konstanta na svakoj oblasti odre�enoj sa γ.
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Dokaz. (a) Neka je a ∈ Ω i neka je ϕ = ϕa grana argumenta du� γa. Tada
ϕ(0) ∈ Arg γa(0) i ϕ(1) ∈ Arg γa(1). Odatle, s obzirom na to da je γa(0) = γa(1)
(put γ je zatvoren), sledi da je ϕ(1) − ϕ(0) = 2kπ, k ∈ Z. Dakle,

nγ =
ϕ(1) − ϕ(0)

2π
= k.

(b) Neka je a ∈ Ω fiksirana taqka, b ∈ Ω i neka su ϕa i ϕb, respektivno,
grane argumenta du� γa i γb. Neka je r > 0 izabrano tako da B = B(a; r) ⊂ Ω.
Kako je funkcija Φ(z, t) = | γz(t)

|γz(t)| − γa(t)
|γa(t)| | ravnomerno neprekidna na skupu B×I,

za svako ε > 0 postoji δ tako da iz |a − b| < δ sledi

(3)
∣∣∣∣

γa(t)
|γa(t)| −

γb(t)
|γb(t)|

∣∣∣∣ < ε, t ∈ I.

Neka je, na primer, ε =
√

2. Neka je arg grana argumenta na Π+ sa vrednostima u
(−π

2 , π
2 ) i R(t) = arg γb(t)

γa(t) . Odatle, s obzirom na to da je R neprekidna funkcija
kao kompozicija neprekidnih funkcija, sledi ϕb(t) − ϕa(t) = R(t) + 2k(t)π, gde
je |R(t)| < π

2 i k neprekidna celobrojna funkcija. Na uobiqajen naqin pokazuje
se da je k ≡ k0, k0 ∈ Z i stoga ϕb(1) − ϕb(0) = ϕa(1) − ϕa(0) + R(1) − R(0).
Odatle, na osnovu Teoreme 2(a), kako je |R(1) − R(0)| < π, sledi R(1) = R(0),
pa je nγ(b) = nγ(a). Dakle, nγ je lokalno konstantna funkcija, pa je konstanta
na svakoj oblasti odre�enoj sa γ (tj. na svakoj komponenti oblasti Ω).

Napomena. ,,Varijacijom“ prethodnog dokaza mo�e se izbe�i pozivaǌe na
celobrojnu funkciju k, koju smo koristili u dokazu.

Ako je a ∈ Ω i ϕa grana argumenta du� γa i ako je b ∈ Ω izabrano tako da
va�i (3), gde je ε =

√
2, mo�e se pokazati da je funkcija ϕa +R grana argumenta

du� γb.

3. Prosta zatvorena kontura deli ravan na dve oblasti

Za trag puta ka�emo da je specijalni elementarni grafik (u odnosu na ko-
ordinatne ose) ako je zadat pomo�u jednaqine y = f(x) ili x = g(y), gde su f i
g neprekidno-diferencijabilne funkcije na odgovaraju�em intervalu.

Teorema 3.1. (�ordan) Svaka prosta zatvorena kontura γ deli ravan
na taqno dve komponente i γ je granica svake od ovih komponenti.

Dokaz. Dokaz navodimo pomo�u slede�ih taqaka (ostavǉamo qitaocu da
dopuni neke detaǉe za ve�bu).

Oznaqimo sa Q = Q(z; ε) kvadrat sa sredixtem u z, qije su stranice du�ine
ε paralelne sa koordinatnim osama. Uvedimo notaciju z = γ(t) = x(t) + iy(t).

1. Neka je taqka t regularna (tj. γ′(t) 
= 0) i z = γ(t). Tada je x′(t) 
= 0 ili
y′(t) 
= 0.

Pogodno je prvo razmotriti sluqaj x′(t) 
= 0 i y′(t) 
= 0. Ovaj sluqaj je
jednostavniji i ostavǉamo ga za ve�bu .
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Ve�ba 1. Ako je x′(t) 
= 0 i y′(t) 
= 0 pokazati da je tada lokalno u okolini
taqke z = γ(t) kontura γ elementarni grafik u odnosu na obe kordinatne ose.

Razmotrimo preostala dva sluqaja:
(a) Neka je x′(t) 
= 0 i y′(t) = 0. Tada postoji δ i interval Iδ = [t− δ, t + δ]

tako da je funkcija x (x = x(t)) 1–1 na I1 = Iδ. Zato na odgovaraju�em intervalu
I2 = x(Iδ) postoji inverzna funkcija ϕ = x−1 (pixemo kratko t = ϕ(x)). Ako uve-
demo oznaku f = y◦ϕ, tada je sa y = f(x), x ∈ I2, zadat deo konture γ (elementar-
ni grafik). Oznaqimo sa γδ restrikciju γ na interval [0, 1]\Iδ i izaberimo ε do-
voǉno malo tako da kontura γδ nema zajedniqkih taqaka sa kvadratom Q(z; ε) i da
lokalni grafik prvo preseqe vertikalnu ivicu kvadrata Q(z; ε). Podvucimo da je
tada γ∗ ∩Q povezan skup. Neka je interval J = Jε = {τ ∈ [0, 1] | γ(τ) ∈ Q(z; ε)},
tj. inverzna slika kvadrata Q(z; ε) pri preslikavaǌu γ. Oznaqimo sa γε re-
strikciju konture γ na J = Jε; γε nazivamo lokalni luk, a J = Jε lokalni
interval definisan taqkom t (odnosno, z = γ(t), u odnosu na konturu γ). Ne-
ka je Iε = x(J). Nije texko pokazati da skupovi {(x, y) | x ∈ Iε, y > f(x)} i
{(x, y) | x ∈ Iε, y < f(x)} dele kvadrat na dve komponente, na primer At i Bt.

(b) Neka je y′(t) 
= 0 i x′(t) = 0. Sliqno kao u sluqaju (a), pokazuje se
da je deo konture γ zadat pomo�u jednaqine x = g(y). Zato mo�emo izabrati
ε dovoǉno malo, tako da je presek konture γ i kvadrata Q(z; ε) zadat pomo�u
jednaqine x = g(y).

Dakle, u oba sluqaja mo�emo izabrati ε dovoǉno malo, tako da je presek
konture γ i kvadrata Q(z; ε) zadat pomo�u jednaqine y = f(x) ili x = g(y)
(ka�emo: pomo�u specijalnog elementarnog grafika funkcije) i da kontura deli
kvadrat na dve komponente, na primer At i Bt.

2. Sliqno kao u taqki 1, u taqki ,,preloma“ mo�emo izabrati ε dovoǉno
malo, tako da je presek konture γ i kvadrata Q(z; ε) zadat pomo�u dva specijalna
elementarna grafika, koji imaju samo jednu zajedniqku taqku i da kontura deli
kvadrat na dve komponente, na primer At i Bt.

U ovoj situaciji ka�emo da su A = At i B = Bt lokalne komponente, a
Q = Qt = Q(z; ε) lokalni kvadrat definisan taqkom t (odnosno, z = γ(t), u
odnosu na konturu γ).

Pridru�imo svakoj taqki lokalni kvadrat i odgovaraju�e lokalne kompo-
nente. Doka�imo:

3. At i Bt pripadaju razliqitim komponentama skupa Ω = C \ γ∗ za svako t.
Pretpostavimo suprotno: da za neko t ∈ [0, 1] 3. nije taqno. Tada postoje

taqke a i b na ∂Q, tako da, na primer, a ∈ A, b ∈ B, [a, b] ima samo jednu
zajedniqku taqku c = γ(s) sa γ� i postoji specijalna poligonalna linija Λ0 u
Ω \ Q, koja spaja taqke a i b. Neka je Λ specijalna poligonalna linija koja se
sastoji od Λ0 i intervala [a, b] i P = Int (Λ). Tada postoji dovoǉno malo δ tako
da, na primer, γ(t) ∈ P za s < t < s+δ (sluqaj γ(t) ∈ P za s−δ < t < s razmatra
se sliqno). Odatle, najpre, sledi γ(t) ∈ P za s < t < 1, pa stoga kontura γ nije
zatvorena, xto je kontradikcija.

4. Neka je t0 proizvoǉna taqka i At0 jedna od dve komponente koje pri-
dru�ujemo taqki t0. Neka je E skup taqaka t takav da postoji poligonalna lini-
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ja koja sa γ nema preseqnih taqaka i koja spaja At0 sa jednom od dve komponente
(oznaqimo je sa At) koje su pridru�ene taqki t. Skup E je otvoreno zatvoren i
E = [0, 1].

Neka je t ∈ [0, 1] proizvoǉna taqka i neka τ pripada lokalnom intervalu, tj.
γ(τ) pripada lokalnom kvadratu Qt pridru�enom taqki t. Tada:

(v) ako τ ∈ E, postoji poligonalna linija koja sa γ nema preseqnih taqaka
i koja spaja At0 sa jednom od dve komponente (oznaqimo je sa Aτ ). Kako je Aτ ∩
Qt 
= ∅, jednostavno je pokazati da postoji poligonalna linija koja sa γ nema
preseqnih taqaka i koja spaja Aτ sa jednom od dve komponente kvadrata Qt, pa je
t ∈ E. Dakle, E je otvoren.

(g) Ako τ /∈ E, tada, sliqno kao u taqki (v), sledi da je t /∈ E; dakle, Ec je
otvoren skup.

Iz 4. nalazimo:
5. Skup V0 =

⋃
0≤t≤1 At pripada jednoj komponenti skupa Ω = C \ γ�.

6. Neka je V1 =
⋃

0≤t≤1 Bt i neka je r dovoǉno veliko tako da kru�nica Tr

sadr�i konturu γ. Oznaqimo sa Ext (γ) komponentu skupa Ω koja sadr�i Tr.
Granica skupa Ext (γ) pripada γ� i zato skup Ext (γ) ima presek sa V0 ili
V1. Neka skup Ext (γ) ima presek sa, na primer, V1. Odatle je V1 ⊂ Ext (γ).
Oznaqimo sa Int (γ) komponentu skupa Ω koja sadr�i V0.

Kako granica svake komponente skupa Ω pripada γ�, sledi da se ta komponenta
poklapa sa Int (γ) ili Ext (γ). Dakle, skupovi Int (γ) i Ext (γ) su jedine
komponente skupa Ω. Kako je jasno da su skupovi Int (γ) i Ext (γ) disjunktni,
odatle sledi �ordanova teorema.

Ve�ba 2. Neka je z = γ(t) regularna taqka i Q = Qt lokalni kvadrat. Ako
je lokalni elementarni grafik zadat pomo�u y = f(x) i ϕ preslikavaǌe defini-
sano sa ϕ(x, y) = (x, y − f(x)), dokazati da preslikavaǌe ϕ lokalno ,,ispravǉa“
konturu γ.

Ve�ba 3. Dokazati da u okolini taqke preloma postoji glatko preslika-
vaǌe, koje lokalnu konturu preslikava u konturu koja se sastoji od horizontalnog
i vertikalnog intervala (v. [Be-G]). Preciznije, ako je γ kontura i p ∈ γ�, tada
va�i:

(A) postoji okolina Up i difeomorfizam ϕ = ϕp Up na (−1, 1)×(−1, 1), tako
da je ϕ(p) = 0, J(ϕ) > 0 i va�i jedna od slede�ih jednakosti:
(a) ϕ(Up ∩ Ω) = (−1, 0] × (−1, 1);
(b) ϕ(Up ∩ Ω) = (−1, 0] × (−1, 0];
(v) ϕ(Up ∩ Ω) = (−1, 1) × (−1, 1) \ (0, 1) × (0, 1).

Na primer, u [Be-G] uvode definiciju: oblast Ω je deo po deo regularna ako
za svaku taqku p ∈ ∂Ω va�i (A).

Ako je p regularna taqka, tada va�i (a), a ako je p singularna taqka, tada
va�i (b) ili (v). Koristimo preslikavaǌe ϕ iz ve�be 2 i preslikavaǌe oblika
ψ(x, y) = (x − g(y), y).

7. Pretpostavimo da va�e sve do sad uvedene oznake. Oznaqimo sa a1 i b1

preseqne taqke Q = Qt sa γ�, tako da restrikcija γ1 konture γ koja pripada Q
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spaja a1 i b1. Neka je γ2 kontura koja spaja b1 i a1 i ima sa Q samo krajǌe taqke
zajedniqke, tj. γ2 = γ − γ1.

Neka, na primer, b ∈ Ext (γ) i neka a2 ∈ (a, c) i b2 ∈ (b, c). Taqke a1 i b1

dele konturu ∂Q na dve konture, Γ1 i Γ2, koje se mogu oznaqiti tako da Γ1 spaja
a1 i b1 preko a, a Γ2 spaja a1 i b1 preko b. Tada:

(1) broj obilazaka konture γ2 + Γ1 oko taqke a2 jednak je nuli;
(2) broj obilazaka konture γ1 + Γ−

2 oko taqke a2 jednak je nuli;
(3) broj obilazaka konture ∂Q oko taqke a2 jednak je 1, gde ∂Q oznaqava

pozitivno orijentisanu granicu kvadrata Q.
Odatle, ako je na primer, Γ2 orijentisana saglasno sa ∂Q, sledi n(γ; a2) =

1. Dakle, u opxtem sluqaju, n(γ; a2) = ±1, pa na osnovu Teoreme o indeksu,
n(γ; z) = ±1 za z ∈ Int (γ).

Teorema 3.2. (Indeks �ordanovog puta) Ako je γ zatvorena prosta kon-
tura, tada je:
1. Indγ w = 1 za svako w ∈ Int (γ);

ili
2. Indγ w = −1 za svako w ∈ Int (γ).

Ako va�i 1. (respektivno, 2.), ka�emo da je kontura γ pozitivno (re-
spektivno, negativno) orijentisana.
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