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DUPLIRAǋEM I PREMEXTAǋEM DO REXEǋA

Qitalac bi, sude�i po naslovu, pomislio da qlanak govori o nekim kombina-
tornim rexeǌima iz metodike usvajaǌa poqetnih matematiqkih pojmova. Tako�e,
mogao bi pomisliti da je req o nekim rexeǌima problema za uqenike mla�ih
razreda, ali nikako da je req o jednoj geometrijskoj transformaciji, i to trans-
laciji – paralelnom prenosu.

Pa�ǉiviji, ili boǉe re�i (jer je u pitaǌu matematika) precizniji qitalac
pobuni�e se zbog ovakvog terminoloxkog sublimata, ali mixǉeǌa sam da ne bi
bilo loxe uqenicima ponekad i uz zvaniqan, nauqno verifikovan termin dati i
naziv koji na jox neki naqin kvalifikuje, ili boǉe, koji im rexeǌe nekog pro-
blema jox vixe pribli�ava svesti. To bismo mogli da nazovemo ustupkom svima
onima koji danas zagovaraju interaktivni/aktivni pristup rexavaǌu problema.

Geometrijske transformacije su gotovo iskǉuqene iz programa za osnovnu
xkolu. Izuqavaju�i ovu oblast, naixao sam na zanimǉiv zadatak (u kǌizi I.
M. �glom-a, ,,Geometriqeskie preobrazovani�“, Moskva, 1955) koji bih �eleo
da prezentujem matematiqkoj javnosti. Inaqe, sam naslov je proizaxao dok sam
spremao crte�e uz rexeǌe, kada sam vixe puta koristio naredbe copy-paste
(dupliraǌe) i uz pomo� mixa markirao izvesne geometrijske objekte i premextao
ih (premextaǌe) sa jedne na drugu poziciju.

Nekima od svojih naprednijih uqenika sedmog razreda ve� sam izlagao ili
davao na qitaǌe neke od zadataka iz ove oblasti. Reagovali su tako da su trans-
laciju povezali sa translatornim kretaǌem u fizici. Moj prvi ose�aj bio je
mexavina qu�eǌa i neverice, jer sam smatrao da opxti – prvi (teorijski) deo
qitave priqe pripada matematici i da mi matematiqari pola�emo pravo na ǌen
poqetak. Me�utim, sada sopstvenu nedoumicu identifikujem, ili mogu da svedem
na pitaǌe: ,,xta je starije, kokoxka ili jaje?“

Zadatak. (a) Na�i geometrijsko mesto taqaka M u ravni, takvih da
im je zbir odstojaǌa od dve date prave l1 i l2 te ravni jednak datoj du�i a.

(b) Na�i geometrijsko mesto taqaka M u ravni, takvih da im je razlika
(po apsolutnoj vrednosti) odstojaǌa od dve date prave l1 i l2 te ravni
jednaka datoj du�i a.

Rexeǌe. (a) Pretpostavimo najpre da se date prave l1 i l2 seku u nekoj
taqki O, i neka su l′1 i l′2 prave konstruisane na zadatom rastojaǌu a, paralelno
pravim l1 i l2, respektivno (sl. 1).
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Prava l2 u preseku sa pravom l′1 daje taqku A, qije je odstojaǌe od prave l2
jednako nuli, a od prave l1 datoj du�i a; prema tome, mo�emo da zakǉuqimo da
je zbir ǌenih rastojaǌa od datih pravih jednak datoj du�i a. Analogno va�i za
taqku B = l1 ∩ l′2.

Doka�imo sada da bilo koja taqka M du�i AB tako�e ispuǌava uslov da je
zbir ǌenih odstojaǌa x i y od pravih l1 i l2, redom, jednak datoj du�i a, tj. da
je x + y = a.

Neka su taqke M1 i M2 podno�ja normala konstruisanih iz taqaka M i B na
pravu l2, qije su du�ine redom y i a. Sliqno, neka su taqke M ′

1 i M ′
2 podno�ja

normala konstruisanih iz taqaka M i A na pravu l1, qije su du�ine redom x
i a. Posmatrajmo trouglove �AMM1 i �ABM2. Mo�emo da zakǉuqimo da
je ∠M1AM = ∠M2AB (zajedniqki ugao) i ∠MM1A = ∠BM2A = 90◦, odakle

sledi da je �AMM1 ∼ �ABM2. Iz prethodnog imamo da je
AM

AB
=

MM1

BM2
=

y

a
,

tj.

(1) y =
AM

AB
a.

Analogno se pokazuje da je �BMM ′
1 ∼ �BAM ′

2, odakle je
BM

BA
=

MM ′
1

AM ′
2

=
x

a
,

tj.

(2) x =
BM

BA
a.

Iz jednakosti (1) i (2) sledi da je

x + y =
BM

BA
a +

AM

AB
a =

BM + AM

AB
a = a,

xto je i trebalo dokazati.
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Uoqimo du� CD, centralno-simetriqnu sa AB u odnosu na taqku O. Taqka
C je presek prave l2 sa pravom l′′1 , simetriqnom sa l′1 u odnosu na l1, a sliqno
va�i i za taqku D, sl. 2. Zato se argument sproveden za taqke du�i AB mo�e
ponoviti za taqke svake od du�i BC, CD i DA. Na taj naqin, svaka taqka
izlomǉene linije ABCD zadovoǉava uslove zadatka (ta izlomǉena linija je
ustvari pravougaona linija, xto se lako pokazuje).
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Qitaocu prepuxtamo da poka�e da i obratno, svaka taqka ravni odre�ene
pravim l1 i l2, koja zadovoǉava uslov da joj je zbir odstojaǌa od pravih l1 i l2
jednak datoj du�i a, pripada pravougaonoj liniji ABCD, tj. da je tra�eno
geometrijsko mesto taqaka pravougaona linija ABCD.

U sluqaju da su prave l1 i l2 paralelne, razlikujemo slede�e tri situacije.
1◦ Kada je rastojaǌe izme�u pravih ve�e od date du�i a, tada zadatak nema

rexeǌa.
2◦ Kada je rastojaǌe izme�u pravih jednako datoj du�i a, onda je tra�eno

geometrijsko mesto taqaka deo ravni ograniqen pravim l1 i l2, ukǉuquju�i i ove
dve prave.

3◦ Kada je rastojaǌe d izme�u pravih maǌe od date du�i a, onda rexeǌe
qine dve paralelne prave koje se nalaze van oblasti ravni ograniqene pravim l1

i l2 na rastojaǌu
a − d

2
, jedna sa jedne, a druga sa druge strane navedene oblasti.

(b) Neka su u ravni zadate prave l1 i l2 koje se seku u taqki O, sl. 3.
Neka su prave l′2 i l′′2 dobijene paralelnim prenosom prave l2 za datu du� a

u oba smera, i neka su R i R1 preseci prave l1 sa pravim l′2 i l′′2 , redom. Neka
su, daǉe, Rm, Rm′, R1m1 i R1m

′
1 bisektrise uglova koje gradi prava l1 sa

pravim l′2 i l′′2 , a koji le�e u delu ravni izvan oblasti ograniqene pravim l′2 i l′′2 .
Poka�imo da svaka taqka bilo koje od tih bisektrisa zadovoǉava zadati uslov
da joj je razlika (po apsolutnoj vrednosti) odstojaǌa od pravih l1 i l2 jednaka
datoj du�i a.

Uqini�emo to za proizvoǉnu taqku M ∈ Rm – jasno je da se analogno dokazu-
je da tvr�eǌe va�i za taqke sa ostalih bisektrisa (npr. za taqku M1 ∈ R1m1).
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Neka su x i y odstojaǌa taqke M od pravih l2 i l1, redom. Neka su P i Q
podno�ja normala iz taqke M na prave l1 i l2, a Q′ = MQ∩ l′2. Posmatrajmo tro-
uglove �MQ′R i �MPR. Mo�emo da uoqimo da je ∠MQ′R = ∠MPR = 90◦,
∠Q′RM = ∠PRM (jer je RM bisektrisa ugla ∠Q′RP ) i RM = RM (zajedniq-
ka stranica). Zato je �MQ′R ∼= �MPR, pa je MQ′ = MP . Najzad,

x − y = MQ − MP = MQ − MQ′ = Q′Q = a,

xto je i trebalo dokazati.
Analogno prethodnom, ako konstruixemo prave l′1 i l′′1 , paralelnim prenosom

prave l1 za datu du� a, sa jedne i druge ǌene strane, dobijamo jox qetiri bisek-
trise qije taqke tako�e imaju navedenu osobinu. Na taj naqin, postoji ukupno
osam bisektrisa koje ispuǌavaju postavǉeni uslov. Ponovo prepuxtamo qitaocu
da poka�e da svaka taqka ravni koja zadovoǉava pomenuti uslov mora da pripada
jednoj od navedenih osam bisektrisa, tj. tra�eno geometrijsko mesto taqaka
je unija osam opisanih bisektrisa.

Konaqno, ukoliko �elimo da se osvrnemo jox jednom na qitav zadatak i da
ga predstavimo na jednom crte�u, to bi izgledalo kao na sl. 4.

Komentar 1. Ukoliko bismo drugaqije formulisali, zadatak bi bio znatno
lakxi, a samim tim upotrebǉiv za nastavu u sredǌoj xkoli.

Date su dve prave l1 i l2 koje se seku; ako paralelno sa pravom l1 (sa
obe ǌene strane) konstruixemo prave l′1 i l′′1 na rastojaǌu jednakom datoj
du�i a i, isto tako, paralelno sa pravom l2 konstruixemo prave l′2 i l′′2
na rastojaǌu jednakom datoj du�i a, dokazati:

(a) da je qetvorouogao ABCD pravougaonik, pri qemu je {A} = l2 ∩ l′1,
{B} = l1 ∩ l′2, {C} = l2 ∩ l′′1 i {D} = l1 ∩ l′′2 (kao na sl. 4);

(b) da je zbir odstojaǌa svake taqke pravougaone linije ABCD od pravih
l1 i l2 jednak datoj du�i a;
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(v) da je razlika (po apsolutnoj vrednosti) odstojaǌa svake taqke sa
bilo kojeg od produ�etaka stranica pravougaonika ABCD preko temena,
do pravih l1 i l2 jednaka datoj du�i a.

Komentar 2. Kao uvodni mogao bi se uraditi slede�i zadatak.

Zbir odstojaǌa bilo koje taqke sa osnovice jednakokrakog trougla od
krakova je stalan i jednak je visini koja odgo-
vara kraku.

Rexeǌe. Kako je povrxina posmatranog je-
dnakokrakog trougla (sl. 5) jednaka 1

2bhb, a isto
tako jednaka zbiru vrednosti 1

2bx i 1
2by, kao zbi-

ru povrxina trouglova na koji je on rastavǉen
pomo�u du�i CD, to je

1
2
bhb =

1
2
bx +

1
2
by =

1
2
b(x + y),

odakle sledi da je x + y = hb, xto je i trebalo
pokazati. A B
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