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ALGEBARSKI SADR�AJI U PETOM
RAZREDU OSNOVNE XKOLE (I)

Qlanak je komponovan od fragmenata naxeg priruqnika za nastavnike1. Od-
nosi se na obradu sadr�aja iz dveju nastavnih tema: Skupovi i Deǉivost brojeva.

Uvod

Uqenici petog razreda su uzrasta od 11 do 12 godina. Prema poznatoj, i sre-
dinom dvadesetog veka xiroko prihva�enoj, Pija�evovoj2 periodizaciji razvoja
matematiqkog mixǉeǌa, oni bi se nalazili na prelazu iz perioda konkretnih
operacija (7–11 godina) u period formalnih operacija (od 12 godina). Buran
razvoj qoveqanstva tokom druge polovine dvadesetog veka, pre svega u oblasti
tehnologija (televizija, raqunarske tehnike, novi vidovi komunikacija, . . . ) do-
prineo je ubrzanom sazrevaǌu dece i, nesumǌivo, pomerio granice tih perioda
prema mla�im uzrastima. Zato se mo�e osnovano tvrditi da je pomenuti prelaz
,,spuxten“ me�u uqenike qetvrtog razreda, i da su uqenici petog razreda sposo-
bni da vrxe formalne operacije. Deca su ve� ovladala konkretnim operacijama
i u staǌu su da izvode neke zakǉuqke na osnovu pretpostavki. Pri tome se poste-
peno osloba�aju ranijih navika da se, obavezno, oslaǌaju iskǉuqivo na opa�aǌa
i steqeno iskustvo, iako je u poqetnim koracima, ali i nadaǉe, po�eǉno da se i
takvim aktivnostima potkrepi svako novo tvr�eǌe. Brojni primeri kao podsti-
caj za naslu�ivaǌe neke istine i kao ilustracija za ǌene ,,domete“, neizostavni
su deo dobro ostvarenog postupka uqeǌa u tom uzrastu.

Pixu�i u�benik nastojali smo da u ǌega ugradimo, u meri u kojoj nam je to
omogu�avao raspolo�ivi prostor, naxe vi�eǌe mogu�e realizacije tih zahteva
u nastavnom procesu. U ovom priruqniku �emo ukazati na posebnosti pojedinih
nastavnih tema i ponuditi neka rexeǌa za ǌihovo ostvarivaǌe. Nastojali smo
da odnosne sadr�aje upotpunimo nekim teorijskim i praktiqnim aktivnostima
koje bi, pored dodatnog osvetǉavaǌa problema i ǌegovog smextaǌa u neki xi-
ri ambijent, poslu�ile i tome da qitaoca podstaknu na samostalno tragaǌe za

1 Vladimir Mi�i�, Vera Jockovi�, Priruqnik uz u�benik matematike za peti razred
osnovne xkole, Zavod za u�benike i nastavna sredstva, Beograd 2004, 84 str.

2Jean Piaget, 1896–1980, xvajcarski psiholog, jedan od najznaqajnijih psihologa XX veka.
Svojim radovima je podstakao i psihologe i matematiqare da se zainteresuju za psihologiju uqeǌa
matematike.
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boǉim rexeǌima i osve�e mu neka, mo�da zaboravǉena ili zapostavǉena, znaǌa,
u vezi sa sadr�ajima koji se obra�uju.

Kao xto znamo, programom je predvi�eno da se u okviru predmeta Mate-
matika u petom razredu obrade sadr�aji iz slede�ih xest nastavnih celina
(tema): 1. Skupovi; 2. Skupovi taqaka; 3. Ugao; 4. Deǉivost brojeva; 5. Razlom-
ci; 6. Osna simetrija. Dok druga, tre�a i xesta tema obuhvataju geometrijske
sadr�aje, u prvoj, qetvrtoj i petoj temi razmatrani su poqetni pojmovi teori-
je skupova, skupovi N (N0), Q+

0 , relacije i operacije u ǌima. Ove posledǌe
nazivamo algebarskim sadr�ajima.

Nastojali smo da kroz obradu algebarskih sadr�aja u potpunosti sledimo
put od podsticaja (spoǉǌeg i unutraxǌeg) za uvo�eǌe nekog pojma, preko ǌegove
obrade do mogu�nosti primene u matematici ili u praktiqnom �vivotu. Pri
tome smo pokuxali (da li i uspeli?) da u potpunosti uva�imo pomenute karak-
teristike uqenika petog razreda i stepen ǌihovog mentalnog razvoja.

Programom predvi�eni algebarski sadr�aji su, uz maǌe izuzetke, tradi-
cionalno prisustni u osnovnoxkolskoj nastavi matematike. U okviru ǌih se
raquna, meri, upore�uje i uqenici ih, po pravilu, do�ivǉavaju kao neophodno
i korisno pomo�no sredstvo za svakodnevni �ivot, ali i, uz naxu pomo�, kao
osnovu za daǉe uspexno bavǉeǌe matematikom i drugim xkolskim sadr�ajima.
Ti im se sadr�aji qine lakxim od geometrijskih. Iako znamo da je pojam bro-
ja apstraktan, uqenici ga ne do�ivǉavaju tako. Naime, oni su ga kroz bogato
opa�ajno iskustvo ve� ,,uskladixtili“ u svoj mentalni svet, a kroz prethodna
qetiri razreda stekli i odre�ene vextine i navike za bavǉeǌe ǌima. I proxi-
rivaǌe ,,sveta brojeva“, xto je u znaqajnoj meri zastupǉeno, oni do�ivǉavaju kao
prirodan sled aktivnosti i prihvataju ga bez texko�a. Stoga smo se opredelili
da upravo ovde, gde su im objekti s kojima rade bliski, uqinimo nekoliko poku-
xaja dokazivaǌa svojstava tih, ǌima bliskih objekata. Nastavnik �e osetiti da
li neka od ponu�enih argumentacija ,,prolazi“ u konkretnom odeǉeǌu. Nastojali
smo da primeri koji prethode nekom dokazu, svojim sadr�ajem i naqinom obrade,
mogu poslu�iti kao dovoǉna potpora obra�ivanom svojstvu, u sluqaju da nema
dokaz.

Znaqajno je prilikom obrade algebarskih sadr�aja naglaxavati da, po pra-
vilu, moramo znati ,,xta radimo, kako radimo i zaxto tako radimo“. Najqex�e
uqenici znaju kako se raquna, ali mnogi od ǌih ne znaju xta raqunaju, dok tek
poneki od ǌih zna i zaxto tako raquna. Tu je uloga nastavnika veoma znaqajna.

1. Skupovi

U svakodnevnom �ivotu qeste su situacije u kojima se, na osnovu nekih zaje-
dniqkih svojstava ili nekih dogovora, izdvaja grupa objekata (u xirokom smislu
te reqi, konkretnih ili apstraktnih). Radi komuniciraǌa qesto nastojimo ili
smo prinu�eni da odre�enoj grupi objekata damo ime. Tako govorimo o stadu
ovaca, stadu koza, jatu riba, jatu ptica, ekipi odbojkaxa, ekipi vaterpolista,
odeǉeǌu uqenika, odeǉeǌu vojnika, . . . , ali i o kutiji xkolskih kreda, kutiji



16 V. Mi�i�

xibica, sve�ǌu kǉuqeva, sve�ǌu novqanica, naramku drva, buketu cve�a, gomi-
li kameǌa, . . . Pored ovakvih grupa konkretnih objekata mo�emo posmatrati
i grupe apstraktnih objekata; u matematici posmatramo, na primer, brojeve pr-
ve desetice, temena datog kvadrata, geometrijsko mesto taqaka u ravni koje su
jednako udaǉene od dveju zadatih taqaka te ravni, . . .

Me�u posmatarnim objektima nalaze se bi�a, predmeti, taqke, brojevi, . . .
Spontano nam se name�e potreba za nekih opxtijim pojmom, koji bi se mogao
koristiti za imenovaǌe izdvojenih grupa objekata, bez obzira na to kakva je
ǌihova priroda. Tako dolazimo do pojma skupa.

Pojam skupa je osnovni pojam u matematici, a ǌih, kao xto znamo, ne defini-
xemo. Kroz podesne primere, sliqne navedenom, ali i primere koji �e uqenicima
biti bli�i i jasniji, nastojimo da kod ǌih izgradimo svest o potrebi uvo�eǌa
opxteg, apstraktnog pojma.

Iako ovo nije prvi put da se sre�u sa pojmom skupa, smatrali smo da su ǌiho-
va prethodno steqena znaǌa na nivou opa�aǌem usvojenih znaǌa. Ove sadr�aje
oni su prvi put primali kada su bili u tzv. periodu konkretnih operacija (u
uzrastu od 7 do 10 godina) i nisu bili dorasli za aktivno usvajaǌe apstraktnih
pojmova i sadr�aja.

Podsetimo se da je skup S zadat ako za proizvoǉan objekat (element) x va�i:
ili x ∈ S ili x /∈ S. To znaqi da se mo�e odgovoriti, potvrdno ili odreqno, na
pitaǌe da li objekat x pripada S. Mo�emo li i umemo li odgovoriti? Nastojimo
da primeri u praksi budu tako izabrani da ne dovode uqenike u nedoumice. Ali,
mi znamo da to nije uvek sluqaj. Podsetimo se jednog klasiqnog primera.

Berberin b je stanovnik sela S. On brije sve one i samo one stanovnike sela
koji se briju, a ne briju se sami. Da li se on brije sam ili ne? Ako se brije
sam, onda on ne brije sebe (jer brije samo one koji se ne briju sami!). Ako se ne
brije sam, onda on brije sebe (jer brije sve one koji se ne briju sami!). U oba
sluqaja dolazimo do kontradikcije.

Ako u ovom primeru sa B oznaqimo deo (zaxto ne skup?) stanovnika sela S,
onih koje brije b, vidimo da B nije zadat skup jer za element b ne znamo odgovor
na pitaǌe da li b ∈ B ili b /∈ B.

Ovo je ,,folklorna“ varijanta jednog od paradoksa teorije skupova, ali se
mi ovde time ne�emo baviti.

U odre�enoj situaciji skupovi kojima se bavimo su podskupovi nekog sku-
pa U . U prvom i drugom razredu smo posmatrali podskupove skupa brojeva prve
desetice ili podskupove skupa brojeva prve stotine. U qetvrtom razredu uqe-
nici su upoznali strukture N i N0, pa su posmatrani skupovi bili podskupovi
skupa N (ili N0). U tom kontekstu se N javǉa u funkciji izdvojenog (i nazna-
qenog) univerzalnog skupa. Budu�i da je nastava matematike u poqetku petog
razreda posve�ena i sistematskom pregledu struktura N (i N0), nalazi�emo se u
tom svetu brojeva i prirodno je da svi posmatrani skupovi brojeva budu i daǉe
podskupovi univezralnog skupa N0 (ili N). Pored ǌih posmatra�emo i neke
druge primere skupova, povezanih najqex�e sa svakodnevnim �ivotom i naxim
realnim okru�eǌem. U takvim sluqajevima na prirodan naqin se izdvaja uni-
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verzalni skup. Tako �e, u primerima koji se odnose na slova azbuke, univerzalni
skup biti upravo skup U = A = {a,b,v,g, . . . ,q,�,x} svih slova azbuke.

Na taj naqin u nastavnoj praksi izgra�ujemo naviku da, bez eksplicitnog
ukazivaǌa na to, skupove A, B, C, . . . , S, T , . . . , izme�u kojih uspostavǉamo od-
nose (⊂, ⊃, =) ili ǌima operixemo (nalazimo preseke, unije, razlike), smatramo
podskupovima odre�enog univerzalnog skupa U . Taj �e se skup meǌati zavisno
od prirode elemenata koje posmatramo. Potom, kada ,,osvojimo svet razlomaka“,
skup U �e biti skup Q+

0 .
Prilikom obrade ovih sadr�aja nije na odmet naglasiti da delovi elemena-

ta nekog skupa nisu elementi tog skupa. Ako posmatramo skup A automobila koji
su parkirani ispred jedne zgrade, onda levi predǌi toqak jednog od tih auto-
mobila ali i nijedan drugi toqak tih automobila, nije element skupa A. Toqak
nije automobil. Elemente skupa uvek posmatramo kao celovite objekte. Iz tih
razloga ni cifra 1 nije element skupa

T = {11, 111, 1111},
iako je korix�ena za zapisivaǌe ǌegovih elemenata.

Zadavaǌe

Koriste�i se naxim u�benikom prilikom obrade ovog sadr�aja uoqi�ete
da smo nastojali da naglasak bude na pojmu ,,izdvajaqa“ – svojstva (svojstava)
elemenata nekog skupa. Pri tome smo pokuxali da, ne uvode�i pojam univerzalnog
skupa, uka�emo putem primera da je uvek prisutan i neki drugi, xiri skup, iz
kojeg se vrxi to izdvajaǌe. Da ovo ne bi ,,zvuqalo“ formalno, va�no je ista�i
da se sve odvija u nekom prirodnom okru�eǌu, pri qemu prirodnim smatramo
i okru�eǌa koja su kreirana tokom nastave, pre svega nastave matematike. Za
skup cvetova to mogu da budu cvetovi na livadi ili cvetovi u cve�ari. Za skup
parnih brojeva prve desetice to mo�e da bude skup brojeva prve desetice, ali i
skup brojeva prve stotine ili skup prirodnih brojeva.

Predla�emo da se naroqita pa�ǌa posveti reqenicama tipa:
,,S je skup svih onih elemenata skupa A za koje va�i svojstvo s“, odnosno

ǌihovom zapisu u obliku

S = {x ∈ A | x ima svojstvo s }.

Venov dijagram

Mi znamo da za A,B ⊂ U definixemo

A ∩ B = {x ∈ U | x ∈ A i x ∈ B },
A ∪ B = {x ∈ U | x ∈ A ili x ∈ B },
A \ B = {x ∈ U | x ∈ A i x /∈ B },

pri qemu je x proizvoǉan element univerzalnog skupa U . Ipak, qini nam se da
bi ovakvi zapisi opteretili nastavu, a ǌima definisani presek, unija i razlika
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skupova ne bi se uqinili bliskim i razumǉivim uqenicima petog razreda. Stoga
smo se opredelili za opisne definicije u kojima koristimo simboliku koja je za
teoriju skupova maǌe specifiqna.

Pored toga, deca tog uzrasta su naviknuta da se oslaǌaju na svoja qula.
Za ǌih je svako saznaǌe koje je dodatno potkrepǉeno nekim opa�ajem boǉe ute-
meǉeno. Stoga smo se opredelili za naglaxeno korix�eǌe Venovih dijagrama.
ǋima se skupovi predstavǉaju (tu je va�no naglasiti da to nisu oni sami
ve� ǌihove predstave, prikazi) na slikovit naqin. Time se u proces saznavaǌa
ukǉuquje qulo vida, on (proces) biva dodatno podr�an, a mi izvodimo i prihva-
tamo zakǉuqke zasnovane na postupku ,,qitaǌa sa slike“. To je, naravno, osetǉivo
mesto i moramo ga podr�ati sa vixe primera. Programom nije predvi�eno da se
sistematski obra�uju zakoni (pravila) koji va�e za skupovne operacije, ali nas
to ne spreqava da uradimo i takve primere (bez uvo�eǌa naziva).

Bitno je ograniqiti se na jednostavne primere sa jednim, dva, a samo izu-
zetno tri skupa ,,uqesnika“ u slo�enijim izrazima. Ipak, to su prvi koraci u
osvajaǌu ovih apstraktnih sadr�aja.

Prirodni brojevi

Na dva svojstva strukture (N0,+, ·, <) oslaǌamo se u nastavi. U poglavǉu
4.3 su u nexto modifikovanom obliku. Ta su svojstva uqenicima bliska i oni
u ǌih ne sumǌaju. Stoga se u nastavi na ǌih pozivamo tek ovlax, istiqu�i
kako: ,,znamo da . . . “, ,,budu�i da . . . “ i sl. U formalnom zasnivaǌu sistema
prirodnih brojeva N (ili N0), baziranom, na primer, na Peanovoj aksiomatici,
to su poznate teoreme.

Ako ocenimo da je odeǉeǌe spremno za nexto formalniji pristup sadr�aji-
ma, mo�emo nastavu obogatiti i ovim svojstvima skupa N (N0).

Znamo da va�i:
A1. Svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva sadr�i svoj najmaǌi ele-

ment. Taj je element odre�en, jedinstven prirodan broj.
A2. Za svaka dva prirodna broja a i b postoji prirodan broj c, takav da je a < b·c

(Arhimedovo svojstvo).
Jasno je da ovakva dva svojstva va�e i u N0, pri qemu u drugom od ǌih mo�e

biti a ∈ N0, ali mora biti b ∈ N, a zakǉuqujemo da postoji c ∈ N0 sa navedenim
svojstvom.

0 1

b 2b 3b 4b

a

Mogu�e sumǌe ili nepovereǌe mo�emo otkloniti, ili preduprediti, po-
mo�u nekoliko primera. Pri tome, kao i u svim prilikama kada primerima
podr�avamo neko svojstvo ili pravilo za koje smo uvereni, ili smo se kroz isku-
stvo uverili, da je uqenicima blisko, broj takvih primera treba da bude mali,
tek simboliqan. Veliki broj primera bi mogao da bude kontraproduktivan, da
provocira sumǌu i nepovereǌe, xto nam nije bio ciǉ. Ako se opredelimo za
ovakav pristup, nastoja�emo da Arhimedovo svojstvo obavezno ilustrujemo na
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brojevnoj polupravoj. To �e uqenici do�iveti i kao malu igru, naroqito ako se
izlagaǌe potkrepi reqenicama tipa ,,b · c �e presti�i a“ i sl.

Iako se pojmovi promenǉive, funkcije, zavisnosti, . . . , javǉaju kasnije u
nastavi matematike, odnosno tek u sedmom i osmom razredu, uqenici iz mla�ih
razreda dolaze u peti razred sa ve� izgra�enim ose�ajem za promenu zbira,
razlike, proizvoda i koliqnika u zavisnosti od promene ,,uqesnika“. Stoga i
na ovome mestu taj ose�aj treba podsticati, bar kroz podesne primere i zada-
tke. Imaju�i u vidu da se ovde, u suxtini, radi o vrednostima funkcija dveju
promenǉivih, predla�emo (pa i insistiramo na tome) da se obavezno jedan od
,,uqesnika“ fiksira. Deca �e, na tom uzrastu, retko biti u staǌu da, s razume-
vaǌem, prate promenu rezultata operacije u sluqajevima kada se oba ,,uqesnika“
meǌaju. Lako je, na primer, zakǉuqiti da �e se proizvod pove�ati ako se oba
qinioca pove�aju. Ali, xta ako se jedan od qinilaca pove�a a drugi smaǌi?

Promenǉiva. Izraz

Do petog razreda uqenici su ve� stekli odre�ena iskustva u korix�eǌu
slova za oznaqavaǌe nekih odre�enih matematiqkih (i ne samo matematiqkih)
objekata, ali i za oznaqavaǌe proizvoǉnog elementa nekog skupa. Oni ve� znaju
da u reqenici

,,x ∈ D, D = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}“
slovo x oznaqava bilo koji od elemenata skupa D, xto u ovom sluqaju znaqi
da x oznaqava bilo koji od brojeva prve desetice. Time je slovo x proglaxeno
promenǉivom qiji je domen, skup iz kojeg mo�e uzimati vrednosti, skup D. U
opxtem sluqaju �e biti neprimereno govoriti o vrednostima, pa �emo se kori-
stiti nekom drugom reqenicom, na primer: ,, . . . prolazi kroz skup . . . “. Na taj
naqin slovo u ulozi promenǉive oznaqava proizvoǉan element odre�enog sku-
pa. Stoga slovo, samo po sebi, nije promenǉiva (ono je samo ortografski znak);
slovo je promenǉiva ako je zadat skup qiji proizvoǉan element ono oznaqava.
Ako je taj skup jednoqlan, slovo oznaqava taj jedan element skupa, i govorimo o
konstanti.

Promenǉiva je brojevna ako je skup, qiji proizvoǉan element ona oznaqava,
neki skup brojeva. Brojevna konstanta je, u stvari, jedan odre�en broj. Uobiqa-
jeno je ǌih oznaqavati standardnim oznakama. Stoga �emo se koristiti oznakom
2 umesto x ∈ S, S = {2}.

Naxi �e brojevi biti iz N0 a brojevne promenǉive oznaqava�e proizvoǉne
elemente skupa N0 ili nekog ǌegovog podskupa. Pomo�u takvih brojeva, brojev-
nih promenǉivih i operacija u N0 formira�emo izraze. Uqenicima koji su tek
krenuli u peti razred, navodi�emo primerene brojevne izraze (na primer 3·7+4,
12 : 3−3) i brojevne izraze s promenǉivom (na primer, 5−2x, 7x+3, x ∈ N0), i
nala�eǌem vrednosti takvih izraza za pojedine vrednosti promenǉive ili, po-
mo�u tabele, za vixe vrednosti promenǉive, dozvoli�emo sebi da se podsetimo
opxteg pojma brojevnog izraza i nekih, uz ǌega povezanih pojmova.

Pretpostavimo da se nalazimo u ,,svetu brojeva“ S. To je na kraju prvog
razreda skup S = N100 = {1, 2, 3, . . . , 99, 100}, . . . , na kraju qetvrtog i poqetku
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petog razreda S = N0 = {0, 1, 2, 3, . . . }. Na kraju petog razredaa to �e biti skup
S = Q+

0 nenegativnih racionalnih brojeva, na kraju xestog razreda S = Q, da
bi na kraju sedmog razreda to bio skup S = R.

Svaka konstanta i svaka promenǉiva su izrazi. Ako su I i J izrazi, onda

su I +J , I−J , I ·J ,
I

J
izrazi. Ako je f(t) funkcija a I izraz, onda je f(I) izraz.

Na taj naqin nalazimo da su za x, y ∈ N0 (u stvari za x, y ∈ S, gde je S bilo
koji od skupova brojeva),

2 + 3 · 4, 1 + 2 · x, 12 − 3x,
12

1 + x
,

x2 − 3x + 1,
2 + y

x − y
,

x

(x − 2)(x − 3)

izrazi. Dok prvi od ǌih ne sadr�i promenǉivu (promenǉive) i predstavǉa broj
14, zapisan na drugi naqin, ostali izrazi sadr�e promenǉivu (promenǉive).
Izborom vrednosti (iz N0) za x, odnosno za x i y, dobi�emo brojevne izraze.
Oni �e, po pravilu, predstavǉati neke brojeve, ka�emo i vrednosti izraza za
izabrane vrednosti promenǉivih. Neka je, na primer, a(x) oznaka za izraz 1+2·x,
xto zapisujemo kao

a(x) := 1 + 2 · x.

Onda je a(3) = 1+2·3 = 7. Ka�emo da izraz a(x) uzima vrednost 7 ako promenǉiva
x uzme vrednost 3. Budu�i da je broj 7 element (odre�eni objekat) svakog od
navedenih ,,svetova brojeva“, izraz 1 + 2 · x je definisan za x = 3, xto mo�emo
iskazati i reqenicom ,,broj 3 pripada domenu definisanosti Da izraza a(x)“.
Me�utim, nije uvek tako.

U ,,svetu brojeva“ S domen definisanosti Db brojevnog izraza b(x), s pro-
menǉivom x ∈ X ⊂ S je skup svih onih elemenata skupa X za koje b(x) predstavǉa
odre�eni element iz S (vrednost ozraza b(x) je broj iz S). Dakle,

Db = {x ∈ S | b(x) ∈ S }
odakle ,,vidimo“ da je Db ⊂ X (to je skup elemenata iz X koji imaju neko svoj-
stvo).

Na poqetku petog razreda bilo je S = N0. Neka je i X = N0 (xto do�iv-
ǉavamo prirodnim, jer ne su�avamo skup iz kojeg promenǉiva uzima vrednosti).

Posmatrajmo izraz c(x) := 12 − 3x, x ∈ N0. Za svako x ∈ N0 �e c(x) biti
brojevni izraz. Za x = 2 to je 12 − 3 · 2, za x = 7 to je 12 − 3 · 7. Potra�imo
domen definisanosti izraza c(x). Imamo

Dc = {x ∈ N0 | c(x) ∈ N0 } = {x ∈ N0 | 12 − 3x ∈ N0 }.
Uoqavamo da je c(0) = 12 ∈ N0, c(1) = 9 ∈ N0, c(2) = 6 ∈ N0, c(3) = 3 ∈ N0,
c(4) = 0 ∈ N0 i da za sve x ∈ {5, 6, 7, . . . } va�i c(x) /∈ N0. Stoga je

Dc = {0, 1, 2, 3, 4}.
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Verujemo da je slede�i primer isto toliko zanimǉiv. Posmatramo izraz

d(x) :=
12

1 + x
, x ∈ N0. Naglasimo ponovo da smo na poqetku petog razreda i da

je S = N0. Za svako x ∈ N0 je d(x) brojevni izraz. Za x = 1 to je
12

1 + 1
, za

x = 10 to je
12

1 + 10
. Tra�imo domen definisanosti izraza d(x). Nalazimo

Dd = {x ∈ N0 | d(x) ∈ N0 } =
{

x ∈ N0

∣∣∣∣ 12
1 + x

∈ N0

}
,

pa imamo da je d(0) = 12 ∈ N0, d(1) = 6 ∈ N0, d(2) = 4 ∈ N0, d(3) = 3 ∈ N0,

d(4) =
12
5

/∈ N0, d(5) = 2 ∈ N0, d(6) =
12
7

/∈ N0, d(7) =
12
8

/∈ N0, d(8) =
12
9

/∈ N0, d(9) =
12
10

/∈ N0, d(10) =
12
11

/∈ N0, d(11) = 1 ∈ N0 i da za sve

x ∈ {12, 13, . . . } va�i d(x) /∈ N0. Stoga je

Dd = {0, 1, 2, 3, 5, 11}.

Ovaj bismo zadatak, verovatno, rexavali nexto drugaqije kada upoznamo
relaciju deǉivosti i nauqimo kako se nalaze svi delioci broja 12. Me�utim, na
kraju petog razreda imali bismo promeǌenu situaciju. Tada bi bilo S = Q+

0 ,
pa mo�e biti i X = Q+

0 . Svojstva strukture (Q+
0 ,+, ·, <) bi nam tada dala da

je Dd = Q+
0 . Prethodni primer (sa c(x)), me�utim, mora saqekati xesti razred.

Koriste�i se tablicom vrednosti brojevnog izraza s promenǉivom stiqemo
predstavu o ponaxaǌu vrednosti takvog izraza, o promeni ǌegovih vrednosti,
rasteǌu i opadaǌu i na taj naqin qinimo prve korake prema pojmu funkcije.
Pri tome se, ako nam se uqini da odeǉeǌe to mo�e, ne treba se ustruqavati da
se uqenicima ponudi i neki primer u kojem �e domen definisanosti biti pravi
podskup skupa N0 (ili N). To bi moglo izgledati i ovako:

x 0 1 2 3 4 5 6 . . .

2x − 7 − − − − 1 3 5 . . .

Pravila nala�eǌa qlanova niza

Uqenici �e, mo�da, imati texko�a sa odre�ivaǌem nekog od pravila na-
la�eǌa qlana niza na n-tome mestu ako je zadato prvih nekoliko qlanova. To
je razumǉivo jer podrazumeva, pre�utno, da se pravilo koje se mo�e naslutiti
na osnovu zadatih qlanova poxtuje i daǉe. A ako to nije sluqaj? Mi zahteva-
mo samo da se na�e jedno od takvih pravila. To je jedino ispravno, iako unosi
izvesnu neodre�enost i mo�e delovati zbuǌuju�e.

Podsetimo se da, za zadatih prvih nekoliko qlanova niza, postoji beskonaqno
mnogo pravila nala�eǌa qlana niza na n-tome mestu, koja �e davati upravo te
qlanove na naznaqenim mestima. Za odre�ivaǌe takvih pravila mo�emo se, pored
ostalih, poslu�iti i metodom koji je osloǌen na Lagran�ov metod konstruisaǌa
interpolacionih polinoma. Mi �emo ga ilustrovati jednim primerom.
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Primer. Odrediti jedno od pravila nala�eǌa qlana na n-tome mestu niza
2, 5, 8, . . .

Pre�utno podrazumevaju�i da se odatle mo�e naslutiti tra�eno pravilo,
uoqavamo da je jedno od takvih pravila 3n − 1.

Pomenuti metod bi nam dao jox beskonaqno mnogo takvih pravila. Pixemo:

an =
(n − 2)(n − 3)
(1 − 2)(1 − 3)

· 2 +
(n − 1)(n − 3)
(3 − 1)(2 − 3)

· 5

+
(n − 1)(n − 2)
(3 − 1)(3 − 2)

· 8 + (n − 1)(n − 2)(n − 3)P (n),

gde je P (n) bilo koji polinom po n. Oqigledno je:

a1 = 2, a2 = 5, a3 = 8.

A daǉe? Uzmimo P (n) ≡ 1. Dobi�emo:

a1 = 2, a2 = 5, a3 = 8, a4 = 17, a5 = 38, . . .

Naravno, izborom umesto P (n) bilo koje realne funkcije qiji je domen N
dobijamo isto tako pravilo koje �e za prva tri qlana niza dati 2, 5, 8.

Ciǉ nam je da qitaoce ovih redova obave�emo da u zadacima ovog tipa uvek
tra�e jedno od pravila. Svesni da ih ima beskonaqno mnogo.

2. Deǉivost brojeva

Prilikom obrade ovih tradicionalnih sadr�aja u nastavi matematike, u
petom ili xestom razredu, pokuxali smo da ostvarimo, na odgovaraju�i naqin,
poqetni susret uqenika sa strogim pristupom jednostavnim istinama, koje su kroz
prethodne aktivnosti naslutili. Aparat kojim se ovde koristimo relativno je
jednostavan i on, svojom slo�enox�u i nivoom zahteva, ne�e suvixe opteretiti
obradu sadr�aja ni izazvati otpor kod ve�ine uqenika, qesto formulisan reqe-
nicom tipa: ,,Xta tu ima da se dokazuje, kad je sve jasno?“. Veoma je va�no da se
predlo�ene uvodne aktivnosti uz svaku lekciju temeǉno obrade i savladaju, kako
bi one podstakle uqenike da naslute opxta tvr�eǌa i osete potrebu za ǌihovim
potvr�ivaǌem nekom vrstom argumentacije. Iako smo se trudili da damo pot-
pune dokaze, u praksi se mo�emo zadovoǉiti i tzv. lokalnim dedukcijama. Pri
tome �e neki od koraka u dokazu biti izostavǉen ili zameǌen pozivaǌem na neki
primer, ranije iskustvo ili svoje vi�eǌe – intuiciju.

Povremeno smo sebi dozvolili, svesno i namerno, da se kod nekih tvr�eǌa
ekvivalencijskog tipa ne zadovoǉimo samo dokazom dovoǉnosti nekog uslova, ne-
go smo dokazali i ǌegovu neophodnost. Uqenici ovog uzrasta, po pravilu, ne
ose�aju potrebu za tim. Oni su naviknuti, xto je ispravno i dobro, da na osno-
vu ura�enih primera, rade po analogiji, koriste�i steqeno iskustvo. To su
reqenice tipa ,,ako p, onda q“, u kojima se podrazumeva da iz istinitosti iskaza
p sledi istinitost iskaza q. A da li iz istinitosti iskaza q sledi istinitost
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iskaza p? Ova i sliqna pitaǌa ostaju, po pravilu, van ǌihovog vidokruga. Ali,
zato smo mi tu, da ih ,,uznemirimo“.

Osnovna svojstva

U predlo�enom pristupu najva�niji su poqetni koraci. Oni �e poslu�iti
kao podsticaj i opomena da u ovim, uqenicima bliskim i, ǌima se tako qini,
jednostavnim qiǌenicama i postupcima, naslute dosta novog i nepoznatog, ali
ǌihovim mogu�nostima dostupnog sadr�aja.

Nala�eǌe razliqitih delilaca prirodnog broja je nesumǌivo zanimǉiv za-
datak za uqenika petog razreda. Ali, poseban je izazov nala�eǌe svih ǌegovih
delilaca. Jasno je da bi, u sluqajevima kada je taj broj relativno mali, kakav
je i broj 48 u naxem primeru, uqenik mogao da proveri redom, za sve prirodne
brojeve maǌe ili jednake 48, da li su oni delioci broja 48. Ako se takav pokuxaj
pojavi u praksi, mi �emo ga pohvaliti (uqenik se dosetio i ǌegov put vodi do
rexeǌa zadatka), ali ga i blago obeshrabriti tek nexto promeǌenim zadatkom
da na�e sve delioce broja 105. Texko da �e se u ovom primeru bilo koji uqe-
nik odva�iti na mukotrpan put ,,prebiraǌa“ delilaca i verujemo da �e svi sa
zadovoǉstvom prihvatiti nax predlog da malo saqekamo i nauqimo kako se uz
pomo� matematiqkih znaǌa taj zadatak lako i jednostavno rexava. Naravno, mi
smo svesno izabrali broj 105 zbog 105 = 3 · 5 · 7, xto nam pokazuje da on ima
taqno 2 · 2 · 2 = 8 razliqitih delilaca, i bi�e, kad mu vreme do�e, zaista lako
i jednostavno na�i svih 8 ǌegovih delilaca.

Mnoge od teorema u teoriji brojeva su suxtinski implikacijskog tipa u
smislu da u ǌima sadr�ana implikacija nije tek ,,polovina“ ekvivalencije. U
takvim sluqajevima se moramo potruditi da razuverimo uqenike u ǌihovom, od
nas oqekivanom, nastojaǌu, osloǌenom na ranije steqeno iskustvo, da na osnovu
dokazane (na bilo koji naqin) implikacije zakǉuqe da se mogu koristiti i ǌenim
obratom.

Pokuxali smo ovo da ostvarimo putem primera 023 i 034. Primer 02 nam
ukazuje direktno na put dokaza opxteg tvr�eǌa: Ako su prirodni brojevi a i b,
a � b, deǉivi prirodnim brojem k, tada su ǌihovi zbir a + b i razlika a − b
deǉivi brojem k.

Ovo je tvr�eǌe suxtinski implikacijskog tipa. ǋegov obrat ne va�i, xto
je primerom 03 dokazano. Budu�i da se u nastavi matematike qesto nalazimo u
situaciji da neko tvr�eǌe opovrgavamo konstruisaǌem kontraprimera, zadr�imo
se za kratko na formulisanoj teoremi, u stvari na ǌenom delu sa a + b. Uslov
a � b uveden je zbog razlike, pa ga ovde mo�emo ,,zaboraviti“. Zaista, ako nije
a � b, onda je a < b, xto u zbiru ne meǌa situaciju. Dakle, imamo teoremu:

Ako su prirodni brojevi a i b deǉivi prirodnim brojem k, tada je i
ǌihov zbir a + b deǉiv brojem k.

3 Primer 02. Broj 42 je deǉiv brojem 7. Broj 14 je tako�e deǉiv brojem 7. ǋihov zbir je
deǉiv sa 7. ǋihova razlika je deǉiva sa 7.

4 Primer 03. Broj 14 mo�emo predstaviti u obliku zbira brojeva 9 i 5. Ni broj 9 ni broj
5 nisu deǉivi sa 7, a ǌihov zbir jeste.
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U ǌoj se javǉaju tri promenǉive a, b, k ∈ N. Budu�i da o ǌima nixta
dodatno nismo rekli, podrazumeva se (to ne moramo niqim naglasiti) da su one
univerzalno kvantifikovane. Stoga bi upotpuǌena formulacija teoreme glasi-
la:

Za svaka tri prirodna broja a, b, k va�i: ako su a i b deǉivi sa k, tada
je i ǌihov zbir a + b deǉiv sa k.

ǋen obrat (koji nameravamo da opovrgnemo) bi glasio:
Za svaka tri prirodna broja a, b, k va�i: ako je zbir a + b deǉiv sa k,

tada su a i b deǉivi sa k.
Dokaza�emo da va�i negacija ovog tvr�eǌa. U tom ciǉu podsetimo se nekih

elemenata matematiqke logike, koji �e nam u daǉem biti potrebni.
Negacija nekog tvr�eǌa sa univerzalno kvantifikovanom promenǉivom (pro-

menǉivim) ekvivalentna je negaciji tog tvr�eǌa s egzistencijalno kvantifiko-
vanom promenǉivom (promenǉivim). Dakle,

1◦ ¬(∀x ∈ X) t(x) ⇐⇒ (∃x ∈ X)(¬t(x)).
Znamo i da je

2◦ ¬(p =⇒ q) ⇐⇒ p ∧ ¬q,
3◦ ¬(p ∧ q) ⇐⇒ ¬p ∨ ¬q.

Negacija navedenog obrata glasi:
Postoje prirodni brojevi a, b, k takvi da je a + b deǉiv sa k i pri tome

a nije deǉiv sa k ili b nije deǉiv sa k.
Da bismo ovo tvr�eǌe dokazali dovoǉno je navesti jednu takvu trojku bro-

jeva a, b, k, a upravo to je uqiǌeno u primeru 03; ka�emo i da je u tom primeru
naveden jedan kontraprimer, xto dokazuje da obrat teoreme ne va�i. Ovo su
komentari za naxu upotrebu a uqenici su, po pravilu, zadovoǉni u u�beniku na-
vedenim dokazom i moglo bi biti suvixno komentarima dovoditi u sumǌu nexto
u xta ne sumǌaju.

Deǉeǌe s ostatkom

Ovo nije prvi susret uqenika s postupkom deǉeǌa s ostatkom prirodnog
broja prirodnim brojem. Bavili su se oni time u drugom i tre�em razredu. Taj
tradicionalni sadr�aj se, zahvaǉuju�i izvesnoj inertnosti obrazovnog sistema,
obra�uje neujednaqeno i uz korix�eǌe razliqitih, qesto i pogrexnih, za mate-
matiku neprihvatǉivih oznaka i postupaka. Stoga predla�emo da se, u ciǉu
prevazila�eǌa takvih texko�a, posveti puna pa�ǌa uvodnim primerima, kao i
da se vixe primera ilustruje na brojevnoj polupravoj.

Deǉeǌe s ostatkom je postupak pri kojem se broju a ∈ N0 i broju b ∈ N
pridru�uju koliqnik pri deǉeǌu s ostatkom broja a brojem b, oznaqimo ga sa q,
i ostatak pri tom deǉeǌu, oznaqimo ga sa r. Da bismo mogli govoriti o ko-
liqniku i ostatku pri takvom deǉeǌu, to moraju biti odre�eni brojevi. Da-
kle, moramo dokazati ǌihovo postojaǌe i ǌihovu jedinstvenost. Iako smo se u
U�beniku oslonili na oqiglednost i svojstvo da svaki odozgo ograniqen podskup
skupa prirodnih brojeva ima najve�i element, potrudi�emo se sada da, pre svega
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za sebe, strogo doka�emo odgovaraju�e tvr�eǌe pozivaju�i se na svojstva A1 i
A2 iz prvog poglavǉa ovog teksta.

Teorema. Za svako a ∈ N0 i svako b ∈ N postoje jedinstveni q ∈ N0 i
r ∈ {1, 2, . . . , b − 1}, takvi da je a = bq + r.

Dokaz. Posmatrajmo brojeve b, 2b, 3b, . . . Prema Arhimedovom svojstvu
(A2) postoji c ∈ N, takvo da je a < b · c. Skup svih onih c ∈ N za koje je ta
nejednakost taqna je neprazan podskup skupa N. Na osnovu svojstva o najmaǌem
elementu (A1), taj skup sadr�i svoj najmaǌi element. Neka je to c0 ∈ N. Budu�i
da je c0 najmaǌi prirodan broj za koji je a < b · c, bi�e a < b · c0 i a � b · (c0 −1).
Dakle,

b · (c0 − 1) � a < b · c0.

Oznaqimo c0 − 1 = q. Onda je q ∈ N0 i va�i bq � a < b(q + 1), odnosno

0 � a − bq < b.

To znaqi da za broj a − bq ∈ N0 va�i

a − bq ∈ {0, 1, 2, . . . , b − 1}.
Oznqimo li a − bq = r, konaqno nalazimo da je:

a = bq + r, q ∈ N0, r ∈ N0, r ∈ {0, 1, . . . , b − 1}.
Time smo dokazli da takvi brojevi q i r postoje.

Doka�imo da su oni jedinstveni. Pretpostavimo da postoje q1, r1 i q2, r2,
takvi da je

a = bq1 + r1 i a = bq2 + r2,

pri qemu q1, q2 ∈ N0 i r1, r2 ∈ {0, 1, . . . , b − 1}. Ne naruxavaju�i opxtost ra-
su�ivaǌa pretpostavimo da je r1 � r2. Tada je

bq1 + r1 = bq2 + r2,

odnosno
r2 − r1 = b(q1 − q2).

Zbog r2 − r1 � 0 i b > 0, mora biti q1 � q2. Razlika brojeva r2 i r1 je prirodan
broj ili nula, maǌi je od b (od broja r2 ∈ N0 koji je maǌi od b oduzimamo
nenegativan broj r1) i deǉiv je sa b. To je mogu�e samo ako je ta razlika jednaka
nuli.

Dakle,
r1 = r2 i b(q1 − q2) = 0.

Odatle, zbog b > 0 (b je prirodan broj),

r1 = r2 i q1 = q2.

Teorema je dokazana.
Kao xto smo rekli, broj q nazivamo koliqnikom a broj r ostatkom pri deǉeǌu

broja a brojem b. Jednakost

a = bq + r, r ∈ {0, 1, . . . , b − 1}
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izra�ava to deǉeǌe. U sluqaju r = 0 ka�emo da ostatka nema, deǉeǌe je bez
ostatka, a je deǉiv sa b.

Posledica. Pri deǉeǌu (s ostatkom) broja a ∈ N0 brojem b ∈ N osta-
tak je taqno jedan od brojeva 0, 1, 2, . . . , b − 1.

Mi znamo da tvr�eǌa prethodne teoreme i ove posledice, uz male modifi-
kacije, va�e i prilikom deǉeǌa s ostatkom u skupu Z celih brojeva. Va�i

Teorema∗. Za svako a ∈ Z i svako b ∈ Z \ {0} postoje jedinstveni q ∈ Z
i r ∈ {1, 2, . . . , |b| − 1}, takvi da je a = bq + r.

Posledica∗. Pri deǉeǌu (s ostatkom) broja a ∈ Z brojem b ∈ Z \ {0}
ostatak je taqno jedan od brojeva 0, 1, 2, . . . , |b| − 1.

Kriterijumi deǉivosti

U uvodnom tekstu za ovo poglavǉe smo najavili pokuxaj strogog izlagaǌa
nekih sadr�aja, pre svega tvr�eǌa ekvivalencijskog tipa. Na ovome mestu smo
u prilici da uqinimo va�an korak, da pomognemo uqenicima da naprave korak
u pravcu svesnih nastojaǌa da se istine zasnivaju, znaǌe poqne organizovati u
sre�enu zgradu.

Svi ovde obra�eni kriterijumi deǉivosti (dekadnim jedinicama i broje-
vima 2, 5, 4) su teoreme ekvivalencijskog tipa. Deǉivost sa 2, 5, i 10 uqeni-
ci su, kroz razne zadatke ve� imali i iz te problematike su stekli iskustva.
Tradicionalni pristup podrazumeva da se prilikom prvog susreta upoznaju one
,,polovine“ tvr�eǌa koje daju dovoǉne uslove deǉivosti. Mi smi se opredelili
da, oslaǌaju�i se na dokazana osnovna svojstva relacije ,,biti deǉiv“, svaki
od tih kriterijuma formulixemo i doka�emo u potpunosti, iskazuju�i odvojeno
ǌihovu dovoǉnost i ǌihovu neophodnost (doduxe u formi ǌene, ǌoj ekvivalent-
ne, kontrapozicije). Nadamo se da �e nas kolege, realizatori nastave razumeti
i prihvatiti. Pri tome treba svakako izbegavati korix�eǌe, u matematiqkoj
logici odoma�enih, reqenica tipa: ,, . . . ako i samo ako . . . “ ili ,, . . . neophodno
je i dovoǉno . . . “. Qini nam se da je i ovo naglaxavaǌe potrebe da se i dru-
ga implikacija doka�e velik i ozbiǉan korak i ne treba ga daǉe optere�ivati
novim terminima.

Oslaǌaǌe na ve� upoznata osnovna svojstva skupa N omogu�ava nam da kri-
terijume deǉivosti sa 3 i 9 doka�emo na isti naqin na koji smo to uradili, u
prethodnoj jedinici, za deǉivost dekadnim jedinicama i brojevima 2, 5, 4. Na taj
naqin, po pravilu ve� dobrim delom upoznate qiǌenice o deǉivosti sa 10, 2, 5
(kroz primere u nastavi matematike u mla�im razredima) postaju dobra pripre-
ma za kriterijume deǉivosti sa 3 i 9, xto je uvek bio ozbiǉan izazov. Za razliku
od prethodnih, ove kriterijume uqenici �e do�iveti kao nexto zaista novo, oni
su svesni da tu ima xta da se dokazuje i texko bismo ih sa nekoliko primera
uverili da zbir cifara prirodnog broja i ǌegova deǉivost sa 3 (ili 9) mo�e
biti indikator deǉivosti samog broja sa 3 (ili 9), u smislu da takvu deǉivost
utvrdi ili opovrgne. Za to �e nam oni sigurno tra�iti dokaz.


