HACTABA MATEMATHWEKE Y OCHOBHOJ IITKOJIN

Ip Baamavup Muhuh

AJITEBAPCKU CAIP;KAJU Y TIETOM
PA3PEIlY OCHOBHE HIKOJIE (I)

Unanak je KOMIIOHOBaH Ol (bpaFMeHa.Ta Hamler Npupy4vYHuKa 3a HaCTaBHI/IKel. OI[-
HOCU ce Ha 00pay canpskaja u3 nsejy HacraBHux teMa: Ckynosu u lemusocT Gpojesa.

YBon

Yuenuru metor paspena cy y3pacra oxn 11 mo 12 romuua. IIpema mo3uaToj, u cpe-
IMHOM [BAJEeCETOr Beka mupoko mpuxsahenoj, IIujaxeBosoj? mepHoIuM3amujn pPasBoja
MATeMATUUYKOT MUINLEHa, OHU O Ce HAJa3Wiu Ha Ipesa3y U3 IepPUoa KOHKPETHUX
omepanuja (7-11 roguna) y mepuon dpopmamuux omepamuja (ox 12 romuma). Bypan
Pa3B0Oj YOBEUAHCTBA TOKOM JADYTe MOJOBUHE ABANECETOr BEKa, IIPe CBera y obuacru
TexHoJIOrUja (TeleBu3nja, pauyHapCKe TeXHUKE, HOBU BUAOBY KOMyHUKANUja, ... ) 10-
IpuHeO je yOP3aHOM Ca3peBamy Melle U, HECYMIBUBO, IOMEPUO TPAHUNE TUX IePUOIA
npema MuabuM y3pactuma. 3aTO ce MOKE OCHOBAHO TBPAUTHU I je MOMEHYTHU Ipejas3
,cnymrer“ Mely yuyeHuKe 4eTBpTOr paspefa, U Ja Cy YYEHWUI [eTOr pa3pema CIOoCO-
6uu ma Bpime Gpopmatne onepamuje. ena cy Beli oBiazana KOHKpETHUM OollepanujaMa
7y CTamby Cy [a U3BOJE HEKe 3aK/bYUKEe HA OCHOBY MPETIOCTaBKU. llpm Tome ce mocre-
meno ocaobabajy panujux HaBWKa ma ce, 00aBE3HO, OCIAKA]Y UCKLYUMBO HA OMAKALA
U CTEUEHO WCKYCTBO, MAKO je Y MOUeTHUM KOpPAalMa, ajld U HaTajhe, HOKELHO Ja ce U
TaKBUM AKTUBHOCTMMA MOTKPENU CBaKO HOBO TBpheme. Bpojuu mpumepu kao momcru-
1aj 3a HacayliMBame HEKe UCTUHE U KA0 WIYCTPAIU]ja 38 HeHe ,, JoOMeTe “, HeM30CTABHU
cy meo moOpo OCTBAPEHOT IOCTYIKA YUEHha ¥ TOM Y3DACTy.

[Mumyhn ypbenuk HacTojagu cMO ma y mera yrpaauMo, Y MEPH YV KOjoj HAM je TO
oMoryhaBao pacmosiokuBKM TPOCTOP, Hame Bubeme MOryhe peanm3aiuje TUX 3aXTeBa
y HACTABHOM TIpOIeCy. ¥ OBOM MPUPYYHUKY NeMO yKa3aTu Ha MOCeOHOCTU TOjearHUX
HACTABHUX TeMa U IOHYAUTHU HEKA pellemha 3a BUXOBO ocTBapuBame. Hacrojamu cmo
a OMHOCHE CaAP:Kaje YIOTIYHMMO HEKUM TEODHUjCKAM U MPAKTUYHUM AKTUBHOCTUMA
KOje Ou, mopen MOJATHOI OCBET/haBama MpPODJEMa U HEroBOr CMEITA’ma y HEKH -
pu aMbujeHT, MOCIYKIIe U TOME [a YMTAOIA HOJCTAKHYy HA CaMOCTAJHO Tparame 3a

1 Brammump Muhwh, Bepa Jomkosuh, IIpupyunux y3 yubenux Mamemamuse 36 nemu pasped
ocHOBHE wWKoAe, 3aBOM 3a YIIOEHUKe U HACTaBHA cpeacTBa, Beorpan 2004, 84 crp.

2Jean Piaget, 1896-1980, mBajnapcku ncuxosor, jefan on Haj3Eauajumjux ncuxomora XX Beka.
CpojuM paoBuMa je MOACTAKAO ¥ IICUXOJOre U MaTeMaTHdape Ja Ce 3aMHTEPECY]y 3a ICHXOJOTUY YUeHmha
MATEMATUKE.
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6o/mUM peremnuMa U OCBeKe My HEKa, MO 3a00paBJ/beHa WM 3aII0CTABJLEHA, 3HADA,
y Be3u ca caapkajuma koju ce obpabyjy.

Kao mro 3mamo, mporpamom je mpemsubeno ma ce y okBupy mnpemvera Mare-
MaTHKa y METOM pa3peny obpane caipskaju u3 cuaeneliux mecT HACTABHUX MEJIUHA
(rema): 1. Crynosu; 2. Ckynosu tauaka; 3. ¥Yrao; 4. emusoct 6pojesa; 5. Pazimom-
m; 6. Ocua cumerpuja. ok mpyra, tpehia u mecra Tema 00yxBarajy reoMeTpujcke
caap:Kaje, y MpBOj, Y€TBPTO] U METO] TEMU Pa3MaTPAHU CYy HOUETHU IIOjMOBU TEODU-
je ckymosa, crkynmosu N (Nj), Qf, penamuje u onepamuje y muma. Obe mocienme
HA3UBAMO aJIre0apCKUM CAAP:KAjUMA.

Hacrojamu cmo na xpo3 obpany anrebapckux caip:kaja y MOTIYHOCTH CJIEIUMO
IyT O MOACTUNAja (CIOBIET U YHYTPAIIELET) 38 YBODEHE HEKOT M0jMa, IPEKO HEeroBe
obpazme m0 MOryNHOCTH TpPUMEHE Yy MATEMATUIM WIN y IPAKTUYHOM sKBUBOTY. Ilpu
TOME CMO HORymanu (oa Jau U ycuenu?) a y MOTIYHOCTH YBAXKAMO IOMEHYTE Kapak-
TEePUCTUKe YUYEHNKA IEeTOr pa3pelia M CTelleH BUXOBOI MEHTAJIHOT Pa3Boja.

[Tporpamom npenBubenn adarebapcku caipikaju Cy, y3 Mame WU3Yy3eTKe, TPau-
[MOHAJIHO IPUCYCTHU Yy OCHOBHOIIKOJCKO] HACTABM MaTeMaTUKe. Y OKBUDPY BHBUX Ce
pauyna, Mepu, ynopebyje n ydyeHUnu ux, mo IPABWIY, DOKUBJHABA]Y KAO HEOIXOTHO
¥ KOPHCHO IOMONHO CPEeACTBO 32 CBAKOIHEBHU JKUBOT, &y W, Y3 HAImy IOMON, Kao
OCHOBY 3a [NaJbe yCIEeMHO OaBLEeme MATEMATUKOM U IPYTUM IIKOJICKAM CaIP:KAjIMa.
Tu um ce caap:xkaju yuHe JakKIMM O reoMerpujckux. Mako 3HaMoO ma je mojam Opo-
ja aIcTpakTaH, YUEHWIW ra He NOXKUBJbaBajy Tako. Hawme, oHm cy ra xpo3 doraro
OMaKAJHO MCKYCTBO Bell ,,VCKIAAMINTUAX ¥ CBOj MEHTAJHU CBET, a KPO3 MPETXOIHA
veTupu pa3pena CTekau u oxpehene BemTuHe 1 HABUKE 32 OaBLheme muMa. YV mpormmu-
puBame ,cBeta OpojeBa‘, mMTO je y 3HAUAJHO] MEPH 3aCTYMILEHO, OHU TOKUBILABA]Y KAO
OPUPOJAH CJIe]l AKTUBHOCTHU U IpuxBaTajy ra 6e3 remkoha. Crora cMmo ce ompenenuniu
& YIPaBO OBXE, TA€ Cy UM O0jeKTU C KOjuMa pane OIUCKU, YIYMHUMO HEKOJIUKO IOKY-
maja JOKa3WBama CBOjCTaBa TUX, muUMa Oiuckux objexara. Hacrasuuk he ocetutn ma
JIU HEKa OJ TIOHY heHuX apryMeHTaImja ,,mposa3u’ y KOHKPEeTHOM onesbemny. Hacrojann
CMO Ja IPUMEPU KOju MPETX0ie HEKOM MOKa3y, CBOJUM Caap:kKajeM M HAUMHOM oOpaze,
MOTY HOCIY:KUTH KaO IOBOJbHA TOTHOpa obpahuBaHOM CBOjCTBY, y Cilydajy ma HEMa
JIOKa3.

3HaYAjHO je TpUIMKOM obOpaje anrebapCKuX caapskaja HArIamaBaTy Ia, [0 Ipa-
BUJTY, MOPAMO 3HATHU ,,IITA PATUMO, KAKO PAAUMO U 3amTo Tako pamumo ‘. Hajuemhe
YYEHUIM 3HAjy KAaKO Ce padyyHa, ajll MHOTM OX HBUX He 3HAjy ITa padyyHajy, OOK TEK
IOHEK! OJ] BBUX 3HA U 3allTO TaKO pauyHa. 1y je ynora HaCTaBHMKA BeOMa 3HAUAjHA.

1. CkynoBu

Y CBaKOTHEBHOM KMBOTY YeCTe Cy CUTYaIlWje Y KOjuMa Ce, HA OCHOBY HEKUX 3aje-
[HAYKAX CBOjCTABA WJIK HEKUX NOTOBODA, U3ABaja rpyna objexara (y MMUPOKOM CMUCIY
Te peyr, KOHKPETHUX WM ALCTPAKTHUX). Paiy KOMyHUIMpama YeCTO HACTOJUMO WU
cmo mpunybenn ma ompebenoj rpymu objekata mamo mme. Tako roBopuMo O CTaxy
oBama, CTamy Ko3a, jary pmba, jary OTUNA, KUy OA0O0jKAIla, €KUM BATEPIONUCTA,
OLIeJbEBHY YUYEHUKA, ONEJ/hEEHY BOJHUKA, ... , ajll U O KyTUjU MKOJCKUX KPEAad, KyTUju
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mubura, CBeXBY KbydeBa, CBeXIbY HOBUAHWIA, HAPAMKY ApBa, Oykery msehia, romu-
IM KaMema, ... llopen OBaKBUMX I'DyIa KOHKPETHHX O0jerara MOKEMO HOCMATPATU
U TpyIle alncTpakTHUX 00jekaTa; y MaTeMaTUIU MOCMATpaMo, Ha IpuMep, OpojeBe mp-
Be [IECETHIe, TEMEHA NATOr KBaJApaTa, T€OMETPUjCKO MECTO Tadyaka y PABHU Koje Cy
jemHaKO yIaJheHe OX IBejy 3aJaTUX TadyaKa Te€ PaBHU, ...

Meby nmocmarapaum objekTuMa Haja3e ce Ouha, mpeaMeTH, Tauke, Opojesw, . . .
Crnonrano naMm ce nHamehie morpeba 3a HEKMX ONIITUjUM IIOjMOM, KOju OM ce MOrao
KOPUCTUTH 32 MMEHOBaH€ M3JBOjEHUMX T'pyma objekaTta, 0e3 o03upa HA TO KakKBa je
BUXO0Ba Tpupoga. Tako MOJIA3UMO [0 MOjMa CKYIa.

[Tojam ckyma je OCHOBHM mOjaM y MATEMATHIHN, & HUX, KA0 IITO 3HAMO, He Ae(uHI-
memo. Kpo3 mogecHe npuMepe, CIMYHE HABEIEHOM, A/ U IPUMeEpPE KOju [le yueHunmmMa
OuTu OJWKMA W jACHUjU, HACTOJUMO 14 KOX HUX M3TPAIUMO CBECT 0 moTpebu yBobhema
OIIIITEr, AICTPAKTHOT MOjMa.

Waxo oBo Huje npBu myT na ce cpelly ca mojMOM CKyIa, CMATPAIU CMO A& Cy BUXO-
Ba MPETXOJHO CTEUEHA 3HAWA HA HUBOY ONaKAmEM yCBOjeHuX 3Hama. OBe caapkaje
OHU Cy OPBY IyT IPUMAJM Kaja Cy OUIU y T3B. NEPUOAY KOHKDETHUX omepaiuja (y
y3pacrty on 7 no 10 roqmua) u Hucy Ouiam NOpaciy 3a AKTUBHO YCBAjaHme alCTPAKTHAX
OjMOBA U CAAp:KAja.

MoaceTumo ce ma je ckym S 3a1aT aKO 3a MPOU3BOLAH 00jEKAT (CJIEMEHT) T BAKU:
umn z € S win x ¢ S. To 3Haum ga ce MOKe OArOBOPUTH, HOTBPAHO UK OAPEYHO, HA
nurame 1a au objekar x npunana S. Moskemo au u ymemo au oarosoputu? Hacrojumo
Jla TPUMEPU y Mpakcu Oy Iy Tako u3abpaHu Aa He IOBOJE yUEHUKe y Hemoymure. Amu,
MU 3HAMO JIa TO HUje yBek ciyuaj. lloaceTumo ce je[HOT KIACUYHOT MPUMEPA.

Bepbepun b je cranoBruk cena S. OH Opuje cBe OHE U CAMO OHE CTAHOBHUKE CEa
Koju ce Opujy, a He Opujy ce camu. [la su ce on Opuje cam uiam He? Ako ce Gpuje
cam, oHza oH He Gpuje cebe (jep Gpuje camo ome koju ce He Gpujy camu!). Axro ce He
Gpuje cam, ouna o Opuje cebe (jep Gpuje cBe oHe kKoju ce He 6pujy camul). Y oba
ciyuaja JI01a3uMO IO KOHTDAIUKI]E.

Axo y oBoM npumepy ca B o3maummo meo (3amro He CKyn?) CTAHOBHUKA cena S,
oHUX Koje Opuje b, BuamMmo ma B Huje 3amaT CKyI jep 3a eJeMeHT b He 3HaMO OAr0BOP
Ha mmTame na b € B wm b ¢ B.

Ogo je ,,ponkmopHa® BapujaHTa jeIHOT OX MAPATOKCA TEOPHUje CKYIOBa, Al Ce
MU OBIe TuMme HehieMo OaBuTH.

Y ompebenoj curyanuju CKymoBM KOjuMa ce 0ABUMO Cy TMOACKYIIOBM HEKOT CKY-
ma U. Y mpBoM 1 Apyrom paspeny CMO MOCMAaTpaJM MOACKYTNOBE CKyma OpojeBa mpBe
JECETUIe WM TMOACKYNOBe CKyma GpojeBa IpBe CTOTHHE. Y UYETBPTOM pPa3pemiy yue-
i cy ymnosuanu crpykrype N u N, ma ¢y mocMarpaHu CKymoBy OUIIM TOICKYIIOBU
cryna N (wmu Ng). Y tom xonrekcry ce N jaBma y QyHKIMju u3aBojeHOr (1 HA3HA-
YEHOT) yHusepzaanoz ckyna. Dynyhu ma je HacTaBa MaTeMaTHKE y IOYETKY IIE€TOD
paspena nocsehiena u cucremarckom nperseny crpykrypa N (u Ny), nanasuliemo ce y
TOM CBeTy OpojeBa M IPUPOIHO je Ma CBU HOCMATPAHM CKyIoBU OpojeBa Oyay 1 mabe
noackynosu yausespanuor ckyma Ng (mmum N). IMopen mux mocmarpahemo u Heke
Ipyre IpUMepe CKyIOBa, IOBE3aHUX Hajuemlle Ca CBAKOIHEBHUM KUBOTOM UM HAIIAM
DPeaHIM OKDY/KEmeM. Y TaKBUM CJIydajeBuMa Ha IPUPOLAH HAUMH Ce U3IBAja yHU-
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Bep3asau ckyn. Tako he, y mpumepuma Koju ce ofHOCE HA CI0Ba a30yKe, YHUBEP3aIHN
ckyn 6utw ynpaso ckyn U = A = {a,6,8,r, ... ,9,y,m} cBux cnoBa a3byke.

Ha taj maumn y mactaBHOj mpakcu u3rpalyjeMo HaBUKY ma, 0€3 eKCIIUIUTHOT
yEKa3uBama Ha 1o, ckymose A, B, C, ..., S, T, ... usmely Kojux ycmocrapmamMo OJi-
Hoce (C, D, =) uiu muMa OnepuimeMo (HAJIA3UMO IIPECEKe, YHUje, PA3JIUKe ), CMATPAMO
nonckynoBuma onpebenor yuusepsanuor ckyma U. Taj fie ce ckyn memarn 3aBUCHO
OJ IPUPOE eeMeHaTa Koje mocmarpamo. IloToM, Kamaa ,,0CBOjUMO CBET pa3joMara ‘,
ckyn U he Outy ckym QS‘.

[Tpunukom o6Gpajie 0BUX caap:kaja HUje HA OIMET HATJIACATH Ja JEJOBU eJIeMeHa-
Ta HEKOI' CKylla HUCY eJeMeHTU TOr ckyma. Ako mocmarpamo ckyn A ayromoGuia kKoju
Cy MapKUpPaHU UCIPEJ jellHe 3rpaje, OHAA JEeBU MPEeIHU TOUYAK jeHOr O TUX ayTO-
MOOUIIa Ay U HUjelaH OPYTU TOYak TUX ayToMoOumia, muje exement ckyma A. Touak
auje ayromobmia. Eiemente ckyma yBer mocMarpamo kKao mesoBuTe objekte. V3 Tumx
passora HU udpa 1 HUje eleMeHT cKyma

T ={11,111,1111},
7aKo je KopumlieHa 3a 3aMUCHBAKE HETOBUX €JIEeMEeHATA.

3anaBame

Kopucrehu ce mamum ynbeHumroM IpmiamkoM obpaze OBOI caipskaja youmhere
[a CMO HACTOjaJI Ja HAIJACAK OyJe Ha TOjMy ,M3ABajada‘ — CBOjcTBa (CBOjCTaBA)
eseMeHaTa HeKOr ckyna. [Ipu Trome cMo mokymasu qa, He yBogehu nojam yHUBEP3AIHOT
CKyIa, YKAKEMO IyTeM IprMepa [a je YBEK NPUCYTAH U HEKU OPYIU, UIMPU CKYI, 13
Kojer ce Bpum TO u3asajame. lla oBo He Ou ,3Bydasno dopmaiHo, BaxkHO je mcrahu
Ja Ce CBe OJIBUja Y HEKOM IPUPOIHOM OKDYKEHY, MPU UeMy IIPUPOTHAM CMATPaMO
7 OKpysKema Koja Cy KperpaHa TOKOM HACTaBe, IIPe CBera HacTaBe MaTeMaTHKe. 3a
CKYTI [BETOBA TO MOrYy na Oyay IBETOBU Ha JuBau wiau nseToBu y uehapum. 3a ckyn
mapHUX OpojeBa MpBe MECETHUIEe TO MOke ma Oyme CKym OpojeBa mpBe AeCeTHIe, aau U
ckyn OpojeBa mpBe CTOTWHE WM CKYI TPUPOIHUX OpojeBa.

[Ipenmaskemo na ce HAPOUNTA MAKHKA IOCBETU PEYCHUIAMA TUIA:

»9 je CKyn CBUX OHUX esieMeHaTa CKyma A 3a Koje BaKM CBOJCTBO S, OIHOCHO
BUXOBOM 3aIUCy y OOJIUKY

S ={z € A|x nma cBojctso $}.

BenoB mujarpam

Mu 3uamo na 3a A, B C U medunumemo

ANB={zecU|zc€Anxe B},
AUB={zecU|rzcAumzc B},
A\B={zeU|z€Aux¢ B},

IpU YeMy je T IPOU3BOJbAH eleMeHT yHuBep3adHor ckyna U. Wnak, unHmM HAM ce na
OV OBAKBU 3aIUCU ONTEPETUIN HACTABY, & BUMA Ne(QUHACAHN IPECEK, VHA]A U PA3IUKA
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CKyIOBa He OU ce yUnHUIN GIUCKAM U PA3yMJbUBUM yUeHUIMMA eTor paspena. Crora
CMO Ce OIpPeIeNININ 33 ONUCHE Ne(UHUNN]e ¥ KOjuMa KOPUCTUMO CUMOOJIUKY KOja je 3a
TEOPHjy CKYHOBa Marbhe CIenu(YUUHA.

Ilopexn Tora, mema Tor y3pacTa Cy HABUKHYTA [a Ce OCIamajy Ha CBOja UyJa.
3a BUX je CBAKO Ca3Hame Koje je MONATHO HOTKPEILEeHO HEKUM OmaskajeM 0osbe yTe-
Mmesmero. CTora cMO ce Ompemenuiu 3a HarjameHo kopumheme Benosux mmjarpama.
Huma ce ckynosu npedcmasmajy (Ty je BasKHO HAINACUTH a4 TO HUCY OHU CAMU
Bell mUXOBe mpeacTaBe, NPUKA3Y) HA CIMKOBUT HAUMH. THMe ce y IPOLEC Ca3HABAbA
YEDYUyje 4yso Buga, o (mpomec) GuBa NONATHO MOAPSKAH, & MU M3BOIUMO U IIPUXBa~
TaMO 3aKJ/bydKe 3aCHOBAHE HA IOCTYIKY ,,YuTama ca cauke . To je, HApaBHO, OCETIHUBO
MECTO U MOPAMO T'a HOAp:KaT! ca Bume mpuMepa. [Iporpamom Huje mpensubeno xa ce
cucreMarcku 06pabyjy 3akonu (IpaBuiIa) KOju Baske 3a CKYNOBHE OLEpalije, ajlu HAC
TO He CIpeyaBa Ja ypaauMo u Takse mpuMmepe (6e3 yBobema Hasusa).

DButHo je orpanmuuTHé ce Ha jeqHOCTABHE MPUMEPE CA jeTHUM, NBa, a CAMO U3Y-
3€THO TPU CKyIa ,y4eCHHKA " y CIOMKEHWjUM m3pasuma. Vmak, To cy IpBU Kopamu y
0CBajamy OBUX AICTPAKTHUX CALPEKAja.

ITpupomam 6pojeBm;

Ha nsa csojcrBa crpyrrype (Ng, 4+, -, <) ociamaMo ce y HACTABYU. Y HOIJIABILY
4.3 cy y memrTo MomuduroBaHoM 00amky. Ta cy cBojcTBa yuyeHwWrmMa OJUCKA U OHA
y BuX He cyMmajy. Crora ce y HacTaBM Ha HBUX MO3MBAMO TEK OBJAM, ucTHYyhn
KaKO: ,3HAMO fma ... “, ,Oyayhwm ma ... “ um ca. Y ¢GopManHOM 3aCHUBABKY CHACTEMA
npupoauux 6pojesa N (ummu Ny), 6a3upanom, na npumep, Ha [leanosoj akcuomaruiy,
TO Cy IO3HATE TEOPEME.

Axo orneHnMO 1a je oIebeme CIPEMHO 38 HEMTO (HOPMATHUJU IPUCTYII CaAPHKA]jU-
Ma, MOKEMO HacTaBy ofGorarutu n oBuM cBojcrBuMa ckyma N (Nj).

3HAMO JIa BasKU:

A1l. Csaku Henmpasad MOJCKYT CKyla TPUPOAHUX OpOjeBa CAAPKU CBOj HAJMAU ejie-
ment. Taj je exement ompeleH, jeauHCTBeH mpupogan 6poj.
A2. 3a cBaxka qBa nmpupomaa Opoja a u b mocToju npuponan 6poj ¢, Takas na je a < b-c

(ApxuMenoBo CBOJCTBO).

JacHo je ma oBakBa 1Ba cBOjcTBa Baske n y Ng, IpU UeMy y IPYTOM O BUX MOKE
outn a € Ny, anu Mopa butu b € N, a 3axmyuyjemo na nocroju ¢ € N ca HaBeIeHUM
CBOjCTBOM.

b 2b 3b 4b
0 1 a

Moryhe cyMmme mim HEIOBEPEHmE MOKEMO OTKJIOHUATHU, WU IPELyIPEeIUTH, MO-
mohy mexommko mpumepa. Ilpm ToMe, KA0 M y CBUM IPWJIMKAMA KAaAa MPUMEDPUMA
OPKABAMO HEKO CBOjCTBO WX IPABUIIO 33 KOje CMO YBEDEHU, WU CMO C€ KPO3 MCKY-
CTBO YBEpWJIM, A3 je yueHuimuMa OJUCKO, OPOj TakBUX mpuMepa Tpeba ma Oyme mauu,
Tek cuMmbonuuan. Besnwuku Opoj mpumepa 06u mMorao nga Oyae KOHTPANPOIYKTUBAH, Ia
IPOBONUPA CyMEBY M HENOBEPEHE, IMTO HAM HUje OMO muib. AKO ce OmpemeanMo 3a
OBaKaB IPUCTYI, HacTojahiemMo ma ApxuMemoBO CBOjCTBO 00ABE3HO WIIYCTPYjEMO Ha
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O6pojesroj moxympasoj. To he yueHumu mOKUBETH U KaO MaJy UTPY, HAPOUUTO aKO CE
M3Jarame MOTKPenu peveHunama tuma ,,b - ¢ he npectuhu a“ un ci.

WNaxko ce nmojmoBu mpomeH/brBe, (VHKIMjEe, 3aBUCHOCTH, ... , jaBJbajy KACHUjE y
HACTABU MATEMATWKE, OTHOCHO TEK Y CEIMOM ¥ OCMOM Pa3peny, YUeHWIM U3 Miaahux
paspena gnonasze y metu paspen ca el msrpabhenum ocehajem 3a mpomeny 36umpa,
pa3iuke, MPOM3BOAA M KOJWYHUKA Yy 3aBUCHOCTH OJ HpoMeHe ,ydecHura“. Crora u
Ha oBOMe MecTy Taj ocehaj Tpeba momcrumaTtu, 6ap Kpo3 MOJECHE MpUMepe U 3am1a-
tke. VMajyhu y Bunmy ma ce oBme, y CYMITHHU, PAAW O BPeIHOCTUMA (YHKIUja IBEjY
IPOMEHBUMBYX, NpeIIakeMo (Ma ¥ MHCUCTHPAMO Ha TOMe) Ja ce 0DaBe3HO jelaH o[
myuecHuka “ ¢purcupa. llema he, HA TOM y3pacTy, peTko OuTH y CcTamy 1a, ¢ pasyMe-
BameM, IpaTe IPOMEHY pe3yJITara Olepanuje y ClydajeBuMa Kama ce 00a ,yuecHuka
Memajy. Jlako je, HA mpuMep, 3aKLYUYUTH Oa Ne ce mpom3Bon moBeharu ako ce oba
yuHrona mosehajy. Anum, mra ako ce jeman ox umHmiIana mosehia a gpyru cMamu?

IIpomensuBa. M3pa3

Io meror pa3pena yuenumu cy Beh crernu ogpebhena mckycra y kopumhemy
CJI0Ba 3a O3HAYABAWE HEKUX oApeheHmx MareMaTMurux (M HE CAMO MATEMATHYKUX)
objekara, ajay U 3a O3HAUABAKE IPOM3BOJLHOT eneMeHTa Hekor ckyma. Ouum Beh 3majy
a Y PEYCHUIN

€D, D=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}¢

CJIOBO T O3HAUaBa OWJIO KOjU OX ejJeMeHaTa CKyma [, mTO y OBOM CIyuajy 3HAYM
na x o3HauaBa OmiIo Koju om OpojeBa mpse mecerurie. Tume je CIOBO X MPOTJIAIIEHO
NPOMEHHUBOM UMjU je MOMEH, CKYN U3 KOjer MOMKe y3UMATH BPETHOCTH, CKyn D. ¥
ommreM ciayyajy he OuTy HEMPUMEPEHO TOBOPUTHU O BPEIHOCTHMA, Ia NeMo ce KOpu-
CTUTU HEKOM IPYTOM PEUEHUIIOM, Ha IPUMED: ,, ... IPOJa3u Kpo3 ckym ... “. Ha Taj
HAUWH CJIOBO y YJIO3M IPOMEHJbMBE O3HAUABA IPOU3BOJBAH €JeMeHT onpebheHor cky-
na. Crora cioBo, caMo 10 cebu, HUje IpoMeH/bUBa (OHO je caMO OPTOrpa(CKU 3HAK);
CJIOBO je IPOMEH/LMBA AKO je 3aJaT CKYN YWji IPOM3BOJAH €JEMEHT OHO O3HAUABA.
Axo je Taj CKyn jemHOUNAH, CJIOBO O3HAUABA Taj JeJlaH €JEMEHT CKyIa, M TOBOPUMO O
KOMCMAHMAU.

[IpomensmuBa je 6pojesna ako je CKyI, YMju IPOU3BOJAH EJIEMEHT OHA O3HAUYABA,
HeKu ckyn OpojeBa. bpojeBHa KoHCTaHTa je, y cTBapwm, jeman oxpebhen 6poj. Yobuua-
jeHo je BUX 03HAUYABATU CTAHAApIHUM Oo3HakaMa. Ctora Nemo ce KOpUCTUTH O3HAKOM
2 ymecto z € S, S = {2}.

Hamu he 6pojesu 6utu u3 Ny a 6pojeBHe mpoMmenbUBe 03HaAUaBahe Mpou3BoJbHHE
enemenTe ckyma NN WM HEKOT HeroBor mojickyma. Ilomohy Taksux GpojeBa, Opojes-
HUX TpOMeH/uBuX u onepanuja y Ng dopmmpahemo uzpaze. Y ueHUnUMA KOjU CY TEK
KPEHYJIM y [eTu pa3pel, HaBoauliemo npuMepere 6pojeene uspase (Ha mpumep 3-74+4,
12 : 3—3) u 6pojeBHe u3pa3e ¢ IPOMEHLUBOM (Ha npumep, 5 — 2z, 7x+3, © € Ny),
HaJAKemEeM BPEIHOCTU TAKBUX M3Pa3a 3a IOjelHe BPEMHOCTH MPOMEHJLUBE WIIU, HO-
Moy Tabesie, 3a BuIle BPEIHOCTM IPOMEH/LUBE, NO3BOMUNEMO cebu Oa ce MOICEeTUMO
ommrer mojMa OpOjeBHOr M3pa3a U HEKUX, Y3 Hera MOBEe3aHUX MOjMOBA.

[IpernocraBumo na ce Hama3umo y ,.csery Opojea“ S. To je Ha kpajy mpsor
paspena ckyn S = Nygo = {1,2,3,...,99,100}, ..., Ha Kpajy YeTBPTOr U MOYETKY
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neror paspena S = Ng = {0,1,2,3,...}. Ha xpajy neror paspenaa to hie 6utu cryn
S = QS‘ HEHEraTUBHUX PAIMOHAJHUX OpojeBa, Ha Kpajy mecTor paspema S = Q, ma
6u Ha Kpajy cemmor paspena to bwo ckyn S = R.
CBaka KOHCTaHTa U CBaka MPOMEHUBA cy uspasu. Axo cy I u J uspasu, onma
1
cyl+J, I1—-J, 1-J, 7 uspasi. Axo je f(t) ¢dyuruuja a I uspa3s, onza je f(I) uspas.

Ha raj mauus vasasumo ma cy 3a x,y € Ny (y crBapu 3a z,y € S, rze je S 6uno
KOju 01 CKymoBa Gpojesa),

12

2+3-4, 1+2-z, 12— 3z,
1+

)

2+y x

2
-3 ]-7 )
v T z—y (r—2)(x—3)

u3pasu. ok OpBu 01 BUX HE CAID/KK NIPOMEHILUBY (IIPOMEHJLUBE) U IPEICTaBba OPO]
14, samucad Ha APYTW HAUWH, OCTAJU U3PA3W CAAP:Ke IPOMEHLUBY (IPOMEHIBUBE).
WsGopom Bpennoctu (u3 Ny) 3a @, omaocHo 3a = u y, nobuhemo 6pojesHe M3pase.
Onu he, mo mpaBumiy, mpencTaB/baTu HeKe OpojeBe, KaKeMO W BPEIHOCTU M3Pa3a 3a
uzabpane BPeIHOCTU NPOMEHbUBYX. Heka je, Ha npumep, a(x) o3Haka 3a uspas 1+2-x,
IITO 3AIUCYjEMO Kao

a(z) :=1+2-x.

Onma je a(3) = 142-3 = 7. Kamemo na uzpas a(r) y3uma BpeJHOCT 7 aKO MPOMEHILUBA
2 yame Bpemaoct 3. Bymyhu na je 6poj 7 enement (ompebenu oGjekar) cBakor o
HABEJEHUX , CBeTOBa OpojeBa”, m3pa3 1+ 2 - x je medurucan 3a x = 3, WTO MOKEMO
UCKA3aTH U PedYeHunoM ,6poj 3 npumana momeny neguuucanoctu D, uspasa a(z)“.
MebytumM, HEje yBeK Tako.

Y ,cBery 6pojesa“ S nmomen meduuucanoctu Dy Gpojesror mspasa b(x), ¢ mpo-
menmuBoM ¢ € X C S je ckyn cBux oHux eneMenara ckyna X 3a kKoje b(x) mpencramba
onpebenu enement u3 S (Bpeamoct o3pasa b(x) je 6poj uz S). Hakie,

Dy={zeS|bx)es}

omakne ,Bumamo“ ma je Dy C X (1o je ckyn ememenara m3 X KOju MMajy HEKO CBOj-
CTBO).

Ha nouerky meror paspenma 6uio je S = Ng. Hera je u X = Ny (mro noskus-
JbABAMO [IPUPOJHUM, jep He CYKABAMO CKYIl U3 KOjer IPOMEH/LUBA y3UMa BPENHOCTH).

[Mocmatpajmo uzpas ¢(x) := 12 — 3z, x € Ny. 3a cBarko z € Ny he ¢(z) 6urn
Opojesnu u3pa3. 3a x = 2 1o je 12 -3 -2, 3a x = 7 1o je 12 — 3 - 7. Tlorpasxkumo
noMmel peunucanocty uspasa c(x). VMmamo

D.={zeNpy|c(z)eNyg}={xeNy|12—-32z€ Ny }.

Youasamo ma je ¢(0) = 12 € Ny, ¢(1) =9 € Ny, ¢(2) = 6 € Ny, ¢(3) =3 € Ny,
¢(4) =0€ No u na 3a ce x € {5,6,7,...} Baxu c¢(z) ¢ Ny. Crora je

D, = {03132a374}'
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Bepyjemo ma je caemehwu mpumep mCTO TONMMKO 3aHMMILUB. llocMaTpaMo m3pas

d(z) = T2 x € Ny. Harmacumo moHOBO 1a ¢MO Ha TOUETKY TMETOT paspena U aa
x
je S = Ny. 3a cako x € Ny je d(x) 6pojesuu uzpas. 3a x = 1 1o je 1 3a
x =10 o je T+ 10" Tpaxumo momen neduaucanoctu uszpasa d(z). Hamasumo
12
Dd:{$€N0|d(ZL')ENO}: z € Np TENQ s
x

ma uvamo 1a je d(0) = 12 € Ny, d(1) = 6 € Ny, d(2) = 4 € Ny, d(3) = 3 € Ny,
12 12 12

a(4) = = ¢ No, d(5) = 2 € No, d(6) = — ¢ No, d(7) = — ¢ No, d(8) =

12 12 12

n ¢ Ny, d(9) = m ¢ Ny, d(10) = 1 ¢ Ny, d(11) = 1 € Ny u na 3a cse

x € {12,13,...} Baxu d(z) ¢ Ny. Crora je

Dy =1{0,1,2,3,5,11}.

OBaj OucMo 3amaTak, BEPOBATHO, PEMIABAJIU HEIITO APyraduje Kaga yIO3HAMO
penanujy mebUBOCTY U HAYYMMO KaKO ce Hasase cBu genuonu Opoja 12. MebhyTtum, na
Kpajy meTor paspela MMaJu OUCMO IpoMemeHy curyaiujy. Tama 6w Guio S = QS‘,
ma Mose 6utu u X = QF . Crojersa crpykrype (Qg,+,, <) 6u HaM Tana mama xa
je Dg = Qg . Tperxomuu npmvep (ca c(z)), MmehyTmu, Mopa cauexaTu mectu paspe.

Kopucrehu ce tabauniioMm BpeIHOCTH OPOjEBHOT M3pa3a ¢ TPOMEH/LUBOM CTUUEMO
[IPECTaBy O HOHAMAKY BPEIHOCTM TAKBOI M3pa3a, O IPOMEHU HErOBUX BPEIHOCTH,
pacremy M omalamy M HA TA] HAUMH YMHUMO MPBE KOPAKe IpeMa MOojMy (yHKIHUje.
[Tpu Tome ce, akO HAM Ce yUMHU Ja OJeJHeHe TO MO:Ke, He Tpeba ce ycTpydaBaTu na
ce yUYeHMIUMA TIOHYIM ¥ HEeKU IpuMep y kojeM fie noMeH nepuHUCAHOCTU OUTY TpPABU
noackyn ckyna N (mmm N). To 6u Morsio usriesaTu u 0Bako:

xr |01 (2|3 |4]5]|6
20 -7 | —|—|—=|—|1|3]5

HpaBPIJIa HaJIaKembha YJIaHOBa HHM3a

Yuenuru he, moxkma, uMmatu Temroha ca ompebuBameM HEKOT O MpaBuUiIa Ha-
JaKema YJIaHA HU3a HAa N-TOME MECTy aKO je 3a4aTO IPBUX HEKOJHMKO WwiaHoBa. 1o
je pa3yMipuBO jep moapasyMmeBa, nupefliyTHO, ma ce mpaBWIIO KOje Ce MO:Ke HACIYTUTH
Ha OCHOBY 3aJAaTUX WIAHOBA MOWTYje U mase. A ako to Huje cayuaj? Mwu 3axreBa-
MO camo nma ce Habe jemHo on TakBMX mpaBmia. 10 je jeMuHO MCIPABHO, MAKO YHOCH
n3BecHy HeoxpebenocT u Moxke menoBaru 30ymyjyhe.

[Toxcerumo ce na, 3a 3a4aTHX IPBUAX HEKOJIUKO YIAHOBA HU3A, HOCTOju OECKOHAUHO
MHOT'O NIPaBWJIa HAJKEHA WIaHa HU3a Ha N-TOME MeCTY, Koja he maBaTu yIpaBo Te
YJAHOBE HA HA3HAUEHUM MeCTUMa. 3a onpebhrBarme TaKBUX IpaBUIa MOKEMO C€, TOPET
OCTAJINX, MMOCIY:KUTH U METOIOM KOJU je OCIOlmEeH Ha JIarpamKoB MeTOI KOHCTPYUCAHA
MHTEPIOJANMOHAX mormHOMa. My hemMo ra minycTpoBATH jeIHUM TPUMEPOM.
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ITPuMEP. Oxppemutu jemHO O IPABUIIA HAJAKECHA WIAHA HA N-TOME MECTY HU3a

2,5,8, ...

[TpehyrHo mompasymeBajyhm ma ce omaTie MO:Ke HACIYTUTH TPaAyKEHO MPABUIIO,
youaBaMo na je jeHO OX TaKBUX Ipasuiaa 3n — 1.

[TomenyTu MeTon 6u HAM a0 jom OECKOHAYHO MHOTO TakBUX mpasuna. [lumemo:

_(-2)(n-3) , (n-D(@n-3)
=13 ‘T E-ne-3 "’
(n—1)(n-2)
m-8+(n71)(n72)(n73)P(n),

rae je P(n) 6uno koju nommuoM mo n. Ouuriemno je:
ayr =2, ax=0>H, az=S8.
A mame? Yammvo P(n) = 1. Hobuhewmo:
a1 =2, ay=95, az3=8, ag4=17, a5 =38,

Hapasro, usbopom ymecro P(n) 6uio koje peanne ¢pynruuje uuju je nomern N
nmobujaMo MCTO Tako MpaBWIO Koje he 3a mpBa Tpu wiana HU3a gaTu 2, 5, 8.

lum HAM je ma ymraoue OBUX pemoBa 0DAaBEKEMO [a V 3aJalIMa OBOT TUIA yBEK
Tpaske jenHo oxn mpasuia. CBeCHU Ja X MMa GECKOHAYHO MHOTO.

2. IlesmsuBocT OpojeBa

[TpunukoM oOpame OBUX TpPAAMNMOHAJIHUAX CAAP/KAja y HACTABU MAaTEMATHKE, Y
[IeTOM WJIM MIECTOM pa3peny, MOKYIIaIM CMO Ja OCTBAPUMO, Ha OAroBapajyhu HauwH,
TMOYETHHU CYCPET YUEHUKA CA CTPOTUM IMIPUCTYTIOM je THOCTABHAM UCTUHAMA, KOje CY KPO3
[PETXOJHE AKTUBHOCTU HACIYTUIU. Amapar KOjuM ce OBIe KOPUCTUMO PEJIATUBHO je
jeIHOCTABAaH U OH, CBOjOM CJIO/KEHOIMINY M HMBOOM 3axTeBa, Hehe cyBume omreperuru
obpany cazmp:kaja HA M3a3BaTy OTIHOP KO BellmHE y4yeHUKA, 4eCTO (pOPMYJIUCAH peve-
aurom Tuna: ,IllTa Ty uma ga ce mokasyje, kan je cBe jacHo? “. Beoma je BaskHO ma ce
IIpeJIOKeHe YBOAHE aKTUBHOCTHU y3 CBaKy JIEKIHUjy TEMEJHHO 0Opaje U caBiIanajy, Kako
Ou OHe TOACTAKIE YUYEHUKe Ia HACIyTe ommTa TBphema u ocere mOoTpedy 3a HUXOBUM
norBphuBameM HEKOM BPCTOM apryMmenrtamuje. ako cMO ce TPymwiId Aa JaMO HOT-
IyHe MOKa3e, y IPAKCU Ce MOKEMO 33J0BOJBUTU U T3B. JOKAJHAM Aenykmujama. [Ipu
ToMe he HeKu O KOpaka y NOKa3y OWTH M30CTABJ/bEH UM 3aMEHEH 03UBAKHEM HA HEKU
IpuMep, paHuje UCKYCTBO WK CBOje BUDHEmEe — UHTYUIH]Y.

IToBpemeno cMo cebu mO3BOJMINM, CBECHO M HAMEDHO, Ha C€ KO HEeKuX TBphema
€KBUBAJICHIN]CKOT TUMA HE 33J0BOJHUMO CAMO IOKA30M IOBOJBHOCTH HEKOI yCJIOBA, HE-
ro CMO IOKa3ajyl U HEroBy HEONXONHOCT. Y UEHHIN OBOT y3pacTa, [0 IPABUIY, He
ocehajy morpeby 3a TuM. OHM Cy HABUKHYTH, WITO je UCIPABHO U HOOPO, Ma Ha OCHO-
By ypabeHux mpumepa, pane IO aHAJOrWju, Kopucrelim creuyeHo MCKycTBO. 1O Cy
pPEeYeHUIe TUNA ,,aK0 P, OHIA ¢, y KOjUMa Ce MOAPAa3yMeBa 1a U3 UCTUHUTOCTU UCKA3a
P Cllei UCTUHUTOCT UCKa3a ¢. A ma Ju U3 UCTUHUTOCTU UCKA3a ¢ CJIENA UCTUHUTOCT
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uckasa p? OBa M CAMYHA TUTAkA OCTAjy, [0 MPABUILY, BAH HUXOBOT BUIOKpyTra. A,
3aTO CMO MU Ty, A& WX ,Y3HEMUPUMO .

OcHoBHa cBOjcTBa

Y OpeNioKeHOM IPUCTYNy HajBa:kHUjU cy moueTHu kopanu. Onum he mocmy:xuru
Ka0 MOJACTUNAj U OIOMEHA M4 y OBMM, yUEHANVUMAa OJUCKMM ¥, HUMA C€ TAKO YMHU,
jeTHOCTABHUM UYMEHEHUIAMa 1M IOCTYINMMA, HACIYTe DOCTA HOBOT U HEIO3HATOT, aju
BUXOBUM MOryiHOCTUMA MOCTYIHOL Caap:Kaja.

Hanaskeme pa3nuuutux nenuiana TpUPOTHOT OPOja je HECYMIBUBO 3aHUMJBUB 3a-
ATAK 33 YUYEHUKA TMeTOr paspena. Amm, mocebaH je M3a30B HAJIAKEHE CBUX HETOBUX
menuiana. JacHo je ma 6w, y ciaydyajeBuMma Kazaa je Taj Opoj penmaTUBHO MaJd, KAKaB
je u ©poj 48 y HameMm mpuUMepy, YUEHHK MOTao [Ia MPOBEPU PEIOM, 33 CBe MPUPOIHE
Opojese Mame unu jemHake 48, ma s cy ouu genuonu 6poja 48. Ako ce TakaB MOKymIaj
[0jaBU y Tmpakcu, Mu NeMo ra moxBagutu (YUEHWK ce HOCETHO U HEroB IIyT BOIU 0
pemema 3a1aTKa), anu ra u 61aro 06ecxpabpuTy TEK HEITO NPOMEHEHUM 33JATKOM
na Habe ce memmone 6poja 105. Temko ma he ce y oBom mpumepy Ouio koju yde-
HUK ONBAYKATK HA MYKOTPIIAH MyT ,mpebupama‘ meauiamna # BepyjeMo ga he cBu ca
3a,TOBOJLCTBOM TIPUXBATUTHU HAII MPEIJOT Ma MAJO CAYeKaMO W HAYYUMO KaKO Ce Y3
noMoll MAaTeMaTUYKUX 3HAKA Taj 3aaTaK JAKO U jeJHOCTABHO pemaBa. HapaBHO, Mu
cMo cBecHO m3abpasu 6poj 105 36or 105 = 3 -5 - 7, mro HaM MOKa3yje Oa OH MMa
TauHo 2 - 2 -2 = 8 pa3nauuuTux geauiana, u Oulie, kan My Bpeme mobe, 3amcTa JAKO
7 jemHOCTABHO HANM CBUX 8 HErOBUX JE/MJIAIA.

Msuore on TeopeMa y Teopuju OpojeBa Cy CYMTHHCKUA UMIIUKAIU]CKOT THUIA, Y
CMUCIY Ia y BUMa CaAp/KaHA MMILIMKAIWja HUje TeK ,II0JIOBUHA eKBUBaJeHuuje. Y
TAKBUM CJIyYajeBUMa C€ MOPAMO MOTPYAUTHU Ia PA3YBEPUMO YUEHUKE Y EHUXOBOM, OI
HAC OYEKMBAHOM, HACTOjamy, OCIOMEHOM Ha PAaHUje CTEYEHO WCKYCTBO, Oa Ha OCHOBY
nokasare (Ha OMIIO KOJU HAUVH) MMIUIMKALUje 3aKDbyde A& Ce MOTY KOPUCTUTH U H-EHUM
obpaTom.

Hoxkymanau cMo 0Bo ma ocTapumo myteM mpumepa 023 u 03%. IIpumep 02 mam
yKa3yje MUPEKTHO Ha MyT A0Ka3a ommrer TBphema: Ao cy mpupoanu 6pojesu a u b,
a > b, memuBu mpupogHUM Opojem k, Tama cy muxosu 30up a + b u pasmuka a — b
nemuBu OpojeM k.

Ogo je TBpheme CyIITUHCKU MMILIMKANM]CKOT Tuma. Hberos oGpar He BasKu, mMTO
je mpumepom 03 doxaszano. Dynyhu ma ce y HACTABM MATEMATHUKE YECTO HAJIAZUMO Y
CUTYyalUju 1a HEKO TBPHeme OMOBPraBaMo KOHCTPYUCAHEM KOHTPATIPUMEPA, 38, IDKUMO
ce 3a KPaTKO Ha (OPMYJIMCAHO] TEOPEMHU, y CTBAPU Ha HEHOM HeIy ca a + b. Ycios
a > b yBegeH je 300r pa3iuke, ma ra OBJIE MOXKEMO ,3a00paBUTH“. 3amCTa, aKO HUje
a > b, oza je a < b, mro y 30upy He Mewa curyanujy. llakie, nmamo Teopemy:

Axo cy npupoonu bpojesu a u b demusu npupodrum Opojem k, mada je u
wuros 36up a + b deswus bpojem k.

3 IIpumep 02. Bpoj 42 je nemus 6pojem 7. Bpoj 14 je taxobe memus 6pojem 7. Houxos 36up je
nemwus ca 7. Hbuxosa paznuka je nebusa ca 7.

4 TIpumep 03. Bpoj 14 mosemo mpencraButu y o6auKy 36upa 6pojesa 9 u 5. Hu 6poj 9 Hu Gpoj
5 HUCY HeJbUBHU ca 7, & IUXOB 30Hp jecTe.
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Y m®oj ce jaBmajy tpu npomensuse a, b, k € N. Bynyhu na o muma Humra
JOJATHO HUCMO DEKIN, nodpasymesa ce (To He MOPAMO HUYKM HAIJIACUTH) Ha CY OHE
YHUBEP3aJHO KBaHTu(uroBane. Crora O yHOTmyHmeHA (OPMYyNIalija TEOPeMe Tiacu-
na:

3a ceaxa mpu npupodna b6poja a,b, k eaxcu: axo cy a ub desmusu ca k, mada
je u wuzroe 36up a + b dewue ca k.

Hen obpar (koju HamMepaBaMO Ia ONOBPrHEMO) Gu riacuo:

3a cearxa mpu npupodra 6poja a,b,k eaxmcu: axo je 3bup a + b denues ca k,
mada cy a u b denusu ca k.

Horazahemo na Basku Heranuja oBor TBphema. Y TOM HUJBY MOACETUMO Ce HEKMX
eJleMeHaTa MaTeMaTH4Ke JIOTHKe, KOju e HaM y IajbeM OUTU HOTpPEeOHU.

Herauuja mexor tBphema ca yHUBEP3AIHO KBAHTUYUKOBAHOM MIPOMEHHLUBOM (IIPO-
MEH/LUBYMM) €KBUBAJICHTHA j€ Heralyju TOr TBPDEma ¢ er3uCTEeHIMjAlHO KBAaHTU(PUKO-
BAHOM IIPOMEHJLUBOM (mpoMeHsbuBuM). [lakie,

1° =(Vz € X)t(z) < (Fz € X)(—t(x)).
3HaMO U 12 je

2°=(p = q) <= pAg,

3°=(pANg) <= —pV g
Heramuja maBemenor obpara riacu:

Iocmoje npupodnu bpojesu a, b, k makxeu da je a+b dewus ca k u npu mome
a nuje denus ca k uau b Huje dewus ca k.

Ila dbucmo oBO TBpheme JoKa3ain MOBOJBHO je HABECTH jelHY TakBY TPOjKY Opo-
jeBa a,b, k, a ynpaBo To je yummeno y npumepy 03; Ka:KeMO U 1a je Y TOM HpUMEpPY
HABEJEeH jelaH KOHTpAIpPUMEp, IITO AOKa3yje ma obpar Teopeme He Baxkn. OBo cy
KOMEHTAPU 32 HANLY ynoTpeOy a yUeHUNu Cy, M0 MPABUITY, 33J0BOJLHU Y VIIOCHUKY Ha-
BEJIEHUM TOKA30M ¥ MOTJIO O OUTH CYBUIIHO KOMEHTAPUMA AOBOAUTH ¥ CYMEY HEIITO
y IITa HE CYMHAjy.

Jleqmeme ¢ ocTaTKOM

OBo HUje TPBU CYCPET YUEHUKA C MOCTYIKOM AEJHEeHma ¢ OCTATKOM MPUPOIHOT
6poja nprupoxunm 6pojem. BaBumu cy ce onu TuMme y npyroMm u tpehem paspexny. Taj
TPAJUIMOHAIHY CAAPKA] Ce, 3aXBasbyjyNu M3BECHO] MHEPTHOCTH OOPA30BHOT CUCTEMA,
obpabyje HeyjemHaueHO U y3 KOpUIINEme PA3IUUATHAX, YECTO U HOTPEMHNX, 33 MaTe-
MATVKy HENPUXBAT/UBUX O3HAKA M mocrymaka. (Crora mpemiaKkeMo 1a ce, Y IUbY
IpeBasnIaKema TAKBUX TEMKONa, IOCBETU MyHA MaKKHa YBOIHUM IPUMEDPUMA, KAO U
12 ce BUIIE MpUMepa WIYCTPYyje HAa OPOjeBHO] MOJyIPABO].

Hememe ¢ ocTaTkOM je mocTymak mpu kojem ce 0pojy a € Ny u 6pojy b € N
OPUAPYRY]Y KOAUMHUK TIPUA TEJLEHY C 0OCTATKOM Opoja a Gpojem b, o3HAUMMO Ta ca ¢,
7 ocmamax TPU TOM Nejbelny, 03HAunMo ra ca r. Jla 6mcMo MOriu rOBOPUTH O KO-
JUYHUKY ¥ OCTATKY IPU TAKBOM JeJbeHy, TO Mopajy Outu onpeberm OpojeBn. Ila-
KJIe, MOPaMO JOKa3aTH HUAXOBO IOCTOjalme U HBUXOBY jemuHCcTBeHOCT. Vako cMo ce y
YubeHUKY OCIIOHMIIN Ha OYUTIIEIHOCT U CBOJCTBO Ja CBAKM OJ03r0 OI'PAHUYEH MOICKYI
CKyIla IpPUPOTHUX OpojeBa mMa HajBehu emement, moTpyauhemMo ce cama ma, Ipe CBera
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3a cebe, cTporo mokaskemo omrosapajyhie tepbeme nosusajyhin ce ma cBojctBa Ay 1
Ag 73 TIPBOT MOTJIAB/LA OBOT TEKCTA.

TEOPEMA. 3a ceaxo a € Ny u cearxo b € N nocmoje jeduncmeenu q € Ny u
re{l,2,...,b— 1}, maxeu da je a = bg+r.

Joxas. Tlocmarpajmo Gpojese b, 2b, 3b, ... Ilpema ApxumMemnoBOM CBOjCTBY
(A3) mocroju ¢ € N, Tagso nma je a < b-c. Cryn csux omux ¢ € N 3a roje je Ta
HejeIHAKOCT TauHa je Hempasad moickym ckyma IN. Ha ocHOBY cBojcTBa 0 HajMameMm
enementy (A7), Taj ckyn canp:xu cBoj HajMamu exement. Heka je 1o ¢g € N. Bynyhn
I je ¢o HajMamu npupojan 6poj 3a koju je a < b-c, buhe a < b-coma > b-(cy—1).
Haxie,

b'(Co—l) <a<b-c.
Osnaunmo ¢y — 1 = ¢. Onga je ¢ € Ny u Baxu bg < a < b(q + 1), omrocuo
0<a—bg<hb.
To 3naum ma 3a 6poj a — bg € Ny Baxkn
a—bge{0,1,2,...,b—1}.
O3uumMo u @ — bg = r, KOHAYHO HAJIA3MMO 14 je:
a=bg+r, qeNy, reNg, re{0l,...;b—1}.

Tume cMo moka3nu ga TakBu OpOjeBU ¢ U 7" TOCTOJE.
Jlokasxkumo na cy oHM jemuHCTBeHU. lIpeTmocTaBuMo nma moctoje qi,71 U G2, T2,
TaKBU 14 j€
a=bqg+r1 m a=bgs+rs,
npu yeMmy ¢1,q2 € No u 1,72 € {0,1,...,b — 1}. He mapymasajyhu omnmroct pa-
cybuBama mpermocraBuMo ga je 1 < 9. Tama je
bqi + 11 = bga + 12,
OJHOCHO
re —r1 = b(q1 — g2).
36or 79 — 11 = 0 m b > 0, Mmopa Outu q; > q2. Pasnuka 6pojeBa ro u 1 je mpupogan
6poj wiu myna, mawu je ox b (om Gpoja ro € Np koju je mMamu ox b omy3umamo
HeneraTusaH 6poj 1) u memus je ca b. To je moryhe camo ako je Ta pasiuka jemHaka
HYy UL
Harie,
ri=ry u blg—qz2)=0.
Omatie, 36or b > 0 (b je npuponau 6poj),

rm=r2 1 q1=q2.

Teopema je morazana.

Kao mro cMo pekin, 6poj ¢ Ha3UBAMO KOIMYHUKOM a OPO]j 7" OCTATKOM DU JEJbEhY
6poja a bpojem b. Jemmakoct

a=bg+r, re{0,1,...;,b6—1}
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n3paskaBa TO Hejbeme. Y ciaydajy r = 0 KaKeMO Ia OCTaTKa HeMma, nesbeme je Oe3
ocraTka, a je desmus ca b.

IMocnEmVUA. IIpu demeny (¢ ocmamxom) 6poja a € Ng bpojem b € N ocma-
maxk je mawrno jedan 00 bpojesa 0,1,2, ... b —1.

Mu 3namo na TBphema mperxomHe TeopeMme M OBe MOCJIequIe, Y3 Maje MOIU(U-
Kallrje, BaKe U MPUINKOM JeJbema ¢ OCTATKOM y CKymy Z menux OpojeBa. Baxu

TEOPEMA*. 3a ceaxo a € Z u cearo b € Z\ {0} nocmoje jeduncmeenu q € Z
wr e {1,2,...,]b] — 1}, maxeu da je a = bq + r.

MMocnemuA*. Ilpu dewewy (¢ ocmamxom) bpoja a € Z 6pojem b € Z \ {0}
ocmamax je mauro jedan 00 bpojesa 0,1,2, ... |b] — 1.

Kpurepujymu nessuBocTr

Y YBOIHOM TEKCTY 3a OBO IOIJIaB/hE CMO HAjaBUJIU IMOKYIIaj CTPOTOr W3Jarama
HEKUX cajp:kaja, mpe cBera TBpDhema eKBUBAJIEHIM]CKOr Tuma. Ha oBome mecTy cmMo
y OPWINANM A& YUYAHUMO BasKaH KODAkK, Oa MOMOTHEMO yUEHWIMMA I8 HAIpPaBe KOPakK
y IPAaBIy CBECHUX HACTOjala Na Ce WCTWHE 3aCHUBAjY, 3HAKE IIOUHE OPraHU30BATU Y
cpebeny 3rpany.

Csu oBne obpabjenu xpurepujymm memusoctu (nexagauM jemaununama u Gpoje-
BuMa 2, 5, 4) cy Teopeme exBuBaJsieHIMjcKor Tumna. Ilemusoct ca 2, 5, u 10 yuenu-
M Cy, KpO3 pa3He 3aJarke Bell mMmanau u u3 Te HpobIeMaThKe Cy CTEKIM UCKYCTBA.
TpaauioHanHN IPUCTYT MOAPA3YMEBA Ia C€ MPUIUKOM IMPBOI CYCPETa YIO3HA]y OHe
,JI0J0BUHE “ TBphema Koje majy MOBOJbHE YCIOBE mehuBOCTA. Mu cMu ce ompemenuiu
ma, ocaamajyhm ce Ha mOKa3aHa OCHOBHA CBOjCTBa pejamuje ,,0uTu mebuB‘, CBAKU
Ol TUX KPUTEPUjyMa (OPMYJIUIIEMO U JOKAKEMO y MOTIYHOCTH, UCKa3yjyhu oxBojeno
BUXOBY JTOBOJLHOCT ¥ BUXOBY HEOMXOIHOCT (Joayme y (pOPMU HeHe, H0] eKBUBAJICHT-
ue, koHTpanosunuje). Hamamo ce ma fie mac xomere, peanusaropu HacTaBe Pa3yMeTH
u mpuxBaTuTH. [lpm ToMe Tpeba cBaKakKO mM3beraBaTu KOpUITNEmE, ¥ MATEMATHUYKO]
Jorum ogoManeHnx, peueHna TUuma: ,, ... ako U CaMo aKo ...  WIH ,, ... HEOIXOIHO
je m moBosbHO ... “. UumHuM HaM ce ma je U OBO HarjamaBame IoTpebe na ce m mpy-
ra UMIUIMKANUja TOKayke BeJUK U 030mibaH Kopak u He Tpeba ra mase omrepehuBaTu
HOBUM TE€PMUHIMA.

Ocnamame Ha Beh ymo3nara ocroBHa cBojcTBa ckyna N omoryhasa Ham na kpu-
TepujyMe NeBUBOCTU ca 3 1 9 MOKaKEeMO Ha MCTH HAYUH HA KOjU CMO TO YPAIWIU, Y
TPETXOMHO] je AMHUIM, 33 JeLUBOCT AeKAIHUM jeaununama u Opojesuma 2, 5, 4. Ha taj
HauuH, 0 npaBuwiy Beh mobpum menom ymosmate ummbenuie o messuBocTu ca 10, 2, 5
(kpo3 mpuMepe y HacTaBu MaTeMaTuke y MaabuM pazpenmuma) mocrajy nobpa npuipe-
Ma 33 KPUTEPUjyMe IeJbUBOCTH Ca 3 1 9, MTO je yBeK 01O 0301JbaH 13a30B. 3a PA3IUKY
Ol IPETXONHNX, OBE KPUTEPHUjyMe VUSHUIN Ne NOKWBETU KA0 HEHTO 3a1CTa HOBO, OHU
Cy CBECHHU [a Ty MMAa INTa 14 ce IOKa3yje M TEIIKO OMCMO UX Ca HEKOJWKO IpuMepa
yBepuin fma 30up nudapa TpupoaHOr Opoja U Hmerosa AeHUBOCT ca 3 (umm 9) Moke
fuTu MHAMKATOD AEHLUBOCTU caMor Gpoja ca 3 (umu 9), y cMuCIy Aa TAKBY JEBUBOCT
YTBpIU WM OMOBPrHE. 3a TO [le HAM OHUM CUT'YDPHO TPAKUTU TOKA3.



