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S obzirom na svetski trend u obrazovaǌu uopxte, pa i u obrazovaǌu uqenika
sredǌih xkola, da se teorijska znaǌa stiqu da bi se mogla praktiqno primeniti,
ciǉ ovog rada je da uka�e na neke novije trendove u obrazovaǌu uqenika, koji bi
mogli uticati na ǌihovu budu�u profesionalnu orijentaciju ka matematici.

Kako nauqna predvi�aǌa svetske nauqne elite ukazuju da �e dvadesetprvi
vek biti vek borbe za bioloxki opstanak �ivog sveta, dakle, vek biologije, a ne-
zaobilazno i ekonomije, od interesa je upoznati uqenike sa nekim jednostavnijim
matematiqkim modelima u ovim oblastima. Za razmatraǌe ovih matematiqkih
modela neophodno je samo osnovno poznavaǌe diferencijalnog raquna. Na kraju
ovog rada samo se ukazuje na neke stohastiqke modele, sa namerom da se uqenici na
vreme orijentixu ka izuqavaǌu teorije verovatno�e i matematiqke statistike,
kao neophodne osnove za budu�i rad u izuzetno atraktivnim poslovima finansij-
skih analitiqara u oblasti savremenih finansija i berzanskog poslovaǌa, ili
saradnika u istra�ivaqkim bioloxkim laboratorijama.

Realni procesi u mnogim oblastima, u biologiji, medicini, hemiji, mehani-
ci, in�eǌerstvu, socijalnim naukama, ekonomiji, u kojima se dinamika procesa
matematiqki modelira jednaqinama koje sadr�e izvode nepoznatih funkcija – di-
ferencijalnim jednaqinama, nazivaju se dinamiqki modeli u ovim oblastima.
Oni mogu biti veoma kompleksni, tako da se za ǌihovo opisivaǌe po pravilu ko-
risti slo�en matematiqki aparat, koji najqex�e ukǉuquje numeriqko i grafiqko
rexavaǌe diferencijalnih jednaqina, optimizaciju i, naravno, poznavaǌe naj-
novijih informacionih tehnologija.

Suxtina matematiqkog modeliraǌa ovakvih realnih procesa mo�e se sa-
gledati na prostim dinamiqkim modelima u biologiji i ekonomiji, od kojih �e
neki biti ovde opisani. Po svojoj prirodi procesi mogu biti diskretni (broj
bakterija na nekom prostoru, dnevna cena neke robe, broj akcija neke fabrike)
i neprekidni (koliqina enzima u organizmu, nivo xe�era u krvi, koliqina iz-
va�ene nafte na nekom nazazixtu). U narednim modelima osnovna aproksimacija
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od koje se polazi je da se i u diskretnom sluqaju dinamiqki modeli opisuju
neprekidnim procesima.

Ako se sa t oznaqi vreme, sa x(t) vrednost procesa u momentu t, dinami-
ka procesa – brzina rasta procesa, odre�ena je promenom vrednosti procesa u
vremenu, (promena broja jedinki u populaciji u jedinici vremena), tj.

x(t + ∆t) − x(t)
∆t

≈ dx(t)
dt

= x′(t)

Prema tome, brzina rasta procesa matematiqki se modelira izvodom x′(t). Pri
uslovima koji pogoduju rastu procesa, brzina rasta je pozitivna (x′(t) > 0), a
pri opadaǌu procesa, brzina rasta je negativna (x′(t) < 0). Otuda se dinami-
ka procesa opisuje vezom izme�u veliqina t, x(t) i x′(t), tj. diferencijalnom
jednaqinom

F (t, x(t), x′(t)) = 0, t > 0, x(0) = x0.

Broj x0 je poqetna vrednost procesa – vrednost procesa u poqetnom momentu
posmatraǌa t = 0.

1. Dinamiqki model rasta populacije

Jednostavan primer dinamiqkog modela je opis dinamike rasta neke popu-
lacije u funkciji vremena, koja mo�e biti, na primer u biologiji – ǉudska,
�ivotiǌska, kolonija mikroorganizama, �elija, koliqina fermenata ili enzima
pri nekim hemijskim reakcijama; u ekonomiji – veliqina kapitala, kamatnih
stopa, poreskih stopa, itd.

U velikom broju prostih modela, pri idealnim uslovima zatvorenih sistema
na koje ne deluju uticaji iz prirodnog okru�eǌa, logiqno se pretpostavǉa da je
brzina rasta populacije srazmerna veliqini populacije. Ako se sa r oznaqi sto-
pa rasta (koeficijent proporcionalnosti), a u poqetnom momentu t = 0 veliqina
populacije je bila x(0) = x0, pri qemu je x0 > 0, tada se veliqina populacije u
momentu t > 0 opisuje diferencijalnom jednaqinom

(1) x′(t) = r x(t), t > 0, x(0) = x0.

Kako je x′(t) > 0 za r > 0 i x′(t) < 0 za r < 0, to je x(t) �= 0 za svako t � 0.
Faktor proporcionalnosti r se odre�uje na osnovu podataka o populaciji.

Rexavaǌe diferencijalne jednaqine (1) se zasniva na osnovnim principima
diferencijalnog raquna. Kako

dx(t)
dt

= r x(t) ⇒ dx(t)
x(t)

= r dt ⇒
∫

dx(t)
x(t)

=
∫

r dt,

to je
ln x(t) = rt + c, dakle x(t) = ert+c,

gde je c proizvoǉna konstanta. Ako oznaqimo C = ec, tada je

x(t) = C ert, t � 0,
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tako da jednaqina (1) ima klasu rexeǌa koja zavisi od proizvoǉne konstante C
i koja se naziva opxte rexeǌe. Konstantu C �emo odrediti iz poqetnog uslo-
va. Za t = 0 je x0 = x(0) = C, tako da je dinamika rasta populacije opisana
eksponencijalnom funkcijom

x(t) = x0 ert, t � 0

i grafiqki je prikazana na slici 1.

Sl. 1

Jasno, x(t) → +∞ kad t → +∞ ako je r > 0; x(t) → 0 kad t → +∞ ako je
r < 0. Procesi koji imaju tendenciju rasta sa protokom vremena, nazivaju se
procesi ra�aǌa, a oni sa tendencijom opadaǌa sa protokom vremena, procesi
umiraǌa.

Primer 1. Na Zemǉi je 1970. godine bilo 3.6 · 109 ǉudi. Ako je godixǌi
priraxtaj 60 · 106 ǉudi, koliko ih je bilo 1980. godine; 2000. godine? Koliko
�e ih biti 2010. godine?

Stopa rasta je jednaka odnosu priraxtaja i veliqine populacije, tako da je
u ovom sluqaju

r =
60 · 106

3.6 · 109
= 0.017, (1.7%)

Otuda je dinamika rasta ǉudske populacije matematiqki opisana jednaqinom

x′(t) = 0.017x(t), t > 0, x(0) = 3.6 · 109,

u kojoj je za poqetni trenutak posmatraǌa t = 0 uzeta 1970. godina. Ova jednaqina
ima rexeǌe

x(t) = 3.6 · 109 · e0.017 t, t � 0.

Prema tome, 1980. i 2000. godine po ovom matematiqkom modelu broj ǉudi
na Zemǉi je

x(10) = 3.6 · 109 · e0.017·10 ≈ 4.27 · 109

x(30) = 3.6 · 109 · e0.017·30 ≈ 6 · 109.

U oba sluqaju veliqina ǉudske populacije odgovara realnom staǌu, tako da se
mo�e oqekivati da i prognoza za 2010. godinu bude prihvatǉiva,

x(40) = 3.6 · 109 · e0.017·40 ≈ 7.1 · 109.
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Me�utim, u du�em vremenskom periodu ovo ne mora va�iti, jer dolazi do promene
faktora proporcionalnosti r. �

Prethodni matematiqki model je isti i u sluqaju kama�eǌa novca u stabil-
nim bankama, pri qemu je kamata fiksna samo u kra�em vremenskom periodu, u
kome se ne oqekuju znatnije promene na finansijskom tr�ixtu. Ona se meǌa u
odre�enim vremenskim intervalima, u zavisnosti od kretaǌa kapitala na finan-
sijskom tr�ixtu, tj. od finansijskih pokazateǉa koji utiqu na ǌenu vrednost.

U prethodnim modelima adekvatnije bi bilo posmatrane procese matemati-
qki modelirati diferencijalnom jednaqinom sa funkcionalnim koeficijentom
proporcionalnosti r(t), tj. jednaqinom

x′(t) = r(t)x(t), t > 0, x(0) = x0.

Dinamika rasta populacije (kapitala sa promenǉivom kamatnom stopom) je u tom
sluqaju

x(t) = x0 e

∫ t

0
r(u) du

, t � 0.

Primer 2. Kolonija bakterija E. Coli razmno�ava se tako da se svaka
bakterija posle 20min deli na dve bakterije. Ako je u poqetnom trenutku t = 0
bila samo jedna bakterija, koliko �e ih biti za 24 h?

Formira se neprekidan matematiqki model

x′(t) = r x(t), t � 0

x(0) = 1, x(20) = 2,

u kome je vremenska skala podeǉena na minute i u kome se faktor proporcio-
nalnosti r odre�uje na osnovu datih podataka. Iz opxteg rexeǌa ove jednaqine
x(t) = C · ert, t � 0, i iz datih uslova je

1 = x(0) = C, 2 = x(20) = e20 r ⇒ r = ln 2/20,

tako da je jednaqina dinamike rasta broja bakterija

x(t) = e(ln 2/20) t = 2t/20, t � 0.

Posle 24 qasa, odnosno 1440 minuta, broj bakterija bi bio

x(1440) = 21440/20 = 272,

xto predstavǉa biomasu koja prevazilazi veliqinu Zemǉe! Jasno, ovo se ne
doga�a, jer veliki broj bakterija izumire zbog nedostatka hrane i luqeǌa tok-
siqnih materija koje spreqavaju razmno�avaǌe bakterija, kao i zbog drugih ne-
povoǉnih uticaja iz spoǉaxǌe sredine. Posle izvesnog vremena se posti�e rav-
note�a izme�u broja bakterija koje se razmno�avaju i onih koje umiru. Za E.
Coli bakterije stacionarno staǌe u kome se broj bakterija odr�ava, posti�e se
pri koncentraciji broja bakterija od 2 · 109 − 5 · 109 po kubnom milimetru. �
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Dakle, adekvatniji matematiqki model u prethodnom sluqaju bi bio onaj
koji ukǉuquje i proces ra�aǌa i proces umiraǌa, tj.

x′(t) = r1 x(t) − r2 x(t), t > 0, x(0) = x0,

gde prvi sabirak na desnoj strani odgovara rastu populacije po stopi rasta
r1 > 0, a drugi broju jedinki koje napuxtaju populaciju po stopi rasta r2 > 0.

2. Regulisani priraxtaj populacije

U nekim sluqajevima je po fiziqkim karakteristikama populacije poznato
da veliqina populacije ne mo�e premaxiti neku unapred zadatu vrednost. Na
primer, pri razmno�avaǌu mikroorganizama u ograniqenom prostoru, zna se da
ih ne mo�e biti vixe od nekog unapred zadatog broja M . Zato je logiqno po-
staviti matematiqki model tako da je brzina rasta populacije proporcionalna
veliqini populacije x(t), ali i razlici M − x(t), tako da sa protokom vremena
brzina rasta populacije usporava do nule kada razlika M − x(t) opada ka nuli.
Zbog toga je matematiqki model predstavǉen diferencijalnom jednaqinom oblika

(2) x′(t) = r x(t)[M − x(t)], t > 0, x(0) = x0.

Ona se rexava elementarno. Kako

dx(t)
x(t)[M − x(t)]

= r dt ⇒
∫

dx(t)
x(t)[M − x(t)]

= r

∫
dt, t � 0,

rexavaǌe se svodi na integraciju racionalne funkcije. Iz

1
x(t)[M − x(t)]

=
A

x(t)
+

B

M − x(t)
=

(−A + B)x(t) + AM

x(t)[M − x(t)]

sledi AM = 1, −A + B = 0, tj. A = B = 1/M , tako da je

1
M

∫
dx(t)
x(t)

+
1
M

∫
dx(t)

M − x(t)
= r

∫
dt, t � 0,

1
M

ln x(t) − 1
M

ln[M − x(t)] = rt + c, t � 0.

Prema tome,
x(t)

M − x(t)
= erM t · eMc, t � 0.

Iz uslova x(0) = x0 sledi eMc = x0/(M − x0), tako da je konaqno

x(t) =
Mx0

x0 + (M − x0) e−rM t
, t � 0.

Ovo je logistiqka jednaqina regulisanog rasta populacije. Primetimo da
x(t) → M kad t → +∞, xto se mo�e videti i sa grafika funkcije na slici 2.
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Sl. 2

Sliqno prethodnom modelu, neki bioloxki procesi, kao i procesi u ekono-
miji, modeliraju se jednaqinom

x′(t) = r x(t)[M − ln x(t)], t > 0, x(0) = x0.

Primetimo da je brzina rasta ovog procesa ve�a nego u prethodnom sluqaju, jer
je M − ln x(t) � M − x(t).

Za veliki broj eko-sistema matematiqki model koji opisuje dinamiku rasta
populacije je oblika

x′(t) = rx(t) − α x2(t), t > 0, x(0) = x0,

gde je α > 0 koeficijent samounixteǌa. Sabirak −α x2(t) na desnoj strani
ove jednaqine ukazuje na umaǌeǌe brzine rasta populacije za broj jedinki koje
se unixtavaju u me�usobnoj interakciji, na primer truju�i sebe i jedna drugu
toksinima koje izluquju (u populaciji sa N jedinki ukupan broj reakcija samo-
unixteǌa je N2). Ova jednaqina se rexava sliqno jednaqini (2), tako da je

x(t) =
rx0

αx0 + (r − αx0) e−r t
, t � 0.

3. Opxti dinamiqki model

Mo�e se postaviti opxti dinamiqki model

x′(t) = r x(t) − α x2(t) + β P (x(t)) − γ Q(x(t)), t > 0, x(0) = x0,

u kome su konstantni parametri r ∈ R, α, β, γ > 0. Prva dva sabirka na desnoj
strani su opisana kao u prethodnom modelu, P (x(t)) predstavǉa broj jedinki koje
pristi�u u eko-koloniju iz spoǉaxǌe sredine (u ekonomiji, to bi bila koliqina
novca koja se dodatno ula�e u finansijski proces), a Q(x(t)) je broj jedinki koje
napuxtaju koloniju (koliqina novca koja se odstraǌuje iz finansijskog procesa).

U opxtijem sluqaju, umesto konstanata u prethodnom modelu mogu biti funk-
cije vremena,

x′(t) = r(t)x(t) − α(t)x2(t) + β(t)P (x(t)) − γ(t)Q(x(t)), t > 0,

x(0) = x0,
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ili jox opxtije, t i x(t) mogu biti u bilo kojoj funkcionalnoj zavisnosti preko
nenegativnih funkcija P i Q,

x′(t) = r(t)x(t) + P (t, (x(t)) − Q(t, (x(t)), t > 0, x(0) = x0.

Naravno, poseban problem predstavǉa rexavaǌe ovakvih jednaqina. Kako
je mali broj efektivno rexivih diferencijalnih jednaqina, obiqno se pristupa
ǌihovom numeriqkom rexavaǌu.

Dakle, dinamiqki model mora biti tako postavǉen, da dovoǉno precizno
opisuje realno staǌe procesa na koji se odnosi. Paramerti u dinamiqkom mo-
delu se proceǌuju uglavnom statistiqki, na osnovu prethodnih informacija o
procesu, tj. analizom podataka o procesu. Time se omogu�ava predvi�aǌe pona-
xaǌa procesa, xto je i primarni ciǉ matematiqkog modeliraǌa uopxte.

4. Stohastiqki modeli

U svim prethodnim modelima nisu uzimani u obzir sluqajni uticaji na di-
namiqke sisteme. Me�utim, u realnosti se stopa rasta, pored promenǉivosti u
vremenu, meǌa i u zavisnosti od sluqajnih uticaja, na primer, od promena kli-
matskih uslova �ivota bioloxke zajednice, ili sluqajnog kretaǌa kapitala na
finansijskom tr�ixtu. Zbog toga je logiqno stopu rasta matematiqki modeli-
rati kao zbir

r(t, ω) = r + σ ξ(t, ω), t � 0,

gde su r i σ nesluqajne vrednosti, a ξ(t, ω) je sluqajna promenǉiva u kojoj su
sluqajni doga�aji ω iz nekog prostora elementarnih doga�aja Ω. Ova sluqajna
promenǉiva se meǌa i u zavisnosti od vremena, dakle, jeste sluqajni proces.
U velikom broju stohastiqkih modela sluqajna promenǉiva ξ(t, ω) ima normalnu
raspodelu za svako t > 0, odnosno radi se o sluqajnom procesu poznatom kao
Gausov beli xum. Realni proces u dinamiqkom modelu je modeliran sluqajnim
procesom x(t, ω), qija se dinamika rasta opisuje jednaqinom

dx(t, ω) = r x(t, ω) dt + σ x(t, ω) ξ(t, ω) dt, t > 0, x(0, ω) = x0

U literaturi je poznato da je Gausov beli xum formalni izvod Vinerovog pro-

cesa w(t, ω) (procesa Braunovog kretaǌa), tj. ξ(t, ω) =
dw(t, ω)

dt
. Tako se dolazi

do stohastiqke diferencijalne jednaqine

(3) dx(t, ) = r x(t, ω) dt + σ x(t, ω) dw(t, ω), t > 0, x(0) = x0,

u kojoj se r i σ odre�uju statistiqki u svakom konkretnom sluqaju.
Analogno deterministiqkom modelu 2, u stohastiqkom modelu dinamika re-

gulisanog sluqajnog rasta populacije opisana je sluqajnim procesom

dx(t, ω) = r x(t, ω)[M − x(t, ω)] dt + σ x(t, ω) dw(t, ω), t > 0, x(0) = x0.

Jednaqinom (3) se mo�e modelirati, na primer, cena neke nekretnine. Iz
same jednaqine se mogu dobiti i neke druge informacije o ceni, na primer opti-
malno vreme prodaje, xto se svodi na odre�ivaǌe vremenskog trenutka t za koju
je x(t, ω) najve�e, sa zadatom veoma visokom verovatno�om.
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Isto tako, jednaqinom (3) se opisuje cena vrednosnih papira kojima se tr-
guje na berzama. Trgovina na berzama se odvija pomo�u primarnih hartija od
vrednosti, deonica, obveznica, akcija, i finansijskih derivata od kojih su
najznaqajnije opcije. Dok primarne hartije od vrednosti predstavǉaju stvarni
kapital koji ǌihov vlasnik poseduje, opcije predstavǉaju finansijske ugovore
kao vid osiguraǌa od rizika u trgovini. One svom vlasniku obezbe�uju mo-
gu�nost, ali ne i obavezu, da kupi ili proda odre�enu koliqinu primarnih
hartija od vrednosti po unapred ugovorenoj ceni u odre�enom vremenskom peri-
odu. Preciznije, na osnovu ovih ugovora vlasnik �e ostvariti dobit kupovinom
(prodajom) hartija od vrednosti po ugovorenoj ceni u datom vremenskom periodu,
ako je ǌihova cena u trenutku kupovine (prodaje) ni�a (vixa) od cene na berzi.
U suprotnom, on takvu mogu�nost ne�e iskoristiti, qime se xtiti od rizika da
pogrexnom kupovinom (prodajom) napravi gubitak.

Permanentni ciǉ vlasnika hartija od vrednosti je da ostvari najve�u dobit
uz najmaǌe ulagaǌe i rizik. U ciǉu smaǌeǌa rizika, vlasnik svoja sredstva
istovremeno ula�e u vixe razliqitih deonica, obveznica, akcija i opcija, za
razliqite vrste robe. Skup svih tih hartija od vrednosti naziva se portfolio.

Promenǉivost parametara rizika utiqe na dinamiku promene portfolija,
tj. na permanentnu promenu odnosa razliqitih hartija od vrednosti i finansij-
skih derivata u portfoliju. Vlasnik mo�e dobro izbalansiranim portfoliom
znatno uve�ati svoj kapital, ili ga izgubiti zbog neadekvatnog portfolija, tj.
zbog loxe procene kretaǌa kapitala na finansijskom tr�ixtu. Tu stupaju na
scenu matematiqari – finansijski analitiqari, qiji je prevashodni zadatak
da uspexno matematiqki modeliraju slo�ene ekonomske sisteme. Imaju�i u vidu
dobit koja se ostvaruje ovakvim poslovima, zanimaǌe finansijskog analitiqara
je, u svetskim razmerama, na vrhu lestvice atraktivnih zanimaǌa.

LITERATURA

[1] K.K. Ponomarev, Sastavǉaǌe diferencijalnih jednaqina, Vixa xkola,
Minsk, 1973 (na ruskom).

[2] B. Sendov, R. Maleev, S. Markov, Matematika za biologe, Nauka i
iskustvo, Sofija, 1981 (na bugarskom).

[3] P. Wilmoot, S. Howison, J. Dewynne, Mathematics of Financial Derivati-
ves, Cambridge University Press, 1995.


