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PROBLEM TRISEKCIJA UGLA

ISTORIJA� INSTRUMENTI I ISTRA�IVA�A

U ovom qlanku su prikazani neki interesantni deta�i iz istorije trisekci�
ja ugla pred Francuskom akademijom nauka i iz prvog nauqnog otkri�a i velikog
razoqare�a� naxeg velikog nauqnika svetskog glasa Milutina Milankovi�a� ko�
je je upravo rexe�e problema trisekcija ugla� Pokazano je da se analitiqkim
rexava�em problema trisekcija ugla dobija jednaqina tre�eg stepena� xto zna�
qi da se trisekcija ugla ne mo�e izvrxiti pomo�u le�ira i xestara� Pored
toga prikazan je originalan instrument za trisekciju ugla� koji je autor qlanka
konstruisao� Nedavno je na bazi trisekcije ugla otkrivena teorema u geometriji
trougla�

Qlanak prikazuje plod vixedecenijskog istra�iva�a autora u oblasti tri�
sekcije ugla� Name�ena je svima koji �ele da nexto vixe saznaju o istoriji�
intrumentima i istra�iva�ima trisekcije uglova�

�� Nada naivnih nematematiqara

Stari grqki matematiqari mnogo su se bavili konstruktivnim geometrij�
skim zadacima� Oni su mnoge probleme koje mi danas rexavamo algebarski re�
xavali qisto geometrijski� a pri konstrukciji su dozvo�avali sebi samo upo�
trebu le�ira �neskaliranog	 i xestara� Poreklo ovog uslova je u tome xto su
oni smatrali pravu i krug za savrxene linije� Zato su ve� u �ihovo vreme
bili uoqeni neki konstruktivni zadaci koji se na taj naqin ne mogu rexiti�
Neki od tih zadataka su vremenom postali quveni� a jedan od �ih je i problem
trisekcija ugla�

Problem trisekcija ugla se sastoji u tome da se samo pomocu xestara i
le�ira podeli dati proizvo�ni ugao na tri jednaka dela� Taj problem nema re�
xe�a� tj� nije mogu�e na�i postupak za podelu proizvo�nog ugla na tri jednaka
dela samo pomocu xestara i le�ira� Ali to je dokazano tek u pretproxlom veku
�francuski akademik P� Wentzell 
��
� godine	� Dotle su� me�utim� ne samo mno�
gi quveni matematiqari� nego i mnogi slabi poznavaoci matematike pokuxavali
da ga rexe� ovi posled�i qesto i zato xto su za rexe�e raspisivane velike
nagrade� Sada se pak matematiqari ne bave vixe tim problemom� �ime se bave
jox neki put samo �udi koji ne znaju matemetiku� pa im se qini da mogu na�i
rexe�e i za ono xto je nerexivo�



� B� Qabri�

Izvesti� me�utim� trisekciju ugla drugim instrumentima� koji crtaju dru�
ge slo�enije algebarske krive linije� mogu�e je� Xestarom i le�irom zadatak
se� za proizvo�ni ugao� mo�e rexiti samo pribli�no� i to po �e�i velikom
taqnox�u �
��

�� Upornost naivnih nematematiqara

Ovaj quveni problem� koji je od vajkada zanimao i matematicare od zanata
i laike� zanima�e i ubudu�e bar one koji ne znaju taqno u qemu se on sastoji�
ali znaju toliko da je to nexto oko qega su se lomila mnoga kop�a� pa je ipak
posao ostao nesvrxen� Prvi pojam o tom problemu bar prividno je pristupa�
qan svakome� pa i onome koji jedva ima prve� osnovne� geometrijske i raqunske
pojmove� I ta je prividna pristupaqnost i qinila da su o �emu mislili i
najvixe rasprav�ali bax oni koji su za to najma�e pozvani� i qini�e da tako
bude i u budu�nosti� Pravi smisao problema jasan je samo onima koji su dovo��
no upu�eni u pita�a matematiqke analize� a takvi se sigurno ne�e vixe �ime
baviti�

U istoriji francuske Akademije nauka od 


�� godine nalazi se zapisana
odluka Akademije� da vixe ne�e ulaziti u ispitiva�e rexe�a problema kva�
dratura kruga� trisekcija ugla i udvaja�e kocke� koja bi joj bila podneta ma
od qije strane� U objavi� Akademija odluqno poriqe da je u Akademiji rezervi�
sana znatna suma novca za nagradu sre�nom pronalazaqu rexe�a jednog od tih
problema� stoji od reqi do reqi ovo� ��Stalno se pronose glasovi da je fran�
cuska vlada odredila veliku nagradu onome koji rexi jedno od gor�ih pita�a�
Veruju�i u te la�ne vesti� masa �udi lixena svakog matematiqkog zna�a� oda�
je se takvim bespredmetnim poslovima� zapuxtajuci svoje prave poslove i svoje
porodiqne brige� �ihova upornost prelazi u ludilo� koje je utoliko te�e za
leqe�e xto su pronalazaqi� koji nemaju pojma o pravom smislu problema� i koji
su nesposobni da razumeju ni o qemu se radi� ube�eni da ih je Provi�e�e naro�
qito odredilo da tra�e i na�u rexe�e problema i da oni za svoje uspehe u tome
imaju da zahvale jednoj vrsti inspiracije koja ne nailazi na prave naucnike�
����

�� Rexe	e i razoqare	e maturanta Milutina Milankovi�a

Prvo nauqno otkri�e i veliko razoqare�e� naxeg velikog nauqnika svetskog
glasa Milutina Milankovi�a bilo je upravo rexe�e problema trisekcija ugla�
Naime� posle mature �juni 
���	 a pre odlaska na studije gra�evinske tehnike�
oktobra meseca u Beq� imao je dosta vremena� To vreme iskoristio je da poseti
ro�ake i prijate�e porodice Milankovi� u Beogradu� Tom prilikom nabavio je
i svesku LI ��Glas Srpske kra�evske akademije� koja je te godine izaxla iz xtam�
pe� U toj svesci ��Glasa� naxao je opxirnu raspravu �
� stranice	 akademika
�ubomira Kleri�a pod naslovom ��Traktoriograf i konstruisa�e Ludolfovog
broja � i osnovice e prirodnih logaritama�� U tom radu je bilo na korek�
tan naqin pokazano da se klasiqni problem rektifikacija �odnosno kvadratura	
kruga� istina samo upotrebom xestara i le�ira ne mo�e rexiti� ali se drugim
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instrumentima� �egovim traktoriografom koji crta traktrise� transcendentne
krive� to mo�e postici�

Milankovi� ka�e u svojim Uspomenama ���� ��Ve� sam taj naslov me �ivo
zainteresovao� jer sam� i sa uskim zna�em sred�oxkolske matematike� mogao
da shvatim o qemu se u toj raspravi radi� tim pre xto me je moj profesor
Vari�ak liqno obavestio o neqem xto nije smatrao interesantnim za ostale
moje drugove�� To obavexte�e se odnosilo na tri quvena stara problema� a
to su pored kvadrature kruga� trisekcija ugla i udvostruqe�e kocke� Bilo je
ve� dokazano da se nijedan od ovih problema ne mo�e rexiti samo xestarom
i le�irom� tj� da se ne mo�e nikako svesti samo na crta�e pravih linija i
krugova� Kleri� je pokazao da se za problem kvadratura kruga to mo�e posti�i
crta�em traktrise�

Na Milankovi�a je to naqinilo veliki utisak� qak i samo upoznava�e sa
jednim novim instrumentom� jer on do tada osim xestara i le�ira druge nije
poznavao� Stoga je sebi postavio zadatak da na neki nacin rexi trisekciju ugla
��koja je lakxi problem� kako on ka�e� On je razmix�aju�i o tome u svojoj
baxti na drvenoj klupi ��koja je tog dana bila orendisana i imala glatku belu
povrxinu� nacrtao rexe�e tra�enog problema� Me�utim� nesre�a je bila u
tome xto je taj problem vec bio rexen na isti naqin� xto on� naravno nije
znao� Milankovic je problem trisekcija ugla rexio u istom onom smislu u
kojem je Kleri� rexio problem kvadratura kruga � pomo�u krive koja se zove
konhoida ����


� Nemogu�nosti le	ira i xestara

U elementarnoj geometriji ne postoji algoritam kojim bi se� u opxtem slu�
qaju� moglo odrediti koji se konstruktivni zadatak mo�e rexiti pomo�u le�i�
ra i xestara� a koji ne� odgovor na ovo pita�e dobija se primenom analitiqke
geometrije� uz teoriju algebarskih jednaqina� Analiziraju�i elementarne kon�
strukcije� lako je uvideti da se svaki konstruktivni problem mo�e svesti na
odre�iva�e tra�enih taqaka� polaze�i od datih taqaka u figuri� Svaka nova
taqka u procesu konstrukcije dobija se bilo u preseku dve prave� bilo u pre�
seku prave i kruga� ili u preseku dva kruga� Prave u analitiqkoj geometriji
predstav�aju se linearnim jednaqinama oblika

��� ax� by � c � 	�

a krugovi jednaqinama drugog stepena oblika

��� x� � y� � dx� ey � f � 	�

Prema tome� pronala�e�e koordinata novih taqaka svodi se na rexava�e siste�
ma od dve jednaqine� od kojih je svaka bilo tipa �
	� bilo tipa ��	 ���� Analitiq�
kim rexava�em problema trisekcija ugla dobija se �poznata	 trigonometrijska
jednaqina

cos� � 
 cos�
�

�
� � cos

�

�
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koja supstitucijom cos� � a i cos
�

�
� x prelazi u algebarsku jednaqinu

��� 
x� � �x� a � 	�

Mo�e se pokazati da se ova kubna jednaqina ��	 za proizvo�nu vrednost a� tj�
ugla � ne mo�e razlo�iti na sistem od dve jednaqine� tipa �
	 i ��	� To znaqi
da nije mogu�e pomo�u xestara i le�ira podeliti ugao na tri jednaka dela�
Kada je ugao � � �	���n� gde je n � �� �� �� � � � � jednaqina ��	 se mo�e razlo�iti
na jednaqine tipa �
	 i ��	� tj� trisekcija se mo�e izvrxiti pomo�u xestara i
le�ira ������

�� Novi instrument za trisekciju

Za trisekciju ugla izumeno je vixe mehaniqkih naprava� Neki od ovih me�
hanizama slu�e za crta�e krivih linija pomo�u kojih se rexava jednaqina za
trisekciju ugla� drugi rexavaju trisekcionu jednaqinu neposredno ili nepo�
sredno vrxe podelu ugla na tri jednaka dela ��� 
��

Sl� �� Instrument za trisekciju tupih uglova

Ja sam konsrtuisao instrumente za neposrednu podelu ugla na tri jednaka
dela ���
�� �jedan od �ih je prikazan na slici 
	� On se sastoji od tri le�ira
jednake du�ine �rastoja�a AB � BC � CD	 koji su povezani pomo�u osovinica
u taqkama B i C� U taqki D se nalazi igla koja klizi du� proreza� Kada se
le�ir CB postavi pod uglom �� prema liniji AC� tada le�ir AB zaklapa ugao
�� Dokaz� u �ABC �sl� �	 imamo � � ��� i u �ACD imamo � � ��� iz qega
sledi da je � � ����

Sl� �� Uz dokaz da je rad instrumenta ispravan
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�� Istra
iva	e sa trisekcijom ugla

Me�u brojnim teoremama o geometriji trougla� posebno je zanim�iva Mor�
lejeva �Morley	 teorema ���qudo nad qudima� �
��	� delom zbog onoga xto ona
saopxtava� a delom zbog vremena kada je otkrivena �ona je otkrivena 
���� godi�
ne tj� u vreme kada se mislilo da su sve qi�enice o znaqajnim taqkama� linijama
i krugovima nad trouglom otkrivene	�

Sl� �� Ilustracija Morlejeve teoreme

Morlejeva teorema tvrdi da ako se u ma kom trouglu ��ABC	 �sl� �	 kon�
struixu poluprave koje svaki od unutrax�ih uglova dele na tri jednaka dela�
onda �e tri preseqne taqke odgovaraju�ih parova polupravih biti temena je�
dnakostraniqnog trougla ��A�B�C �	 �Morlejev trougao	�

Sl� �� Proxire�e Morlejeve teoreme

Ako se jednakostraniqan trougao �A�B�C � �sl� �	 napravi od krute �ice
i troglovi �ABC �� �BCA� i �ACB� naprave od konca� ja sam naxao da se
dobija mehaniqki model Morlejeve teoreme i istovremeno instrument za tri�
sekciju uglova� Kada se izvrxi trisekcija spo�ax�ih uglova trougla ��ABC	
�sl� �	� na raqunaru pomo�u programa CorelDRAW� ja sam naxao tri preseqne
taqke parova polupravih koje su temena jednakostraniqnog trougla ��A�B�C �	
�proxire�e Morlejeve teoreme na spo�ax�e uglove �
��	�
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�� Dometi nekog problema i rezultata

Potrebne su deta�ne analize prilikom odre�iva�a smisla i dometa nekog
problema i rezultata� Ve� spomenuto pita�e kvadrature kruga dovelo je do
pojma transcendentnog broja i do veoma znaqajne teorije realnih brojeva� A to je
izgledalo kao zadatak� koji je sa gledixta svoje formulacije naivniji od mnogih
sred�oxkolskih zadataka� Ima toliko nezaobilaznih rezultata da je oqigledno
da bi nauka bitno drugaqije izgledala da �ih nije bilo� Daleko od toga da se
ovo mo�e re�i za sve rezultate� xto ipak ne znaqi �ihovu degradaciju� Ako je
rezultat trivijalan� ni to samo po sebi ne znaqi da se do �ega vrlo lako doxlo�
Mo�e se do trivijalnog do�i i posle veoma texkih spekulacija� a prost postupak
do koga se doxlo u pravi qas mo�e dovesti do neqeg znaqajnog� I u matematici
vremenska distanca u mnogim sluqajevima omogu�ava konaqan sud� Nexto xto je
izgledalo vrlo va�no i slo�eno pre�e u neku od skromnijih kategorija� Nexto
na izgled trivijalno opravda se nekim kasnije uoqenim posebnim osvet�e�em�
Ima i manipulacija� koje su ipak retkost� da se na svestan i sistematski naqin
beznaqajni iskazi zaodevaju u vixu nauqnu formu�
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