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OSNOVNI PERIOD FUNKCIJE

Sa pojmom osnovnog perioda funkcije uqenici se prvi put susre�u u sre�
d�oj xkoli pri izuqava�u trigonometrijskih funkcija� Pri tome se smatra da
osnovni period trigonometrijskih funkcija postoji� Me�utim� dokaz egzisten�
cije osnovnog perioda funkcije nije bax trivijalan i zahteva odre�ena zna�a
iz matematiqke analize� Dokaz ove teoreme texko je na�i u u�benicima anali�
ze iz jednostavnog razloga xto se u prvom kursu analize izuqava neprekidnost�
diferencijabilnost i druga svojstva trigonometrijskih funkcija za koja peri�
odiqnost nije od osobite va�nosti� U drugom kursu analize u kome se izuqavaju
Furijeovi redovi ova teorema se ne dokazuje najverovatnije xto se smatra da je
ovo predmet izuqava�a prvog kursa analize� I tako se ova dosta bitna teorema
jednostavno texko mo�e na�i u standardnim u�benicima matematiqke analize�
Osnovni motiv ovog rada je dokaz teoreme o egzistenciji osnovnog perioda funk�
cije kod jedne veoma xiroke klase periodiqnih funkcija�

Mnogi procesi u prirodi su periodiqnog karaktera� Oni se u pravilnim
vremenskim razmacima ponav	aju� a opisuju se periodiqnim funkcijama�

Definicija �� Realna funkcija f � X � R� X � R� je periodiqna ako
postoji realan broj T �� � takav da je za svako x � X� ispu�eno x � T � X�
x� T � X i f�x� T � � f�x� T � � f�x�� Broj T naziva se periodom funkcije�

Ako je T period funkcije f � tada je nT � n � Z� tako�e period te funkcije�
Zaista� zame�uju�i x sa x� T 
odn� x� T �� lako se dokazuje da za svako n � N
va�i jednakost f�x� � f�x� nT � 
odn� f�x� � f�x� nT ��� Osim toga� ako su T�
i T� dva perioda funkcije f � tada je i T� � T� period funkcije f � Prema tome�
svaka periodiqna funkcija ima beskonaqno mnogo perioda�

Definicija �� Neka je f periodiqna funkcija� Ako postoji najma�i
pozitivan period T funkcije f � onda je T osnovni period funkcije f �

Prirodno se postav	a slede�e pita�e� da li svaka periodiqna funkcija
ima najma�i pozitivan period Odgovor je negativan� xto pokazuje slede�i

Primer �� Za Dirihleovu funkciju

��x� �

�
�� x � Q�

�� x � R nQ�

svaki racionalan broj r � Q je period� pa ne postoji najma�i period�
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Primetimo da je Dirihleova funkcija prekidna u svakoj taqki x � R�
Me�utim� funkcija f�x� � c� x � R� neprekidna je na R� svaki realan broj
je period te funkcije� pa ne postoji najma�i pozitivan period te funkcije�

U da	em izlaga�u bi�e korix�ena Kantorova teorema koju navodimo bez
dokaza� Za �en dokaz qitaoca upu�ujemo na ma koji standardni u�benik analize�

Teorema �� Ako je neka funkcija neprekidna na zatvorenom intervalu�
onda je ona ravnomerno neprekidna na �emu�

Da bismo odgovorili na pita�e o egzistenciji najma�eg pozitivnog perio�
da� doka�imo najpre slede�u teoremu�

Teorema �� Svaka neprekidna periodiqna funkcija f � R� R je ravno�
merno neprekidna na R�

Dokaz� Neka je T period funkcije f � Kako je funkcija f neprekidna na R�
ona je prema Kantorovoj teoremi ravnomerno neprekidna na segmentu 
�T� �T ��
Stoga za svako � � � postoji �� T � � � �� tako da za svako x�� x� � 
�T� �T � iz
jx��x�j � � sledi nejednakost jf�x���f�x��j � �� Neka su y� i y� realni brojevi
koji zadovo	avaju uslov jy� � y�j � � i neka je k � 
y��T �� Tada t� � y� � kT �
t� � y� � kT � 
�T� �T �� jt� � t�j � jy� � y�j � �� pa je

jf�y��� f�y��j � jf�t� � kT �� f�t� � kT �j � jf�t��� f�t��j � ��

qime je dokazana ravnomerna neprekidnost funkcije f na R�

Napomenimo da dokazana teorema ne va�i u sluqaju neprekidne periodiqne
funkcije qiji je domen X �� R� Funkcije tg x i ctg x su periodiqne i neprekidne
u oblasti definisanosti� ali nisu ravnomerno neprekidne�

Teorema �� Ako je neprekidna periodiqna funkcija f � R� R razliqi�
ta od konstantne funkcije� tada ona ima najma�i pozitivan period�

Dokaz� Kako je neprekidna� periodiqna funkcija f razliqita od konstantne
funkcije� postoje realni brojevi x� i x� za koje je f�x�� �� f�x��� Neka je
jf�x�� � f�x��j � d� Funkcija f je prema teoremi � ravnomerno neprekidna� pa
stoga za svako � � �� dakle i za � � d� postoji � � � tako da za svaki par realnih
brojeva y� i y� koji zadovo	avaju uslov jy� � y�j � � va�i nejednakost jf�y���
f�y��j � �� Ako funkcija ne bi imala najma�i pozitivan period� postojao bi
period T� funkcije f koji zadovo	ava uslov T� � �� Oznaqimo k � 
�x��x���T���
Tada je

x� � x�
T�

� k �
h

T�
�

gde je � � h � T� � �� Stoga je

d � jf�x��� f�x��j � jf�x��� f�x� � h� kT��j � jf�x��� f�x� � h�j � ��

xto je suprotno naqinu izbora broja �� Dobijena kontradikcija dokazuje da
funkcija f ima osnovni period�

Na osnovu dokazane teoreme neposredno sledi da trigonometrijske funkcije
sinx i cosx imaju osnovni period� Dokaz da je osnovni period ovih funkcija ��
qitalac mo�e videti u k�izi ����



Osnovni period funkcije �

Navedimo sada jox jednu naizgled oqiglednu qi�enicu koja va�i za perio�
diqne funkcije�

Teorema �� Neka je funkcija f � R � R periodiqna sa osnovnim peri�
odom T � Ako je funkcija f integrabilna u svojstvenom ili nesvojstvenom
smislu na segmentu 
�� T �� tada je ona integrabilna na svakom konaqnom
segmentu realne prave� Pri tome za svako a � R va�i
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Dokaz� Neka je 
a� b� � R proizvo	an segment� Tada postoje celi brojevi m
i n tako da je mT � a � b � nT � Kako jeZ

T

�

f�x� dx �

Z �k���T

kT

f�t� kT � dt �

Z �k���T

kT

f�t� dt�

funkcija f je integrabilna na 
kT� �k���T �� Sada na osnovu aditivnosti inte�
grala sledi integrabilnost funkcije f na svakom segmentu 
mT� nT �� pa dakle
i na segmentu 
a� b�� Time smo dokazali da integral na levoj strani jednakosti

�� postoji� Da doka�emo ovu jednakost� primetimo da je

���

Z a�T
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f�x� dx �
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T

f�x� dx	

Uvo�e�em smene x � y � T u posled�em integralu ove jednakosti dobijamo
slede�u jednakost
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Iz jednakosti 
�� neposredno dobijamo slede�u jednakostZ
T

�

f�x� t� dx �

Z
T

�

f�x� dx� t � R	
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