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UOPXTENI ARITMETIQKI I GEOMETRIJSKI NIZOVI

Neka je

��� �an� � �a�� a�� � � � � an� � � � �

niz realnih brojeva� Od qlanova niza ���� obrazova�em razlika po dva uzastopna
qlana� formiraju se nizovi�

�a� � a�� a� � a�� � � � � an�� � an� � � � � prve razlike�
�a� � �a� � a�� a� � �a� � a�� � � � � an�� � �an�� � an� � � � � druge razlike�
�a� � �a� � �a� � a�� � � � � an�� � �an�� � �an�� � an� � � � � tre�e razlike�
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Ako su m�te razlike ��� aritmetiqki niz nultog reda �konstantan
niz�� onda je ��� aritmetiqki niz m�tog reda�

Niz ��� �� � � � � �� � � � � je aritmetiqki niz nultog reda� niz ��� 	� 
� �	� � � �n� �
n� �� � � � � aritmetiqki niz drugog reda� a niz ��� ��� 
�� � � � � n� � �� � � � � aritme	
tiqki niz qetvrtog reda�

Ako je ��� aritmetiqki niz m�tog reda� poznato je da je �egov opxti
qlan polinom po n m�tog stepena�

��� an � B� �B�n� � � ��Bmn
m� B�� B�� � � � � Bm � R� Bm �� ��

Ci
 ovog qlanka je da se uvede jedan nov pojam� pojam niza zbirova uzasto	
pnih qlanova niza ���� Na primer� niz ������ 	� �� 
� �� � � � � n�� �� ����n � �� � � � �
nije aritmetiqki� a ni geometrijski� Me�utim� niz formiran od zbirova po dva
uzastopna qlana ovog niza je aritmetiqki niz �prvog reda� ��� �� �� � � � � �n��� � � � ��
Niz �� � �n�����n � �� nije geometrijski ni aritmetiqki� Niz formiran od zbi	
rova po dva uzastopna qlana ovog niza je geometrijski niz ��� � �n��

�� Uopxteni aritmetiqki nizovi

Od qlanova niza ���� pomo�u zbirova po dva uzastopna qlana� formirajmo
nizove�



Uopxteni aritmetiqki i geometrijski nizovi ��

�a� � a�� a� � a�� � � � � an � an��� � � � � prvi zbir�
�a� � �a� � a�� a� � �a� � a�� � � � � an � �an�� � an��� � � � � drugi zbir�
�a� � �a� � �a� � a�� � � � � an � �an�� � �an�� � an��� � � � � tre�i zbir�

i� uopxte� k	ti zbir
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Opxti qlan k	tog zbira ��� oznaqimo sa Ak
n�

��� Ak
n �

kP
i��

�
k

i

�
an�i�

Od qlanova k	tog zbira mogu se formirati prve� druge� tre�e i opxte m	te
razlike�
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Opxti qlan niza �
� oznaqimo sa Ak�m
n �
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Definicija �� Niz ��� je uopxteni aritmetiqki niz reda mk ako m	te
razlike �egovog k	tog zbira ��� formiraju aritmetiqki niz nultog reda�

Primer �� Niz ���� �� �� ��� ��� � � � � n� � ����n��n � ��� � � � � je uopxteni
aritmetiqki niz reda ���

Zaista� opxti qlan prvog zbira datog niza je

A�
n � an � an�� � �n� � �n� � � � ����n�� � ��

a opxti qlan drugog zbira

A�
n � A�

n �A�
n�� � 	n� � ��n� � 
n� ���

Opxti qlan drugog zbira je polinom tre�eg stepena� xto znaqi da je drugi
zbir datog niza aritmetiqki niz tre�eg reda� Prema definiciji �� dati niz je
uopxteni aritmetiqki niz reda ���

Napomena� Za konaqan niz

�
� �a�� a�� � � � � an�� n � m� k � ��

ako ispu�eva uslove definicije �� kaza�emo da je konaqan uopxteni aritme�
tiqki niz reda mk�

Pokaza�emo da se niz ��� mo�e dopuniti do beskonaqnog uopxtenog aritme	
tiqkog niza reda mk�
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Niz �Ak
� � A

k
� � � � � � A

k
n�k� � � � � Ap�� p � n� k �m� �� je k	ti zbir niza ���� pa

je �egov opxti qlan polinom m	tog stepena�

��� Ak
n � B� �B�n� � � ��Bmn

m� B�� B�� � � � � Bm � R� Bm �� ��

Za n � �� �� � � � �m� �� iz ��� se dobija sistem jednaqina

����
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B� � �m� ��B� � �m� ���B� � � � �� �m� ��mBm � Ak
m���

za izraqunava�e koeficijenata B�� B�� � � � � Bm� Determinanta sistema ���� je
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xto znaqi da sistem ima jedinstveno rexe�e�

Opxti qlan niza ���� dopu�en do beskonaqnog uopxtenog aritmetiqkog niza
reda mk� na osnovu ��� je rexe�e diferencne jednaqine
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sa poqetnim uslovima� a� � a��� a� � a��� � � � � am�� � a�m��� gde su a��� a
�
�� � � � �

a�m�� prvi qlanovi niza ����

Primer �� Zavisnost du�ine spiralne opruge d �cm�� uqvrx�ene na je	
dnom kraju� od sile F �N� koja je iste�e� data je u slede�oj tabeli �dobijenoj
eksperimentalno��

F �N� � � � 	 � 


d �cm� ���� ���� ���� ���� ���� ����

Metodom najma�ih kvadrata� veza izme�u sile F i du�ine opruge d dobijena
je u obliku formule d � ���� � ��
F � koja daje pribli�ne vrednosti du�ine
opruge� Izvex�emo formulu

d � �� � ���n� ����n � ���

koja daje taqne vrednosti du�ine d opruge�
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Po�imo od niza vrednosti d iz tabele

�a� ��	��� �
��� ����� ����� �
��� ������

Prvi zbir ovog niza jeste niz

�b� ������ ����� 	
��� ����� 
�����

Prva razlika prvog zbira �b� je niz nultog reda ��� �� �� ��� xto znaqi da je niz
�a� uopxteni aritmetiqki niz reda ���

Opxti qlan prvog zbira �b� je polinom prvog stepena

�c� A�
n � B� �B�n�

Za n � �� n � � i A�
� � �	�� � �
�� � ����� A�

� � �
�� � ���� � ����� iz �c� se
dobija sistem jednaqina

B� �B� � ����� B� � �B� � ����

qije je rexe�e B� � ����� B� � �� pa je opxti qlan prvog zbira A�
n � ����� �n�

odnosno� na osnovu ��� za k � ��

�d� an�� � an � ���� � �n�

Jednaqina �d� je diferencna jednaqina prvog reda qije je opxte rexe�e

�e� an � �� � ���n� ����nD�

gde je D proizvo
na konstanta koju treba odrediti�

Za n � � i a� � �	�� �ili za n � �� a� � �
��� � � � � iz �e� se dobija D � ����
pa je

d � �� � ���n� ����n � ��� �an � d�

formula koja daje taqne vrednosti du�ine d opruge�

Primer �� Odrediti opxti qlan niza ���� �� �� ��� ��� ��� �
� �
� �	� ��� � � ��
koji je uopxteni aritmetiqki niz reda ���

Opxti qlan drugog zbira datog niza je polinom drugog stepena A�
n � B� �

B�n�B�n
�� B� �� �� pa za n � �� �� � sistem jednaqina

B� �B� �B� � ��

B� � �B� � 	B� � �	�

B� � �B� � �B� � �	�

ima rexe�e B� � ��� B� � �� B� � 	� xto znaqi da je A�
n � 	n� � �� odnosno�

na osnovu ����

�f� an�� � �an�� � an � 	n� � ��

Rexe�e diferencne jednaqine �f�� sa poqetnim uslovima a� � �� i a� � � je

an � n� � �n� ����nn�

xto predstav
a opxti qlan datog niza�
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�� Uopxteni geometrijski nizovi

Definicija �� Niz an � aqn�� � Pm�n�� a � R� Pm�n� realan polinom�
je geometrijski niz �m� ���og reda ako su �egove �m� ��	ve razlike niz

���� �a�q � ��m��qn����

Niz ���� je geometrijski niz prvog reda�

Primer �� Niz �an�� gde je an � � � �n� �n� �� je geometrijski niz drugog
reda� Opxti qlan prve razlike je

A���
n � A�

n�� � A�
n � �� � �n � ��

a opxti qlan druge razlike

A���
n � A

���
n�� �A���

n � �� � �n�

Druge razlike datog niza su� na osnovu definicije �� geometrijski niz prvog
reda ��� � �� �� � ��� � � � � �� � �n� � � � � pa je dati niz geometrijski niz drugog reda�

Neka je
����
�an� � �aqn�� � Pm�n� � ����nQk�n��� a � R� P�Q � realni polinomi�

realan niz� Opxti qlan �egovog �k � ��	og zbira je

Ak��
n � a�q � ��k��qn�� �Rm�n��

a opxti qlan �m� ��	ve razlike �k � ��	og zbira je

Ak���m��
n � a�q � ��k���q � ��m��qn���

Definicija �� Niz ���� je uopxteni geometrijski niz reda mk ako su
�m� ��	ve razlike �egovog �k � ��	vog zbira geometrijski niz prvog reda�

Primer �� Na�i opxti qlan niza ��� ���	� �� �	� ��� ���� 	��� � � �� koji je
uopxteni geometrijski niz reda ���

Tre�a razlika drugog zbira je niz �� � �� � � ��� � � � � � � �n� � � � �� Rexe�e jedna	
qine A���

n � � � �n� odnosno� na osnovu ���� jednaqine
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je A�
n � � � �n � 
� 
n� 	n�� odakle je na osnovu ���

���� an�� � �an�� � an � � � �n � 
� 
n� 	n��

Rexe�e jednaqine ���� uz poqetne uslove a� � �� a� � � i a� � �	 glasi

an � �n � n� � ����nn�

xto predstav
a tra�eni opxti qlan datog niza�


