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VERI�NI RAZLOMCI I PRIMJENE

Da bismo otkrili ili vidjeli nexto neobiqno� nexto tajanstveno� qesto se
misli da moramo oti�i negdje daleko� odletjeti qak u kosmos ili spustiti se na
dno okeana� u neposrednoj naxoj okolini sve je dobro poznato� nema niqega neobi�
qnog i tajanstvenog� To je� u stvari� velika zabluda� Mi smo okru�eni mnogim
nepoznatim i neispitanim stvarima i pojavama� ali ne obra�amo dovo�no pa��u
na sve to� pa nam se qini da su to obiqne stvari i pojave� dobro poznate	 Ovdje
�emo posmatrati jedu� slobodnije reqeno� tajnu iz istorije matematike	

U u
benicima se navodi� to i uqenici znaju� da je Arhimed naxao za broj �
pribli�nu vrijednost ���	 Na tu qi�enicu smo navikli� pa i ne razmix�amo
o tajni koja je tu skrivena	 Zaxto je Arhimed uzeo bax sedmine� Zaxto nije
uzeo� na primjer� osmine� Pita�e je vrlo zanim�ivo	 Potpuno pouzdan odgovor
sigurno ne mo�emo dati� ali vrlo vjerovatan mo�emo	 Odgovor se zasniva na
pojmu i osobinama veri�nog razlomka	

Definicija �� Konaqnim veri�nim razlom�
kom naziva se izraz oblika
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gdje je a� cijeli nenegativni broj� a a�� a�� � � � �
an su prirodni brojevi pri qemu je an �� �	

Brojevi a�� a�� a�� � � � � an su elementi ve�
ri�nog razlomka	

Veri�ni razlomak kratko �emo zapisivati na sle�
de�i naqin

�a�� a�� a�� � � � � an	�

Inaqe� naziv ��veri�ni� dolazi od rijeqi veri�
ge� a verige su lanac sastav�en od ve�ih karika
�alki�	 Verige su korix�ene za vjexa�e kotla za
kuha�e iznad og�ixta	
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Teorema �� Svaki konaqni veri�ni razlomak mo�emo zamijeniti

�emu jednakim racionalnim brojem�

Dokaz� Neka je dat veri�ni razlomak ���	 Ako izvrximo naznaqene opera�
cije poqi�u�i od kraja� dobi�emo redom�
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� xto je� oqigledno� racionalan broj�

an�� �
�

an�� �
�

an

� an�� �
�

A�

an

�
an��A� � an

A�

�
A�

A�

� xto je racionalan broj�

an�� �
�

an�� �
�

an�� �
�

an

� an�� �
�

A�

A�

�
an��A� �A�

A�

�
A�

A�

�

xto je racionalan broj	 Produ�avaju�i postupak dobi�emo da je veri�ni raz�

lomak ��� jednak racionalnom broju
An��
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Veri�nim razlomcima u �	 primjeru odgovaraju racionalni brojevi�
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Teorema �� Svaki nenegativni racionalni broj mo�e biti predstav�

�en na jedinstven naqin u obliku konaqnog veri�nog razlomka�

Dokaz� Neka je
a

b
nenegativan racionalan broj	 Primjenom Euklidovog

algoritma nalazimo�

a � bq� � r�� � � r� � b�

b � r�q� � r�� � � r� � r��
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rk�� � rk��qk�� � rk� � � rk � rk���

rk�� � rkqk � rk��� rk�� � ��

Svaku od ovih jednakosti zapiximo na slede�i naqin�
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odnosno
a

b
� �q�� q�� q�� � � � � qk	� xto znaqi da su elementi veri�nog razlomka

koliqnici q�� q�� q�� � � � � qk koji se dobijaju Euklidovim algoritmom	

Doka�imo da je predstav�a�e jednoznaqno	 Pretpostavimo suprotno� tj	

pretpostavimo da postoji bar jox jedno predstav�a�e racionalnog broja
a

b
u

obliku veri�nog razlomka	 Dakle� neka je

�
�
a

b
� �q�� q�� q�� � � � � qk	 i

a

b
� �Q�� Q�� Q�� � � � � Qn	

i pri tome ova dva predstav�a�a nisu jednaka	 Me�utim� na osnovu tranzitiv�
nosti je

�q�� q�� q�� � � � � qk	 � �Q�� Q�� Q�� � � � � Qn	�

Kako je E�a
b
� � q� i E�a

b
� � Q�� gdje E�x� oznaqava najve�i cijeli broj koji nije

ve�i od x� to je� oqigledno� q� � Q�	 Oznaqimo sa R� i R� veri�ne razlomke
�q�� q�� � � � � qk	 i �Q�� Q�� � � � � Qn		 Na isti naqin zak�uqujemo da iz E�R�� � q� i
E�R�� � Q� imamo da je q� � Q�	 Ako produ�imo rasu�iva�e� dobi�emo redom�
q� � Q�� q� � Q�� � � � 	 Mogu�a su slede�a tri sluqaja� n � k� n � k ili n � k	

Ako je n � k� onda je� q� � Q�� q� � Q�� � � � � qk � Qk i predstav�a�a su
jednaka� xto protivurijeqi pretpostavci da su predstav�a�a razliqita	

Ako je n � k� onda je� q� � Q�� q� � Q�� � � � � qn�� � Qn�� i

Qn � qn �
�
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Lijeva strana posled�e jednakosti je cijeli broj� pa mora biti i desna� a to
je mogu�e samo za k � n i qk � �� xto protivurijeqi definiciji veri�nog
razlomka qk �� �	

Na potpuno isti naqin se razmatra tre�i sluqaj� n � k	

Dakle� nije taqna pretpostavka da postoje dva razliqita predstav�a�a ���

racionalnog broja
a

b
u obliku veri�nog razlomka	

Iz posled�e teoreme slijedi postupak predstav�a�a racionalnog broja
a

b
u obliku veri�nog razlomka	

Primjer �� Racionalne brojeve� a�
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predstaviti u obliku

veri�nog razlomka	

a�
��

��
� � �

�

��
� � �

�
��

�

� � �
�


 �
�

�

� ��
�


 �
�
�

�

� � �
�


 �
�

� �
�

�

�

��

��
� ��� 
� �� �	�



Veri�ni razlomci i primjene 
�

b�
��


�
� 
 �

�


�
� 
 �

�

�

�

� 
 �
�

� �
�

�

� 
 �
�

� �
�
�

�

� 
 �
�

� �
�

� �
�

�

�

��


�
� �
� �� �� �	�

v�
�
�

���
�

�
���

�
�

�
�

� �
��

�
�

�
�

� �
�

�
�

��

�
�

� �
�

� �
��

��

�
�

� �
�

� �
�
��

��

�

�
�

� �
�

� �
�

� �
�

��

�
�

� �
�

� �
�

� �
�
��

�

�
�

� �
�

� �
�

� �
�

�� �
�

�

�

�
�

���
� ��� �� �� �� ��� �		 �

Ako je racionalni broj
a

b
negativan� onda odgovaraju�i veri�ni razlomak

mo�emo na�i na dva naqina	 Prvi naqin se sastoji u tome da se prvo razlo�i u

veri�ni razlomak broj �a

b
� pa se� zatim� ispred dobijenog veri�nog razlomka

stavi znak ����	 Tako je� na primjer� ���


�
� ��
� �� �� �		 Drugi naqin se sastoji

u tome da element a� veri�nog razlomka �a�� a�� a�� � � � � an	 bude negativan� a
ostali elementi a�� a�� � � � � an pozitivni	 Na primjer�
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Razmotrimo sada razlaga�e iracionalnih brojeva u veri�ne razlomke	

Primjer �� Razlo�iti
p

 u veri�ni razlomak	
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odgovara beskonaqni veri�ni razlomak ��� 
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Da li mo�emo pisati znak ����� Odgovor je potvrdan� xto pokazuje slede�e
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xto se mo�e prikazati i grafiqki
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Primjer �� Razlo�iti broj � � �������
� � � � u veri�ni razlomak	
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U ovom sluqaju je
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i tako da�e	 Sada vidimo da je jedna od pribli�nih vrijednosti broja � jednaka
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	 Arhimed je koristio dvije pribli�ne vrijednosti
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Da li smo otkrili tajnu Arhimedove aproksimacije� To ne mo�emo tvrditi�
ali je sigurno da smo pokazali kako se dolazi do pribli�nih vrijednosti broja
�	 Naravno� ostaje tajna kojim putem je ixao Arhimed	

U matematici i �enim primjenama veoma znaqajno mjesto ima broj e �

���
�
 � � � � osnova prirodnih logaritama	 Interesantan je veri�ni raz�
lomak koji odgovara tom broju�
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Primjer �� Na�i nekoliko pribli�nih vrijednosti broja e koriste�i
odgovaraju�i veri�ni razlomak	

Redom nalazimo
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i tako da�e	 Dakle� imamo
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Na kraju� poka�imo jednu praktiqnu primjenu veri�nih razlomaka	

U XVII vijeku K	 Hajgens ������������ poznati mehaniqar� fiziqar i mate�
matiqar� koristio je veri�ne razlomke kada je gradio u Parizu prvi planetari�
jum	 Za postiza�e stvarne periodiqnosti kreta�a modela planeta potrebno je
napraviti zupqanike s velikim brojem zubaca	 Odnos broja zubaca je jednak od�

nosu ugaonih brzina kreta�a planeta	 Pretpostavimo da je taj odnos x �
��

�
�
� a

���� �
�� � �	 Izrada odgovaraju�ih zupqanika je veoma slo�ena	 Me�utim� ako

posmatramo odgovaraju�i veri�ni razlomak x �
��

�
�
� ��� �� 
� �� ��� 
	 i uzmemo

�egovu pribli�nu vrijednost� na primjer� x � x� � ��� �� 
� �	 �
��

��
� apsolutna

grexka aproksimacije je jx � x�j � j 
��
	�	

� ��

��
j � ������� � � � 	 Gor�a grani�

ca apsolutne grexke je ������� xto je� stvarno� zanemar�ivo	 Dakle� zupqanike
treba praviti s �� i �� zupcom umjesto s ��� i � zubaca	


