HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEIIHOJ IITKOJIN

Jp CBermana JamkoBuh

JINMHEAPHE JIN®EPEHIHE JEJHAYVHE APYTOI PEIIA

ITo nmcarom mpemamy mojam Au(epeHnHe jefHAYUHE jaBJba Ce jOII Y PAHOM Cpe-
nmeM Beky, y pacupasu Liber abaci (Kmura o pauynamsgama), K0jy je Hanucao ura-
nujanckn MaremaTudap Jleomapmo IMusano, nosraruju xao Pubonaun (1175-12407)
(Fibonacci — ckpahemuna ox filius Bonacci — Bonauujes cur). Y 0BOj pacmpasu je
omucan cienehu mpobiaem:

ITPOBJAEM CA KYHURUMA. Ilap xymmha mocie mpBOr Mecena JTOHOCH HA CBET
nap MIALyHANA M HOCJIe APYTOr MeCena HOBU Hap MIAIyHANa. 3aTUM Ipecraje pe-
IPOAYKINUja TOT mapa. AKO ce OBaj HAUMH Pa3MHOKaBamha NPUMEHH HA CBe KyHHNe,
KOJIMKO Ne mapoBa MiaiyHama OUTH Ha Kpajy mpBe romumue’

PasuuoxkaBame kyanha onsumja ce Mo HAPEAHO] MIEMU:

Hexa je x, 6poj maposa kynuha no mcreky n-tor mecena. Ilo ucreky (n + 2)-or
Mecena 6buhe x,41 CTapux maposa u I, HOBHX MapOBa — OHOJUKO HOBUX KOJIHKO HX
je bumo ma kpajy m-or mecena. Oryma je z1 =1, 20 =21

Tn4+2 = Tn+1 + xp, n 2 1.
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W3 oBe pemamuje ce cykmecuBHO mobmja Hu3 OpojeBa y Kome je, modeBmmu ox Tpeher
wmaHa, cBaku caenehm jemuak 36upy mpeTxomHa aBa, Tj.

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 337, 570,... ,

no3Ear kKao Pubonauujes nuz. Unanosu HE3a Ha3uBajy ce Pubomavujesu bpojesu.
IIpema Tome, Ha Ekpajy romuue he Outu 1o = 233 maposa kyHumha.

IIperxonna ¢ymrnmonansna Be3a wranoBa PubomHaumjeBor HHM3a je cuenujajiau
cIy4aj jeqHavunHe

Tntk = F(Tnir—1,Tntk—2,-..,Tn), n =0

y KOjOj ce CBakM 4YiaH HU3a M3paxkaBa moMohy k mpeTXONHMX UIaHOBA U KOja ce
HasmBa Jufiepenyna (pexypenmmua, pexypauena) jednauuna k-moe peda. Ipsux k
YIAHOBA Lo, T1,... ,Tp_1 CY NOYEMHE 8PeOHOCTU WI Nouemuy ycsosu. Ocraam
wjaagoBu ce oxpelyjy CykmecuBHO.

Pewewe dugepenyne jedrnavwure je CBAKW HN3 UMjU UIAHOBH 33I0BOJBABAJY je-
IHAYWHY. JacHO, peleme ce m3pakaBa V (YHKIUjUH KOeQUOUjeHATa jeTHAUWHE U IO-
geTHHX ycaoBa. Pewwumu dufepenuyny jeonavuny 3maum Hahn cBa meHA pememna.

He mocroju axropuram kojuM ce OMIO KOja AU(GEPEHIHA jeTHAUYNHA MOKE DEIINTH.
Jemny knacy e(QeKTHBHO pemmBUX IU(PepeHIHUX jeIHAUNHA IMHE XOMOTEHe JUHEeapHe
In(epeHnne jeIHadYnHE.

Hupepennaa jeraadnua 00INKA

Ttk = D1Tntk—1 + P2Tnik—2 +  + DkTp +@n, n =0,

rae cy KOHCTaHTe pi,p2,...,pr € C (C je ckyn xommiekcaux Opojesa), a (¢n) je
JaTn OpOJHN HM3, HA3WBA CE NETOMOZENG AUuMeapHa Jufepenuyna jednavuna k-moe
peda. Axo je ¢, = 0, n > 0, pamgu ce o omaroBapajyhoj romozenoj AUNEGPHO]
Jufepenynol jednavunu.

Axo je ¢, = const nau ¢,, = ¢", HEXOMOTeHa JUHEAPHA AUPEPEHIH] jeTHAUTHA
k-Tor pema ce eIUMWHANMJOM HU3A (0, CBOIAM HA XOMOTEHY IWHEAPHY AU(EpeHIHy
jenmaunny (k + 1)-or pena.

PasmoTpumo zomozeny auneapny dudepenyny jednavuny opyeoe peda
(1) Tpy2 = PTng1 +qTn, 1 20,

y K0joj cy roepunujentu p,q € C u noueTHu yciaosu xo,z; € C.
Hapenuu cras uzpaxkasa enxeMmenTapue ocobume pemema jexgadune (1).

CTAB 1. 3a dufepenuyny jeonauuny (1) eamnce caedeha mephema:

(i) Axo je g =0, 1 =0, mada je x, =0, n = 0 (Mmpusujaano pewemwe);

(ii) Axo je p,q € R u xp,x; € R, mada je x,, € R, n > 0;

(iii) Axo cy (un) u (vy) pewena jeonauune (1) u A, B € C npouszeonne kon-
cmanme, mada je #u3 (Tn) Ca ONUWMUM $AGHOM Tn = A, + Bu,, n > 0, peweme
me jedHawure;



JluneapHe mugepeHnHe jeIHaUNHe APYror pena 15

(iv) Axo je p,q € R u (x,) komnaexcno peweme jeonauwune (1), mada cy
PEAANY U UMAZURGPHY 0e0 0802 HuU3a makole pewena me jednavume.

JLoxas. Tephewa (i) u (ii) ce 1ako KOKa3yjy MATEMATUYKOM HHIYKIULJOM.
(iii) Hemocpenuo cienn

(Vn 2 0) (xn+2 — PTp41 — qxn)

Tp=AUn+Bu,
= Aupta + Buptro — p(Aunt1 + Bony1) — ¢(Au, + Buy)

= A(un+2 — PUn41 — qun) + B(vn+2 — PUn+1 — qvn)
=0.

(iv) Heka je x, = un+iv,, n > 0, rme ¢y (u,) u (v,) peansa pememna jeIHaduEe
(1). 3a A =1, B =i upema (iii) nmmamo

(Vn>0)0=2pt2 — PTnt1 — GTn
= (un+2 — PUn41 — qun) + i(vn+2 — PUn+1 — qvn)

Kako je kommiaexcan 6poj jenHak HyJ M akO M CaMO aKO Cy My PEAJHI U UMATHHAPHA
JIe0 jeTHAKW HYIH, TO je

(Vi 2 0) Unt2 = PUnt1 + qUn, Upy2 = PUpy1 +qu,. ®

TeEoPEMA 1. (Teopema o jemumacrsenoctu pemema) Axo pewena (u,) u (vy,)
jeonanune (1) zadosomasajy ucme nouemmue ycaoge, mada je U, = vp, n = 0.

Joxas. Heka je ug = vp, w1 = v;. Hus (z,) ca onmrum 4namom z, = 4, — U,
no tephemy (iii) Crasa 1 jecre pememe jemmaumme (1). Kako je zp = up —vg = 0,
z1 = u; — vy = 0, no tephewy (i) Crasa 1 caemu z, = 0, n > 0, Tj. Up = Vn,
n>0m

Ila Ou ce 0peauo ONIITH 4IAH pememnha jearadune (1), yBoam ce mojaM mpomop-
IMUOHAMHAX pelleHa.

JEeuHULUIA 1. Pemewa (u,) u (v,) jenmauune (1) cy nponopuyuorasna axo
nocroju koucranta ¢ € C Tako ma je u, = cv, 3a cBako n > 0. Y cymporHOM,
pemema Cy HenponopuuoraiHa.

TEOPEMA 2. Pewena (un) u (v,) jednauune (1) cy nenponopuuornasna axo

U CaMo axKo je
Up Z’Ug;é’u/l U1,

Jokas. JemmocTaBHUje je MOKa3aTH HEramujy WCKasa Teopeme: Pemema (u,) u
(vn) jemnmaumue (1) Cy IpONOPHUOHAIHA AKO U CAMO KO j€ Ug : Vg = Uy : V1.

(=) Un =cvp,n =20 = up = cvg, U = CV1 = Up:Vy = Uy : V1.

(«<): ¥ moka3sy ce npumemyje MareMaTHdka UEAYKIEja. VI3 wo :vg = ug 1 vy = ¢
crmem;m ug = cvp, uy = cvi. llpermoctaBuMo ma 3a HeKO n € N BakWU U, = CU,,
Up41 = CUp41- Tama je

Unta = PlUnt1 + qQUn = (PUnt1 + qUL) = CUp1o.

Ilo mpurmUmy MaTeMaTUuke WHAYKNUje CIEAN U, = CUp, 33 CBako n € N. ®
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TEOPEMA 3. Hexa cy (un) u (v,) 0uao xoja 064 HENPONOPUUOHAANG DEULE-
wa jeonavune (1) u nexa je (Yn) NPOU3BOLHO HEMPUBUJAAKO pewene me jeona-
yune. Tada nocmoje jeduncmeeno odpehene xoncmawme Ag u By maxo da je
Yn = Aoun + Bovy,, n > 0.

Zoxas. Kako cy (u,) u (v,) HEIPOMOPIUOHAIHA, PEIIEHA, TO BAKA
Ug : Vo F up :vp maje ugvp — vouy Z 0.

Hexa je (y,) mpousBosHO HETpUBUjAIHO pememe jexHaduse (1) ca naTuM mOYeTHEM
BPeIHOCTHMA Yo, y1. PopMuEpajmMo cucrem

Aug + Bvg = yo
AU1 + Bv1 =7Y1.

[Ipema tBphemy (i) Crasa 1 Mopa Guru yo # 0 unu y; # 0, TAKO 4a je OBO HEXOMOTEH
Vo

CHCTeM JIUHEAPHUX jeqHAYMHA. KAaKO je MeTepMUHAHTA CHCTEMA, v
1

= UpV1 —

vouy # 0, oBaj cucreM mMa jeauHCcTBeHO pememe A = Ay, B = By.
Hus (z,) ca ommrum unanom z, = Apu, + Bov,, n > 0 je pememe jenmadmne
(1) mo tBphemy (iii) Crasa 1. Ono 3a10BO/baBa HOYETHE YCIOBE

20 = Aouo + Bovo = yo, 21 = Aour + Bovi = y1.

Kako pemema (y,) u (2,) 3a10B0/baBajy ucre noderse yciose, 1o Teopemu 1 cienn
Ia Mopa 0uT: ¥y, = zn 3a cBako n > 0. IIlpema Tome, y, = Apuyn + Bovp, n > 0. 8
W3 oBe Teopeme cienum OWTAH 3aKibyUaK:
Kako ce cBako HerpmBujanHO pememe (z,) jemmadmie (1) Moke M3pa3uTH Kao
JAuHEapHA KOMOMHANUja HEIPONOPNUOHAJHUX pemema (u,) u (v,), peranajom

(2) z, = Au, + Bv,, n >0,

rae cy A, B € C mpou3Bo/bHE KOHCTAHTE, OMUCAHA Cy CBA pemema jenmaumne (1),
ykmbydyjyhu u rpusujanuo pememe (A = B = 0). IIpema tome, 10ruduo je Hu3 (X, )
ca ommrTuM YiaHoM (2) Ha3BaTH Onwmum peuwiemem jedrnawune (1).

3a xomkperHe Bpearoctn mapamerapa A u B, ogrosapajyhie pememe je nocebno.
JacHo, mocebHO pememne je u CBAKO pelleme Koje HCIyHmaBa JaTe MOYeTHE YCIOBe.

IIpema ToMe, 33 HAJAXKEHE ONIMTEr PENIEHA HEOUXOIHO je OAPEIUTH OUIO KOja
IBA HEMPONOPIUOHAJIHA pememna. llocTynak onpehuBama HETPONOPIUOHAIHUX DeIIe-
BHa 33CHUBA C€ HA IPEACTABHABKY ONMTEr YIAHA PENIeHa y 00IUKY

Tn, =t", n>=0,
rae peguocT t # 0 Tpeba ompemurn. U3 t"T2 = pt"t! 4 ¢t™ cnemm
(3) t* =pt+q.

Jenmaunna (3) ce HAsUBa Kapaxmepucmuyha (npuopyxcera) jedrnawuna TAepeHHe
jemmaunne (1).
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Mpumernmo ga ako je ¢ = 0, jenmaumna (1) je xoMOreHa IuEeapHa NU(EPEHIHA
jeqHaYmEa OPBOT pema. 300r Tora Hamasbe IPETIOCTaBhaMo aa je ¢ #Z 0. Y ToMm
CIy4Yajy KOPeH KapaKTePUCTUYHE jeIHAYMHE HE MOKe OUTH jeTHak HyJIH.

TEOPEMA 4. 3a jednawuny (1) y xojoj je ¢ # 0, samncu:

(i) Axo xapaxmepucmuuna jeonawuna (3) uma pasauvwume xopene o u 3 (pe-
aare ual Komnaekcene), mada cy (™) u (8™) HENPONOPUUOHAAHE PEUEnE jeOHa-
wune (1);

(ii) Axo je a dsocmpyku Kopen xKapaxmepucmuune jeonavune, mada cy (a™)
u (na™) HENPoONOPUUOHAANE DEULERA.

Joxas. (i) Heka je o kopen xapakrepucruune jenmaquue (3). Tama je (a™)
pememe jexnauune (1), jep je
— an+2 _pan+1 _ qan

Ty,=a"™

(Vn > 0) (l'n+2 — PTpay — qxn)
— an . a? _pan+1 _ qan
= a"(pa+q) — (pa™*' +ga”)
=0.
Axo je B mpyru KopeH KapaKTepUCTUYHE jeIHAUMHE, PA3IUYUT OX (v, TALa je Uy :
vg=1:1,u :vy =a:p #1, tako ga cy no Teopemu 3 pemema (a™) u (")
HeIPOIOPIUOHAIHA.

(ii) Ako je o ZBOCTPYKM KODEH KapaKTepUCTHYHE jefHAddHe, caemnm o = p/2.
Tazna je (na™) pememe jenmauunne (1), jep je

(Vn 2 0) (Tni2 — PTag1 — q2n) = (n+2)a"*? = p(n + 1)a" "' — qna”

-
=n(a™ — pa™*t' — qa™) + 2a"% — pa" !
=a""(2a —p)
=0.

Kako je vo : up=0:1,v1 :uy =« :au a #0, no Teopemn 3 crenn ma cy (a”) n
(na™) EenponoOpUUOHANHA pelemha. W

IIpema ToMme, ommTe pememe jexnmaumue (1) je

)
Aa™+ Bpg", n >0, «a#p,
"l (A+Bn)a™, n>0, a=4.
IIperxomma pasMaTpama MOTY Ce IPUMEHHTH Y PEMAaBABY HELOMOZEHE AUNEAPHE
dufepenuyne jednavwure npeoz peda
(4) Tprl = PTp+d, n>1.

Hus medumrmcan oBOM jeJHAYMHOM je MOTHYHO onpeleH mo3HaBameM MPBOT UIaHA X1.
Axo je d = 0, 3a moueTHY BpeQHOCT T1 MOCEOHO pememe oaroBapajyhe xomorene
jenmHAYMHE
Tptl =PTn, N =1
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je eeomempujcky Hu3 ca ONIITHM WIAHOM T, = p" ‘zi, n > 1. 3a Ipom3BOBHY
nouerHy Bpemuoct C, onwime pewene OBe jeTHAIUHE je

r,=Cp" ', n>1

Axko je d # 0, pemaBame jenuaunne (4) ce MOKe CBECTH HA DEIIABAHE XOMOTEHE
JmHEeapHe Au(epeHHe jeiHaIWHe APYror pexa. Kako je T2 = pTpt1+d = prpy1+
(Tnt1 — prn) 3a cBakO 1 > 1, TO je

(5) Tpp2 =P+ D)Tpy1 —prn, n2>1

Kapaxrtepmcrnuna jenmaumna oBe mudepenmue jemmadmme je t2 — (p+1)t+p=0. Y
3aBHCHOCTH O BPeOHOCTH P pasnumkyjemo ciaemehe ciaydajese.
Axo je p # 1, Kopenn KapakTepUCTHYHE jeqHadune cy t1 = p, to = 1, Tako ga je
OLIIITE PElIeHe
T, =Ap"+ B, n>1.

3a moueTHu ycaos x; jemnadmue (4) meka Cy o1, pri + d TOYETHN YCJIOBY jeJHAYUHE
(5). U3 cucrema

Ap+ B =1
Ap* + B=px, +d

d
meamo A = 2L , B= , TAKO Ia je moceOHO pememne jexaaduue (5)
p  p(l-p) l1-p
|:1'1 d :| n + d >1
Tp=|—————|p"+——, n>1.
" lp p-p) 1-p 7

JIMpeKTHOM TPOBEPOM Ce MOKa3yje da je TO u mocebHO pememe jemnadune (4). Axo
je moYeTHM ycJOB IPOM3BOJSHA KOHCTAHTA, OHJA je M UMHWIAL y3 p" MPOU3BOJHHA
KOHCTaHTa — o3HaymMoO je ca C. 306or mpoumsBosHOCTH KOHCTaHTe C' cremum nma je
onwme pewene jeonavune (4)

d
T, =Cp"+—, n>1.
I-p

Axo je p =1, mudepeHIHOM je[HAUTHOM
Tpy1 =Tp+d, n>1

I MOYEeTHOM Bpemmomhy z; mormyHOo je ompeber apummemuuwku Hu3 i, rp + d,
r1 + 2d, .... YoumMO ma ce ONIITH YJAH APUTMETHYKOT HMU33 MO:KE ONPETUTH U
pemasameM mudpepenuue jemaavnse (5) 3a p = 1, IPUMEHOM WCTOT MOCTYIKA KAO y
cay4dajy p # 1. JemnocTaBHO ce 3akbydyje ma je y TOM CIYYA]y ONWINE PEUEHE

T, =C+(n—-1d, n>1.

[Iperxomna Teopujcka pasMaTpama miycrposahemo crenehum mpumepuma.
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ITpuMEP 1. Oppemntu ommtn unas PuboHaumjeBor Hmza u3 mpobieMa ca Ky-
ErhuMa.

Pewewe. 3a mate moderHe BPpemHOCTH To = 1, 1 = 1 METOIOM MaTeMaTHYKe
NHAYEIUje ce jeJHOCTABHO 3aKJyUyje N je pememe MUepeHNHe jeTHAUNHE T, 42 =
Tnt1 + Tp HA3 (2,) Ca MO3UTHBHUM BPENHOCTHMA. 1+ 5

Kopenn kapakrepuctuune jemmaumme t2 —t —1 =0 cy t; o = ———
pememe je

Onmre
2

1+v5) 1-5
xn:A%f Lp(l=Ys

B
2
3a mate modeTHe BpemHOCTH o = 1, 1 = 1 mobumja ce cuctem
A+B=1

1+5 1-5
+2\f+B Q\f

A

=1,

L+v5 5 1-V5
25 ' 25
n+1
1 1+v5 1-v5

T, = — - — n > 0.

NG 2 2 ’

[losuTuBHOCT YIAHOBA OBOT HU3d, MOKE CE€ HEMOCPEIHO NOKA3ATH MATEMATHIKOM
UHEAYKNUjoM, Oe3 mO3HABAWmA IU(EepeHIHe jeIHaYMHe umje je oH pememe. (,MaTema-
tuka 3a 111 paspen cpemme mrome®, J. Keurunli, cTp. 212). A

KOju mMa pememe A = . Orynma je onmru uyrax PubonauujeBor

HHU3a
n+1

IIPUMEP 2. Pemuru nupeperuny jenHaduuy
4 —4
Tn42 =Tpyg T, , N 20, o =3, xr1 = 1.

Pewewe. MaTemMaTnykoM UHAYKIUJOM Ce HOKa3yje ma je T, > 0, n > 0. Cmenom
Yn = Inx, oBa jemHauwua ce TpaHCHOpMUIIE HA OOIUK

Yn42 = 4yn+1 - 4yn7 nz=0

ca IOYeTHHM BpegHoCTEMA Yo = In 3, y; = 0. Kapakrepucrnura jemmaumna t2 — 4t 4
4 = 0 mMa OBOCTPYKHU KOPeH { = 2, TAKO A je ONIITe Pelremne

Yn =(A+Bn)2", n>0.
3a maTe mOYeTHE BPEIHOCTH MOCEOHO pememe je
yn=(1—n)2"1n3, n >0,
TaKo Ia je pelleme motasme jexgadmse T, = 372" 1 > 0. A
ITpuMEP 3. OgpemuTu cBa peaiHA pemema AUGEPEHIHE jeTHAUNHE
Tnt2 = 2Tp41 — 4y, n 20,

a 3aTuM 7 mOCeOHO pelmeme 3a mMoYeTHe yeiaoBe Tg = 1,z = 1.



20 C. JankoBuh

Pewewe. Pemmmo ommrmju caywaj. Heka cy &2 = a £14b, b # 0, xommiex-
CHU KODEeHW KapakTepucTH4He jenmaduue audepennue jemnadmue (1). Tazxa je ommre
pememe
z, =A(a+ib)"+ B(a—ib)", n>0,

roe cy A = Ay; + 1Ay, B = B + 1By mpou3BObHE KOMIJIEKCHE KOHCTAaHTE. AKO ce
OBU KODEHW M3Da3€ y TPUTOHOMETPH)CKOM OOIHKY
) .. b
atib=p(cosptising), p=+a>+b> ¢=arctg-—,
a

ma ce noroM npumenr Moasposa (opMy:a, onmre pememe je 00IuKA
x, = (A1 +143) [p(cos o +isin)]" + (By +iBs) [p(cos p — isin )|

= (A; +iAs)p"(cosnp + isinng) + (By + iBs)p™(cosny — isinng), n > 0.

o Tephewmy (iv) Crasa 1 pemema jenmaunue (1) cy peajHm u UMarMHAPHE €0 OBOT
pemema. lIpema ToMe, pemema cy

Un = (A1 + By)p" cosng + (= Az + By)p" sin nig,

n >0,
vp = (As + Ba)p™ cosny + (A1 — By)p"sinng, n > 0.

Kako cy Ay, Ay, By, By npou3BosHe peajHe KOHCTAHTE, PEAJHO OIITE Pelleme je-
nmuaunhe (1) je
x, =Cptcosng+ Dptsinng, n =0,

rae ¢y C m D mpousBosbHE peanHe KOHCTaHTe. llpumermMo ma cy (p™ cosng) u
(p" sin ) HEIPOLOPUUOHAIHA PElema.

Crenujasino, 3a MU(EPERNHY jeJHAUMHY I3 OBOT IPHMepPa KOPEHH KAPAKTePUCTH-
gme jemmaumme t2 — 2t +4 = 0 cy t; » = 1 +4v/3. Kako je

. T .. T
1+ivV3=2 (cos— izsm—)7
3 3
TO je PeasHO ONIITe pPelemhe HU3 Ca ONMITHM YIaHOM
nmw . nmw
.’L‘n:CQnCOS?+D2nSIH?7 77/20,

rae cy C u D mpou3BosbHE peajiHe KOHCTAHTe. 3a MOYeTHE BPemHOCTH Lo = 1, 1 = 1

. nmw
nocebHO pememe je T, = 2™ cos 3 n>0.A

IIPUMEP 4. Oxpemuru cBe BPEIHOCTH PEAJHOr IMapaMeTpa Ty 3a KOje je MOHO-
TOHO pacryhu HU3 X¢,Z1,T2,..., JeOUHICAH je JHAKOCTHAMA

Tpy1 =2" —3x,, n2>=0.

Pewewe. VI3 Tpyo =2-2" — 32,41 = 2(Tpt1 + 32,) — 32y cHEOR

Tpt2 = —Tp41 + 62, n =0.
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Omnmre pememe OBe AU(GEPEHIHE jeTHAUUHE je

Tn,=A2"+B(-3)", n>0.
3a moderHe BpeqHOCTH T, 1 = 1—3xo u3 ycaosa o < x; caemu o < 1/4. Tlocebuo
pememe je

1 n 1 n

Axo je ap # 1/5, nocroju upupogas 6poj np 3a KOju je Opyru cabupak mo MOLYILy
Behu opn mpBor, Tako ma 3a n > Ny WIAHOBH HU3A Memajy 3Hak. lIpema tome, mu3 he
fuTu MOHOTOH CaMoO ako je ag = 1/5. A

ITpuMEP 5. Iloka3aTu ga Cy CBU 9IAHOBH HEU3A (X, ), ogpehenu jemmaxoctuma,
Tpy1 =3¢, +/822+1, nxl, x =1,
TpupoaHU OpojeBm.

Pewewe. MaremMaTu4koM MHAYKOUjOM 3aK/bydyjeMo Oa je Hu3 (Z,) MOHOTOHO

pactyhu, jep je
Tpgl — Tp =22, + /822 +1>0, n>1.
U3 (2,41 — 37,)? = 822 + 1 cnemn
xfﬁrl =62t 20 + xi =1, xi+2 —6Zpt2  Tpp1 + xiﬂ =1
OnysumameM OBUX jeIHAKOCTH HMAMO
(Tnt2 — xn) (Tpg2 —6Tp41 +2,) =0, n =1
Kaxo je 42 — x,, > 0 3a cBako n > 1, T0 MOpa 6utn
T2 =06Tp41 —Tn, n =1

Koepunujertn ose jenmaumne m noverne Bpexuoctu 1 = 1,xo = 6 cy nenm 6pojeswu,
TAKO Ja C€ IO IPUHIUNY MATeMATWYKe HHAYKIU]je JAKO 3aKbydyje A CY CBU LIAHOBU
Hu3a (x,) neau 6pojesu. Kako je am3 momorono pacryhu u kako je 1 = 1, 10 ciean
a Cy CBU YWIAHOBH HW3a IPUPOIHEU OpojeBm. A

ITPUMEP 6. PemaBame XOMOreHOT CHCTEMa JIHHEAPHAX AUPEPEHIHUX jeTHAUXHA
IpBOT peja
Tn4+1 = PTn + qYn

yn-l—l =TTn + SYn
CBOIM Ce Ha pelaBame XOMOT'CHE JINHEeapHe ,umhepemme je;maqlxme APYyTror pena.

To = a, ZUO:b7

Axo je ¢ = r = 0, pememe Cy reoMeTpumjcke mporpecuje T, = ap”, Y, = bs”,
n 2> 0.
Heka je ¢ # O umu r # 0. Ha mpumep, ako je ¢ # 0, Taga je qyYn+1 = qraen+qsyn,
TaKO N je KOHAYHO
Tpi2 = (D+ 8)Tpy1 + (qr —ps)rn, n 20
g =a, 1 =pro+qyo=ap+bg.

Hus (y,) ompebyje ce us npse jemmauune cuctema. A
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IIPUMEP 7. Axo ce y quepeHnHO] jefHAUMHN

Uy .
T, u3pas3u y ODIUKYy KOJWYHWKA T, = —, PEIlaBame OBE jeqHAYMHE Ce CBOAU HA
pemaBame CHCTeMa i
Upt1 = PUyn + qU,
uy =a, vg=1.
Upt1 = Ty + SV,
Ha npumep, mudepennua jennaduna

1+,
1—z,’

Tn41 =

Cé OBOM CMEHOM CBOIN Ha CHUCTEM
Up+1 = Up + Un,
Un41 = Up — Un

(vo Moxke OuTu Oui0 KOju Opoj pazamuuT Oox Hymxe). V3 0BOr cECTEMa Ceé MOCTYIKOM
kao y lIpumepy 6, mobuja mureapua MuepeHIHA jeTHAUXHA,

Un+2 = 2un+1 - 2“717 n 2 07

KOja MMa OIIITEe Deleme

un:A[\/Q(cosg-Hsing)] +B[\/§(cos£—isin£)] , n>=0.

PasmBajamem peamnor m mmarmapuOr mena kao y IIpmmepy 3, mobumja ce peanano
OIITE PEemIemhe

un:C(\/i)”cos%+D(\/§)”sin%7 n > 0.
3a mouerme BpeguocTu Uy = 0,u; = vg — ug = 1 mMamo
=0 = C-1+D-0=0 = (C =0, D-uopoussoisHo,
w=1 = D~\/§sin£:1 = D=1,

WV

TaKo ma je u, = (v/2)" sin %r, n > 0.

Kako je v, = Ung1 — un = (v/2)" cos %7 n > 0, pememe NONa3He jeHAYMHE j€

xn:%:tgn—w,n>0.ﬂ
Un, 4
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