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Po pisanom preda�u pojam diferencne jednaqine jav�a se jox u ranom sre�
d�em veku� u raspravi Liber abaci �K�iga o raquna�kama�� koju je napisao ita�
lijanski matematiqar Leonardo Pizano� poznatiji kao Fibonaqi ����	
���
��
�Fibonacci 
 skra�enica od �lius Bonacci 
 Bonaqijev sin�� U ovoj raspravi je
opisan slede�i problem�

Problem sa kuni�ima� Par kuni�a posle prvog meseca donosi na svet
par mladunaca i posle drugog meseca novi par mladunaca� Zatim prestaje re�
produkcija tog para� Ako se ovaj naqin razmno�ava�a primeni na sve kuni�e�
koliko �e parova mladunaca biti na kraju prve godine�

Razmno�ava�e kuni�a odvija se po narednoj xemi�

Neka je xn broj parova kuni�a po isteku n�tog meseca� Po isteku �n����og
meseca bi�e xn�� starih parova i xn novih parova 
 onoliko novih koliko ih
je bilo na kraju n�og meseca� Otuda je x� � �� x� � � i

xn�� � xn�� � xn� n � ��
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Iz ove relacije se sukcesivno dobija niz brojeva u kome je� poqevxi od tre�eg
qlana� svaki slede�i jednak zbiru prethodna dva� tj�

�� �� 	� 
� �� �	� ��� 	�� 

� ��� ���� �		� 		
� 

�� � � � �

poznat kao Fibonaqijev niz� Qlanovi niza nazivaju se Fibonaqijevi brojevi�

Prema tome� na kraju godine �e biti x�� � �		 parova kuni�a�

Prethodna funkcionalna veza qlanova Fibonaqijevog niza je specijalan
sluqaj jednaqine

xn�k � F �xn�k��� xn�k��� � � � � xn�� n � �

u kojoj se svaki qlan niza izra�ava pomo�u k prethodnih qlanova i koja se
naziva diferencna �rekurentna� rekurzivna� jednaqina k�tog reda� Prvih k
qlanova x�� x�� � � � � xk�� su poqetne vrednosti ili poqetni uslovi� Ostali
qlanovi se odre�uju sukcesivno�

Rexe�e diferencne jednaqine je svaki niz qiji qlanovi zadovo�avaju je�
dnaqinu� Jasno� rexe�e se izra�ava u funkciji koeficijenata jednaqine i po�
qetnih uslova� Rexiti diferencnu jednaqinu znaqi na�i sva �ena rexe�a�

Ne postoji algoritam kojim se bilo koja diferencna jednaqina mo�e rexiti�
Jednu klasu efektivno rexivih diferencnih jednaqina qine homogene linearne
diferencne jednaqine�

Diferencna jednaqina oblika

xn�k � p�xn�k�� � p�xn�k�� � � � �� pkxn � �n� n � ��

gde su konstante p�� p�� � � � � pk � C �C je skup kompleksnih brojeva�� a ��n� je
dati brojni niz� naziva se nehomogena linearna diferencna jednaqina k�tog
reda� Ako je �n � �� n � �� radi se o odgovaraju�oj homogenoj linearnoj
diferencnoj jednaqini�

Ako je �n � const ili �n � qn� nehomogena linearna diferencna jednaqina
k�tog reda se eliminacijom niza �n svodi na homogenu linearnu diferencnu
jednaqinu �k � ���og reda�

Razmotrimo homogenu linearnu diferencnu jednaqinu drugog reda

��� xn�� � pxn�� � qxn� n � ��

u kojoj su koeficijenti p� q � C i poqetni uslovi x�� x� � C�
Naredni stav izra�ava elementarne osobine rexe�a jednaqine ����

Stav �� Za diferencnu jednaqinu ��� va�e slede�a tvr	e�a


�i� Ako je x� � �� x� � �� tada je xn � �� n � � �trivijalno rexe�e��

�ii� Ako je p� q � R i x�� x� � R� tada je xn � R� n � ��

�iii� Ako su �un� i �vn� rexe�a jednaqine ��� i A�B � C proizvo�ne kon�
stante� tada je niz �xn� sa opxtim qlanom xn � Aun�Bvn� n � �� rexe�e
te jednaqine�
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�iv� Ako je p� q � R i �xn� kompleksno rexe�e jednaqine ���� tada su
realni i imaginarni deo ovog niza tako	e rexe�a te jednaqine�

Dokaz� Tvr�e�a �i� i �ii� se lako dokazuju matematiqkom indukcijom�

�iii� Neposredno sledi

��n � ��
�
xn�� � pxn�� � qxn

����
xn�Aun�Bvn

� Aun�� �Bvn�� � p�Aun�� �Bvn���� q�Aun �Bvn�

� A�un�� � pun�� � qun� �B�vn�� � pvn�� � qvn�

� ��

�iv� Neka je xn � un�ivn� n � �� gde su �un� i �vn� realna rexe�a jednaqine
���� Za A � �� B � i prema �iii� imamo

��n � �� � � xn�� � pxn�� � qxn

� �un�� � pun�� � qun� � i�vn�� � pvn�� � qvn��

Kako je kompleksan broj jednak nuli ako i samo ako su mu realni i imaginarni
deo jednaki nuli� to je

��n � ��un�� � pun�� � qun� vn�� � pvn�� � qvn�

Teorema �� �Teorema o jedinstvenosti rexe�a� Ako rexe�a �un� i �vn�
jednaqine ��� zadovo�avaju iste poqetne uslove� tada je un � vn� n � ��

Dokaz� Neka je u� � v�� u� � v�� Niz �zn� sa opxtim qlanom zn � un � vn
po tvr�e�u �iii� Stava � jeste rexe�e jednaqine ���� Kako je z� � u� � v� � ��
z� � u� � v� � �� po tvr�e�u �i� Stava � sledi zn � �� n � �� tj� un � vn�
n � ��

Da bi se odredio opxti qlan rexe�a jednaqine ���� uvodi se pojam propor�
cionalnih rexe�a�

Definicija �� Rexe�a �un� i �vn� jednaqine ��� su proporcionalna ako
postoji konstanta c � C tako da je un � cvn za svako n � �� U suprotnom�
rexe�a su neproporcionalna�

Teorema �� Rexe�a �un� i �vn� jednaqine ��� su neproporcionalna ako
i samo ako je

u� � v� �� u� � v��

Dokaz� Jednostavnije je dokazati negaciju iskaza teoreme� Rexe�a �un� i
�vn� jednaqine ��� su proporcionalna ako i samo ako je u� � v� � u� � v��

���� un � cvn� n � � �� u� � cv�� u� � cv� �� u� � v� � u� � v��

���� U dokazu se prime�uje matematiqka indukcija� Iz u� � v� � u� � v� � c
sledi u� � cv�� u� � cv�� Pretpostavimo da za neko n � N va�i un � cvn�
un�� � cvn��� Tada je

un�� � pun�� � qun � c�pvn�� � qvn� � cvn���

Po principu matematiqke indukcije sledi un � cvn za svako n � N�
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Teorema �� Neka su �un� i �vn� bilo koja dva neproporcionalna rexe�
�a jednaqine ��� i neka je �yn� proizvo�no netrivijalno rexe�e te jedna�
qine� Tada postoje jedinstveno odre	ene konstante A� i B� tako da je
yn � A�un �B�vn� n � ��

Dokaz� Kako su �un� i �vn� neproporcionalna rexe�a� to va�i

u� � v� �� u� � v� pa je u�v� � v�u� �� ��

Neka je �yn� proizvo�no netrivijalno rexe�e jednaqine ��� sa datim poqetnim
vrednostima y�� y�� Formirajmo sistem

Au� �Bv� � y�

Au� �Bv� � y��

Prema tvr�e�u �i� Stava � mora biti y� �� � ili y� �� �� tako da je ovo nehomogen

sistem linearnih jednaqina� Kako je determinanta sistema

����u� v�
u� v�

���� � u�v� �
v�u� �� �� ovaj sistem ima jedinstveno rexe�e A � A�� B � B��

Niz �zn� sa opxtim qlanom zn � A�un � B�vn� n � � je rexe�e jednaqine
��� po tvr�e�u �iii� Stava �� Ono zadovo�ava poqetne uslove

z� � A�u� �B�v� � y�� z� � A�u� �B�v� � y��

Kako rexe�a �yn� i �zn� zadovo�avaju iste poqetne uslove� po Teoremi � sledi
da mora biti yn � zn za svako n � �� Prema tome� yn � A�un �B�vn� n � ��

Iz ove teoreme sledi bitan zak�uqak�

Kako se svako netrivijalno rexe�e �xn� jednaqine ��� mo�e izraziti kao
linearna kombinacija neproporcionalnih rexe�a �un� i �vn�� relacijom

��� xn � Aun �Bvn� n � ��

gde su A�B � C proizvo�ne konstante� opisana su sva rexe�a jednaqine ����
uk�uquju�i i trivijalno rexe�e �A � B � ��� Prema tome� logiqno je niz �xn�
sa opxtim qlanom ��� nazvati opxtim rexe�em jednaqine ����

Za konkretne vrednosti parametara A i B� odgovaraju�e rexe�e je posebno�
Jasno� posebno rexe�e je i svako rexe�e koje ispu�ava date poqetne uslove�

Prema tome� za nala�e�e opxteg rexe�a neophodno je odrediti bilo koja
dva neproporcionalna rexe�a� Postupak odre�iva�a neproporcionalnih rexe�
�a zasniva se na predstav�a�u opxteg qlana rexe�a u obliku

xn � tn� n � ��

gde vrednost t �� � treba odrediti� Iz tn�� � ptn�� � qtn sledi

�	� t� � pt� q�

Jednaqina ��� se naziva karakteristiqna �pridru�ena� jednaqina diferencne
jednaqine ����
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Primetimo da ako je q � �� jednaqina ��� je homogena linearna diferencna
jednaqina prvog reda� Zbog toga nada�e pretpostav�amo da je q �� �� U tom
sluqaju koren karakteristiqne jednaqine ne mo�e biti jednak nuli�

Teorema �� Za jednaqinu ��� u kojoj je q �� �� va�i


�i� Ako karakteristiqna jednaqina �	� ima razliqite korene � i � �re�
alne ili kompleksne�� tada su ��n� i ��n� neproporcionalna rexe�a jedna�
qine ����

�ii� Ako je � dvostruki koren karakteristiqne jednaqine� tada su ��n�
i �n�n� neproporcionalna rexe�a�

Dokaz� �i� Neka je � koren karakteristiqne jednaqine ���� Tada je ��n�
rexe�e jednaqine ���� jer je

��n � ��
�
xn�� � pxn�� � qxn

����
xn��n

� �n�� � p�n�� � q�n

� �n � �� � p�n�� � q�n

� �n�p�� q�� �p�n�� � q�n�

� ��

Ako je � drugi koren karakteristiqne jednaqine� razliqit od �� tada je u� �
v� � � � �� u� � v� � � � � �� �� tako da su po Teoremi � rexe�a ��n� i ��n�
neproporcionalna�

�ii� Ako je � dvostruki koren karakteristiqne jednaqine� sledi � � p���
Tada je �n�n� rexe�e jednaqine ���� jer je

��n � ��
�
xn�� � pxn�� � qxn

����
xn�n�n

� �n� ���n�� � p�n� ���n�� � qn�n

� n��n � p�n�� � q�n� � ��n�� � p�n��

� �n������ p�

� ��

Kako je v� � u� � � � �� v� � u� � � � � i � �� �� po Teoremi � sledi da su ��n� i
�n�n� neproporcionalna rexe�a�

Prema tome� opxte rexe�e jednaqine ��� je

xn �

�
A�n � B�n� n � �� � �� ��

�A�Bn��n� n � �� � � ��

Prethodna razmatra�a mogu se primeniti u rexava�u nehomogene linearne
diferencne jednaqine prvog reda

��� xn�� � pxn � d� n � ��

Niz definisan ovom jednaqinom je potpuno odre�en poznava�em prvog qlana x��

Ako je d � �� za poqetnu vrednost x� posebno rexe�e odgovaraju�e homogene
jednaqine

xn�� � pxn� n � �
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je geometrijski niz sa opxtim qlanom xn � pn��x�� n � �� Za proizvo�nu
poqetnu vrednost C� opxte rexe�e ove jednaqine je

xn � C pn��� n � ��

Ako je d �� �� rexava�e jednaqine ��� se mo�e svesti na rexava�e homogene
linearne diferencne jednaqine drugog reda� Kako je xn�� � pxn���d � pxn���
�xn�� � pxn� za svako n � �� to je

�
� xn�� � �p� ��xn�� � pxn� n � ��

Karakteristiqna jednaqina ove diferencne jednaqine je t� � �p���t� p � �� U
zavisnosti od vrednosti p razlikujemo slede�e sluqajeve�

Ako je p �� �� koreni karakteristiqne jednaqine su t� � p� t� � �� tako da je
opxte rexe�e

xn � Apn �B� n � ��

Za poqetni uslov x� jednaqine ��� neka su x�� px� � d poqetni uslovi jednaqine
�	�� Iz sistema

Ap�B � x�

Ap� �B � px� � d

imamo A �
x�
p
� d

p��� p�
� B �

d

�� p
� tako da je posebno rexe�e jednaqine �	�

xn �

�
x�
p
� d

p��� p�

�
pn �

d

�� p
� n � ��

Direktnom proverom se pokazuje da je to i posebno rexe�e jednaqine ���� Ako
je poqetni uslov proizvo�na konstanta� onda je i qinilac uz pn proizvo�na
konstanta 
 oznaqimo je sa C� Zbog proizvo�nosti konstante C sledi da je
opxte rexe�e jednaqine ���

xn � C pn �
d

�� p
� n � ��

Ako je p � �� diferencnom jednaqinom

xn�� � xn � d� n � �

i poqetnom vrednox�u x� potpuno je odre�en aritmetiqki niz x�� x� � d�
x� � �d� � � � � Uoqimo da se opxti qlan aritmetiqkog niza mo�e odrediti i
rexava�em diferencne jednaqine �	� za p � �� primenom istog postupka kao u
sluqaju p �� �� Jednostavno se zak�uquje da je u tom sluqaju opxte rexe�e

xn � C � �n� ��d� n � ��

Prethodna teorijska razmatra�a ilustrova�emo slede�im primerima�
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Primer �� Odrediti opxti qlan Fibonaqijevog niza iz problema sa ku�
ni�ima�

Rexe�e� Za date poqetne vrednosti x� � �� x� � � metodom matematiqke
indukcije se jednostavno zak�uquje da je rexe�e diferencne jednaqine xn�� �
xn�� � xn niz �xn� sa pozitivnim vrednostima�

Koreni karakteristiqne jednaqine t� � t � � � � su t��� �
��p


�
� Opxte

rexe�e je

xn � A

�
� �

p



�

�n

�B

�
��p


�

�n

�

Za date poqetne vrednosti x� � �� x� � � dobija se sistem

A�B � �

A
� �

p



�
�B

��p


�
� ��

koji ima rexe�e A �
� �

p



�
p



� B �
��p


�
p



� Otuda je opxti qlan Fibonaqijevog

niza

xn �
�p



	

�� �

p



�

�n��

�
�
��p


�

�n��
�
� � n � ��

Pozitivnost qlanova ovog niza mo�e se neposredno dokazati matematiqkom
indukcijom� bez poznava�a diferencne jednaqine qije je on rexe�e� ���Matema�
tika za III razred sred�e xkole�� J� Keqki�� str� ����� 	

Primer �� Rexiti diferencnu jednaqinu

xn�� � x�n�� � x��n � n � �� x� � 	� x� � ��

Rexe�e� Matematiqkom indukcijom se dokazuje da je xn � �� n � �� Smenom
yn � ln xn ova jednaqina se transformixe na oblik

yn�� � �yn�� � �yn� n � �

sa poqetnim vrednostima y� � ln 	� y� � �� Karakteristiqna jednaqina t�� �t�
� � � ima dvostruki koren t � �� tako da je opxte rexe�e

yn � �A�Bn� �n� n � ��

Za date poqetne vrednosti posebno rexe�e je

yn � ��� n��n ln 	� n � ��

tako da je rexe�e polazne jednaqine xn � 	���n��
n

� n � �� 	
Primer �� Odrediti sva realna rexe�a diferencne jednaqine

xn�� � �xn�� � �xn� n � ��

a zatim i posebno rexe�e za poqetne uslove x� � �� x� � ��
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Rexe�e� Reximo opxtiji sluqaj� Neka su t��� � a � ib� b �� �� komplek�
sni koreni karakteristiqne jednaqine diferencne jednaqine ���� Tada je opxte
rexe�e

xn � A �a� ib�n �B �a� ib�n� n � ��

gde su A � A� � iA�� B � B� � iB� proizvo�ne kompleksne konstante� Ako se
ovi koreni izraze u trigonometrijskom obliku

a� ib � ��cos�� i sin��� � �
p
a� � b�� � � arctg

b

a
�

pa se potom primeni Moavrova formula� opxte rexe�e je oblika

xn � �A� � iA�� ���cos�� i sin���n � �B� � iB�� ���cos�� i sin���n

� �A� � iA���
n�cosn�� i sinn�� � �B� � iB���

n�cosn�� i sinn��� n � ��

Po tvr�e�u �iv� Stava � rexe�a jednaqine ��� su realni i imaginarni deo ovog
rexe�a� Prema tome� rexe�a su

un � �A� �B���
n cosn�� ��A� �B���

n sinn�� n � ��

vn � �A� �B���
n cosn�� �A� �B���

n sinn�� n � ��

Kako su A�� A�� B�� B� proizvo�ne realne konstante� realno opxte rexe�e je�
dnaqine ��� je

xn � C �n cosn��D�n sinn�� n � ��

gde su C i D proizvo�ne realne konstante� Primetimo da su ��n cosn�� i
��n sinn�� neproporcionalna rexe�a�

Specijalno� za diferencnu jednaqinu iz ovog primera koreni karakteristi�

qne jednaqine t� � �t� � � � su t��� � �� i
p
	� Kako je

�� i
p
	 � �



cos

	

	
� i sin

	

	

�
�

to je realno opxte rexe�e niz sa opxtim qlanom

xn � C �n cos
n	

	
�D �n sin

n	

	
� n � ��

gde su C i D proizvo�ne realne konstante� Za poqetne vrednosti x� � �� x� � �

posebno rexe�e je xn � �n cos
n	

	
� n � �� 	

Primer �� Odrediti sve vrednosti realnog parametra x� za koje je mono�
tono rastu�i niz x�� x�� x�� � � � � definisan jednakostima

xn�� � �n � 	xn� n � ��

Rexe�e� Iz xn�� � � � �n � 	xn�� � ��xn�� � 	xn�� 	xn�� sledi

xn�� � �xn�� � �xn� n � ��
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Opxte rexe�e ove diferencne jednaqine je

xn � A �n �B ��	�n� n � ��

Za poqetne vrednosti x�� x� � ��	x� iz uslova x� 
 x� sledi x� 
 ���� Posebno
rexe�e je

xn �
�



� �n �



x� � �




�
��	�n� n � ��

Ako je a� �� ��
� postoji prirodan broj n� za koji je drugi sabirak po modulu
ve�i od prvog� tako da za n � n� qlanovi niza me�aju znak� Prema tome� niz �e
biti monoton samo ako je a� � ��
� 	

Primer �� Dokazati da su svi qlanovi niza �xn�� odre�eni jednakostima

xn�� � 	xn �
p

�x�n � �� n � �� x� � ��

prirodni brojevi�

Rexe�e� Matematiqkom indukcijom zak�uqujemo da je niz �xn� monotono
rastu�i� jer je

xn�� � xn � �xn �
p

�x�n � � � �� n � ��

Iz �xn�� � 	xn�
� � �x�n � � sledi

x�n�� � �xn�� � xn � x�n � �� x�n�� � �xn�� � xn�� � x�n�� � ��

Oduzima�em ovih jednakosti imamo

�xn�� � xn� �xn�� � �xn�� � xn� � �� n � �

Kako je xn�� � xn � � za svako n � �� to mora biti

xn�� � �xn�� � xn� n � ��

Koeficijenti ove jednaqine i poqetne vrednosti x� � �� x� � � su celi brojevi�
tako da se po principu matematiqke indukcije lako zak�uquje da su svi qlanovi
niza �xn� celi brojevi� Kako je niz monotono rastu�i i kako je x� � �� to sledi
da su svi qlanovi niza prirodni brojevi� 	

Primer �� Rexava�e homogenog sistema linearnih diferencnih jednaqina
prvog reda

xn�� � pxn � qyn

yn�� � rxn � syn
x� � a� y� � b�

svodi se na rexava�e homogene linearne diferencne jednaqine drugog reda�

Ako je q � r � �� rexe�e su geometrijske progresije xn � apn� yn � bsn�
n � ��

Neka je q �� � ili r �� �� Na primer� ako je q �� �� tada je qyn�� � qrxn�qsyn�
tako da je konaqno

xn�� � �p� s�xn�� � �qr � ps�xn� n � �

x� � a� x� � px� � qy� � ap� bq�

Niz �yn� odre�uje se iz prve jednaqine sistema� 	



�� S� Jankovi�

Primer 	� Ako se u diferencnoj jednaqini

xn�� �
pxn � q

rxn � s
� x� � a�

xn izrazi u obliku koliqnika xn �
un
vn

� rexava�e ove jednaqine se svodi na
rexava�e sistema

un�� � pun � qvn

vn�� � run � svn
u� � a� v� � ��

Na primer� diferencna jednaqina

xn�� �
� � xn
�� xn

� x� � ��

se ovom smenom svodi na sistem

un�� � vn � un�

vn�� � vn � un
u� � �� v� � �

�v� mo�e biti bilo koji broj razliqit od nule�� Iz ovog sistema se postupkom
kao u Primeru �� dobija linearna diferencna jednaqina

un�� � �un�� � �un� n � ��

koja ima opxte rexe�e

un � A
hp

�


cos

	

�
� i sin

	

�

�in
�B

hp
�


cos

	

�
� i sin

	

�

�in
� n � ��

Razdvaja�em realnog i imaginarnog dela kao u Primeru �� dobija se realno
opxte rexe�e

un � C �
p
� �n cos

n	

�
�D �

p
� �n sin

n	

�
� n � ��

Za poqetne vrednosti u� � �� u� � v� � u� � � imamo

u� � � � C � � �D � � � � � C � �� D 
 proizvo�no�

u� � � � D �
p
� sin

	

�
� � � D � ��

tako da je un � �
p
� �n sin

n	

�
� n � ��

Kako je vn � un���un � �
p
� �n cos

n	

�
� n � �� rexe�e polazne jednaqine je

xn �
un
vn

� tg
n	

�
� n � �� 	

Napomena� Autor je pri izradi ovog rada koristio broxuru ��Elementar�
na teorija brojeva� Dirihleov princip� Diferencne jednaqine�� Z� Kadelburg�
V� Mi�i�� V� Jankovi�� Druxtvo matematiqara� fiziqara i astronoma SR Sr�
bije� Materijali za mlade matematiqare� sv� �� ����� koja sadr�i ve�i broj
zadataka o diferencnim jednaqinama� posebno seriju interesantnih zadataka o
osobinama Fibonaqijevog niza�


