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FURIJE�MOCKINOV METOD ELIMINACIJE

�� Uvod

I pored velikog praktiqnog znaqaja� sadr�aji iz teorije sistema linear�
nih nejednaqina su kod nas veoma retki u nastavi matematike na svim nivoima�
Ug�e�deno je mix�e�e da su ovi sadr�aji slo�eni� da zahtevaju ve�i stepen
apstrakcije i poznava�e specijalnih sadr�aja� npr� elemenata konveksne ana�
lize� pa samim tim izlaze iz okvira mogu�nosti obrade� U najbo�em sluqaju
razmatraju se sistemi sa dve nepoznate koji se mogu rexiti grafiqki� Da to
nije tako� pokaza�emo u ovom radu� qiji je ci� kratko� jasno i elementarno
izvo�e�e osnovnih rezultata teorije sistema linearnih nejednaqina� U osnovi
svega le�i elementarni i fundamentalni metod eliminacije Furije�Mockina�
koji nije nixta komplikovaniji od Gausovog metoda eliminacije za sisteme li�
nearnih jednaqina�

�� Rexava�e sistema linearnih nejednaqina

Svaki sistem linearnih nejednaqina se mo�e predstaviti u obliku

��� ai�x� � ai�x� � � � �� ainxn � bi � i � �� �� � � �m�

Rexe�e sistema je ma koja ure�ena n�torka vrednosti nepoznatih koja zadovo�
�ava sve nejednaqine sistema� Pod rexava�em sistema 	
� podrazumevamo nala�
�e�e skupa svih rexe�a�

Kako se svaka jednakost A � B mo�e ekvivalentno zapisati kao sistem od
dve nejednakosti A � B i A � B� rexava�e sistema nejednaqina obuhvata i
rexava�e sistema jednaqina i nejednaqina�

Izlo�i�emo Furije�Mockinovu metodu rexava�a sistema 	
�� Ideja me�
tode je eliminacija nepoznatih� Pretpostavimo da �elimo da iz sistema 	
�
eliminixemo nepoznatu x�� Uvedimo oznake

I � f i j ai� � � g�

J � f j j aj� � � g�

K � f k j ak� � � g�
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Rexava�em nejednaqina sistema po nepoznatoj x� dobijamo

x� � �bi � �ai�x� � � � �� ainxn���ai�� i � I�

x� � �bj � �aj�x� � � � �� ajnxn���aj�� j � J�

ak�x� � � � �� aknxn � bk� k � K�

Ukoliko je neki od skupova I� J ili K prazan� odgovaraju�e nejednaqine ne po�
stoje� Ako skupovi I i J nisu prazni� onda nepoznate x�� x�� � � � � xn zadovo�avaju
sistem

�bi � �ai�x� � � � �� ainxn���ai� � �bj � �aj�x� � � � �� ajnxn���aj�� i � I� j � J

ak�x� � � � �� aknxn � bk� k � K�

odnosno
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Ako je neki od skupova I ili J prazan� prva grupa nejdnaqina u 	�� ne postoji�
Ako je K � �� druga grupa nejednaqina u 	�� ne postoji� Specijalno� ako su K
i bar jedan od skupova I i J prazni� 	�� predstav�a prazan skup uslova� For�
malno� po definiciji rexe�a sistema� rexe�a praznog sistema su proizvo�ne
vrednosti �egovih nepoznatih�

Iz rexe�a sistema 	�� mo�e se rekonstruisati svako rexe�e sistema 	
�


Ako nepoznate x�� x�� � � � � xn zadovo�avaju sistem 	��� onda ure�ena n�torka
�x�� x�� � � � � xn� predstav�a rexe�e sistema 	
� ako i samo ako se x� proizvo�no
izabere iz intervala
�
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���� ���� I � J � ��

Na taj naqin rexava�e sistema 	
� svelo se na rexava�e sistema 	���

Postupak eliminacije bi se mogao da�e nastaviti na isti naqin� bira�
ju�i po vo�i redosled nepoznatih koje se eliminixu� Sisteme koji se dobijaju



		 �� Dugoxija

uzastopnim eliminacijama zva�emo eliminante sistema 	
�� Ako se na pra�
zan sistem formalno primeni postupak eliminacije� dobi�emo prazan sistem sa
jednom nepoznatom ma�e� Posled�a eliminanta ne sadr�i nepoznate� Ona je
sastav�ena od brojevnih nejednakosti ili je prazan skup uslova�

Mogu�i su sluqajevi



� Posled�a eliminanta sadr�i netaqnu nejednakost�

Tada polazni sistem nema nijedno rexe�e�

�� Sve nejednakosti u posled�oj eliminanti su taqne� To je ispu�eno ako
je ona prazan skup uslova�

Jedno rexe�e sistema 	
� dobijamo hodom unazad rekonstrukcijom rexe�a
eliminanti� polaze�i od posled�e� prema navedenom pravilu� sve dok se ne re�
konstruixe celo rexe�e polaznog sistema� Pogodnim izborima vrednosti za
nepoznate� ovako se mo�e dobiti svako rexe�e polaznog sistema�

Primer �� Dokazati da sistem

�x� � 
x� � x� � 
x� � �

�x� � �x� � �x� � x� � 


�x� � 	x� � 
x� � ��

nema rexe�a�

Eliminacijom x� dobijamo sistem

�
x��� � x���� x��� � ����

�x���� 
x��� � 
x��� � ����

Eliminacijom x� iz ovog sistema dobijamo netaqnu nejednakost � � ��
� Stoga
polazni sistem nema rexe�a�

�� Teorija sistema linearnih nejednaqina

Postupak eliminacije se mo�e iskoristiti za izvo�e�e fundamentalnih re�
zultata o sistemima linearnih nejednaqina� Klasiqno izvo�e�e ovih rezultata
zahteva poznava�e konveksne analize�

Primetimo najpre da se nejednaqine svake eliminante sistema 	
� linearnih
nejednaqina� mogu dobiti mno�e�em strana nejednaqina u 	
� nekim nenegativ�
nim brojevima i sabira�em odgovaraju�ih strana dobijenih nejednaqina� Tako
se �i� j��ta 	i � I� j � J� nejednakost eliminante 	�� mo�e dobiti mno�e�em
strana i�te nejednaqine u 	
� pozitivnim brojem ��ai�� j�te pozitivnim brojem
���aj� i ostalih nejednaqina nulom i sabira�em strana dobijenih nejednac�
hina� Tako�e se k�ta nejednaqina 	k � K� mo�e dobiti mno�e�em strana k�te
nejednaqine u 	
� sa 
� ostalih sa � i sabira�em strana dobijenih nejednaqina�
Dakle� svaku nejednaqinu eliminante 	�� mo�emo dobiti kao nenegativnu kom�
binaciju polaznih nejednaqina� Kako je nenegativna kombinacija nenegativnih
kombinacija ponovo nenegativna kombinacija� pravilo va�i za svaku eliminan�
tu�
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Poka�imo da se postupkom formira�a nenegativne kombinacije uz relaksa�
ciju dobijene desne strane� mo�e dobiti svaka linearna posledica sistema 	
�
koji ima bar jedno rexe�e�

Farkax�eva lema� Ako sistem ��� ima rexe�a i ako svako �egovo
rexe�e zadovo�ava nejednakost

�
� c�x� � c�x� � � � �� cnxn � d�

onda postoje nenegativni brojevi ��� ��� � � � � �m takvi da je�

�	� cj � ��a�j � ��a�j � � � �� �mamj � j � �� �� � � � � n�

i

�
� ��b� � ��b� � � � �� �mbm � d�

Drugim reqima� mno�e�em obeju strana nejednaqina u ��� redom sa nenega	
tivnim brojevima ��� ��� � � � � �m i sabira�em odgovaraju
ih strana� dobijamo
nejednakost iz koje� relaksacijom desne strane� dobijamo posledicu ��� si	
stema ����

Dokaz� Posmatramo sistem sa nepoznatim y i xi� i � �� �� � � � � n


���
ai�x� � ai�x� � � � �� ainxn � bi � i � �� �� � � �

�c�x� � c�x� � � � � � cnxn � y � ��

Kako sistem 	
� po pretpostavci ima rexe�a i sistem 	�� ima rexe�a� Jedno
rexe�e se npr� dobija kada se izabere rexe�e �x�� x�� � � � � xn� sistema 	
� i
y � c�x� � c�x� � � � �� cnxn�

Izvrximo eliminaciju nepoznatih sistema 	�� ostav�aju�i y kao posled�u�

Razmotrimo proces eliminacije nepoznate y� Zbog pretpostavke da je y
posled�a nepoznata koja se eliminixe� minorante i majorante nepoznate y mogu
biti samo realni brojevi� Kako se vrednost nepoznate y mo�e neograniqeno
uve�avati� majorante ne postoje� Kako su vrednosti nepoznate y� zbog

y � c�x� � c�x� � � � �� cnxn � d�

ograniqene s do�e strane sa d� mora postojati bar jedna minoranta i y ne mo�e
biti ma�e od maksimuma D svih minoranti� Jedna od nejednaqina pri elimi�
naciji nepoznate y je stoga y � D� Ova nejednaqina mo�e se dobiti mno�e�
�em strana nejednaqina posmatranog sistema redom sa nenegativnim brojevi�
ma ��� ��� � � � � �m� � i sabira�em odgovaraju�ih strana dobijenih nejednaqina�
Otuda je

��a�j � ��a�j � � � �� �mamj � �cj � �� j � �� �� � � � � n

� � �

��b� � ��b� � � � �� �mbm � D�
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Za y � D postoji rexe�e �x�
�
� x�

�
� � � � � x�n� sistema� pa je

D � c�x
�

�
� c�x

�

�
� � � �� cnx

�

n � d�

Iz izvedenih veza sledi tvr�e�e�

Teorema o sistemu koji nema rexe�a� Sistem ��� nema rexe�a
ako i samo ako postoje nenegativni brojevi y�� y�� � � � � ym takvi da je

mX
i��

yiaij � �� j � �� �� � � � � n

mX
i��

yibi � ��

Dokaz� Sistem 	
� nema rexe�a akko se u nekoj eliminantni pojav�uje ne�
taqna brojevna nejednakost � � b� �b � ��� Ona se dobija mno�e�em strana neje�
dnaqina sistema 	
� redom sa nekim nenegativnim brojevima yi� i � �� �� � � � �m i
sabira�em strana tako dobijenih nejednaqina� To je upravo tvr�e�e teoreme�

Radi uprox�e�a zapisa� u da�em �emo koristi matriqni zapis sistema
nejednaqina uvode�i me�u matricama istog formata relacije � i � akko izme�u
svih odgovaraju�ih elemenata tih matrica va�e obiqne relacije � i ��

Mockinova teorema alternative� Za proizvo�ne matrice A� B� C
koje imaju isti broj kolona� taqno jedan od sistema

�I�

Ax � �

Bx � �

Cx � �

i

�II�

uA� vB � wC � �

u � � � u �� �

v � �

ima rexe�a�

Dokaz� Sistemi �I� i �II� ne mogu istovremeno imati rexe�a� U suprotnom�
iz u � Ax � �� v � Bx � �� w � Cx � �� dobili bismo kontradikciju � � �uA �
vB � wC�x � ��

Pretpostavimo sada da sistem �I� nema rexe�a� Neka je e � ��� �� � � � � ��t�
Tada nema rexe�a ni sistem

Ax � e

Bx � �

Cx � �

�Cx � �
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Prema prethodnoj teoremi� postoje u � �� v � �� p � � i q � � takvi da je
uA � vB � �p � q�C � �� ue � �� Tada je �u� v� w� rexe�e sistema �II�� ako
stavimo w � p� q�

Prepuxtamo qitaocu da kao ve�bu izvede slede�e teoreme


Kunova teorema alternative� Neka su A� B� C matrice sa istim
brojem kolona� Tada taqno jedan od sistema

�I�

Ax � a

Bx � b

Cx � c

�II�

uA� vB � wC � �

ua� vb� wc � �

u � �� vb� wc � �

u � �

v � �

ima rexe�a�

Takerova k�uqna teorema� Neka je A proizvo�na realna matrica�
Tada postoje x i y takvi da je

Ax � �� ytA � �� y � �� Ax� y � � �

Separacija disjunktnih poliedara� Neka su skupovi P � fx � Rn j
Ax � bg i Q � fx � Rn j Cx � dg neprazni i disjunktni� Tada postoji
funkcija f�x� � px� q� p �� � pozitivna na P i negativna na Q�
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