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GEOMETRIJSKE KONSTRUKCIJE U KOJIMA

SE KORISTI SAMO LE�IR

Poznato da je da se ne mo�e svaki konstruktivni zadatak rexiti pomo�u
le�ira i xestara� Na primer� ne mo�emo konstruisati kvadrat qija je povrxina
jednaka povrxini jediniqnog kruga� podeliti dati ugao na tri jednaka dela ili
konstruisati pravilan sedmougao�

Posmatra�emo konstrukcije koje mogu biti izvedene korix�e�em le�ira
i xestara� Xvajcarski matematiqar Jakob Xtajner� smatraju�i da je le�ir
najprecizniji instrument� dokazao je ����� godine da svaki konstruktivni za	
datak koji mo�e da se rexi korix�e�em le�ira i xestara� mo�e biti rexen
i korix�e�em samo le�ira� ako je u ravni crte�a data jedna kru�nica i �en
centar� Pri tome se podrazumeva da je kru�nica konstruisana ako je odre
en
�en centar i polupreqnik� Nexto ranije� na sasvim drugi naqin ovu teoremu je
formulisao i francuski matematiqar �� Ponsele� Navedena teorema se naziva
teorema Ponsele	Xtajnera�

Navex�emo najpre nekoliko osnovnih konstrukcija koje se izvode korix�e	
�em isk�uqivo le�ira� a podrazumevaju zna�e iz geometrije koje imaju 
aci u
osnovnoj xkoli�

�� Dat je trougao ABC i taqke P i Q koje su sredixta redom �egovih

stranica AC i BC� Odrediti sredixte du�i AB�

Rexe�e� Du�i AQ i BP su te�ixne linije trougla ABC� a �ihova pre	
seqna taqka T je te�ixte trougla� slika �� Pravoj CT pripada tre�a te�ixna
linija� pa je presek du�i AB i prave CT tra�ena taqka S� odnosno sredixte
du�i AB�
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�� Data je du� AB i �oj paralelna prava p� Konstruisati sredixte

date du�i�

Analiza� Neka je ABC proizvo�an trougao� taqka S sredixte du�i AB
i p prava paralelna sa du�i AB takva da seqe du�i CA� CS i CB redom u
taqkama P � R i Q� slika 
� Lako se pokazuje da je PR �� RQ� Neka je taqka
V presek du�i AQ i SC� Doka�imo da su taqke P � V � B na jednoj pravoj� Iz
sliqnosti trouglova V AS i V QR sledi V S � V R � AS � QR � BS � PR� Sada
za �V SB i �V RP imamo �S � �R i SV � RV � SB � RP pa su ovi trouglovi
sliqni� odakle sledi da je �SV B � �RV P � Dakle� pokazali smo kolinearnost
taqaka P � V i B�

Konstrukcija� Data je du� AB i prava p� Oznaqimo sa C neku taqku sa
one strane prave p sa koje nije AB� Neka su P i Q taqke preseka redom du�i
CA i CB sa pravom p� Neka je V taqka preseka du�i AQ i BP � Prava CV seqe
du� AB u tra�enoj taqki S�

Dokaz� U analizi smo pokazali da su taqke C� R� V i S na jednoj pravoj� Da
bismo odredili pravu potrebne su nam dve taqke� U konstrukciji imamo taqke
C i V � Dakle� prava CV seqe du�i PQ i AB u �ihovim sredixtima�

Diskusija� Ova konstrukcija je uvek jednoznaqna i zadatak ima jedinstveno
rexe�e�

�� Data je du� AB i �eno sredixte S� Kroz taqku M koja ne pripada

pravoj AB konstruisati pravu paralelnu pravoj AB�

Rexe�e� Na pravoj AM uzmimo proizvo�nu taqku C� slika �� Neka je T
preseqna taqka pravih SC i BM � a N presek pravih AT i CB� Prava MN je
paralelna sa AB�

Dokaz� Pretpostavimo da prava koja prolazi kroz taqku M i paralelna je
pravoj AB� seqe pravu BC u taqki N�� Neka je T� � AN� � BM � Prava CT�
prolazi kroz sredixte du�i AB� tj� taqku S� Kako je T � BM �CS a T� � BM
i T� � CS� sledi da je T � T�� tj� N � N�� pa je MN k AB� Rexe�e je uvek
jedinstveno�
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U narednim zadacima podrazumeva�emo da je u ravni crte�a data kru�nica
k i �en centar O� kao i da mo�emo konstruisati samo pravu kroz dve date taqke�



Geometrijske konstrukcije u kojima se koristi samo le�ir ��

�� Konstruisati pravougaonik upisan u datu kru�nicu k�

Kroz taqku O konstruixemo dve razne prave p i q� i �ihove preseqne taqke
sa kru�nicom k oznaqimo redom sa A�B i C�D� slika �� Dobijene taqke su
temena pravougaonika�

	� Konstruisati kvadrat upisan u kru�nicu k�

Rexe�e� Konstruiximo� kao u prethodnom zadatku� pravougaonik ABCD
upisan u kru�nicu k� slika �� Kako je CD k AB� mo�emo konstruisati sredixte
P du�i AB �zadatak 
�� Sliqno� neka su Q� R� S sredixta redom du�i BC� CD
i DA� Prave PR i QS prolaze kroz sredixte O pravougaonika i PR � QS�
�ihove preseqne taqke sa kru�nicom k su K� L� M i N i te taqke su temena
kvadrata�
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� Kroz datu taqku M van date prave p konstruisati pravu paralelnu

pravoj p�

Rexe�e� Konstruiximo pravougaonik ABCD upisan u datu kru�nicu k

�zadatak ��� Prava p ne mo�e biti paralelna sa svim stranicama paralelograma�
pa neka du� AB nije paralelna sa p� Neka su P i Q sredixta du�i AD i BC�
Oznaqimo sa R� S i T taqke preseka prave p redom sa paralelnim pravim AB�
DC i PQ� Poxto je P sredixte du�i AD� bi�e i taqka T sredixte du�i
SR� Sada �zadatak �� konstruixemo pravu m kroz taqku M paralelnu pravoj p�
Rexe�e je jedinstveno�

�� Kroz datu taqkuM konstruisati pravu ortogonalnu datoj pravoj p�

Rexe�e� Konstruiximo kvadrat ABCD� slika � �zadatak ��� Zatim� kroz
taqku O �presek �egovih dijagonala� konstruiximo pravu q paralelnu pravoj p
�zadatak �� i neka je taqka Q presek prave q sa nekom stranicom kvadrata�
npr� AB� Pretpostavimo da je taqka Q razliqita od taqaka A i B �ako bi
bilo npr� Q � A� tada bi bilo BD � p�� Konstruiximo kroz taqku Q pravu
l takvu da je l k AC �zadatak ��� Drugu preseqnu taqku prave l sa stranica	
ma kvadrata oznaqimo sa L �neka je L � BC � l�� Kroz taqku L konstruixemo
pravu paralelnu sa AB �zadatak �� i �enu preseqnu taqku sa stranicom AD
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oznaqimo sa R� Prava OR je ortogonalna na pravu p� Na kraju� kroz taqku M
konstruixemo pravu m paralelnu pravoj OR� bi�e m � p�

Dokaz� Iz uslova l k AC dobijamo da je BQ � BL� a iz uslova LR k AB
dobijamo LB � AR� Dakle� BQ � AR� Pored toga� OB � OA i �OBQ �

�OAR � ��
�� pa je �OBQ ���OAR� odnosno �BOQ � �AOR� Iz svega ovoga

zak�uqujemo da je �QOR � �BOA � 	

�� dakle� da je OR � q� pa �e i za pravu

m k OR va�iti m � p�

Rexe�e je jedinstveno�
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�� Data je du� AB i prava p i na �oj taqka C� Konstruisati taqku

M na pravoj p takvu da je CM � AB�

Rexe�e� Kroz taqku C konstruiximo pravu q paralelnu pravoj AB� a zatim
kroz taqku B konstruixemo pravu l paralelnu pravoj AC� i neka je D � l � q�
slika �� Neka je P jedna od taqaka preseka kru�nice k i prave koja prolazi kroz
O i paralelna je pravoj p� Neka su Q i R taqke preseka kru�nice k i prave
kroz O paralelne sa q� Konstruiximo prave m i n koje prolaze kroz taqku D i
paralelne su redom pravim PQ i PR� Neka je M � m � p i N � n � p� i to su
tra�ene taqke�

Dokaz� Iz paralelograma ABDC imamo da je AB � CD� �OPQ i �OPR
su jednakokraki trouglovi� tj� OP � OQ � OR� Kako je �CMD � �OPQ
i �CDN � �ORP � bi�e i �CMD i �CDN jednakokraki trouglovi� pa je
CD � CM � CN � odnosno CM � CN � AB� Zadatak uvek ima dva rexe�a�


