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TEOREMA O SMENI PROMEN�IVE KOD

VIXESTRUKOG LEBEGOVOG INTEGRALA

Teorema o smeni promen�ive kod vixestrukog integrala se dokazuje na jedan
od slede�a dva naqina�

Prvi je zasnovan na svo�e�u teoreme� putem razlaga�a jedinice i lokalnog
razlaga�a difeomorfizma na kompoziciju jednostavnih preslikava�a� na sluqaj
kada se smena obav�a preslikava�em oblika x �� �x�� � � � � xn��� h�x�� � � � � xn���
Takvi dokazi se najqex�e odnose na Rimanov integral i mogu se na�i� na primer�
u �Ru�� i �Sp��

Drugi� koji formalizuje intuitivno jasnu relaciju dy � jJf �x�j dx za y �
f�x�� se qesto sprovodi poziva�em na dub�e rezultate teorije mere� na primer
na teoremu o diferencira�u apsolutno neprekidnih i singularnih mera u Rn�

Nax ci� je da ovde damo jedan dokaz teoreme o smeni promen�ive za vixe�
struki Lebegov integral koji od rezultata teorije mere zahteva samo teoremu o
jedinstvenosti produ�e�a mere� K�uqnu ulogu u dokazu igra rasu�iva�e koje
se jav�a u dokazu teoreme o inverznoj funkciji 	uporedi sa �Ca�
� vidi relaciju
	�
 ni�e�

Teorema �� Neka je f � 	� � 	� difeomorfizam klase C� izme�u otvo�
renih skupova 	��	� � R

n� tj� preslikava�a f � 	� � 	� i f�� � 	� � 	� su
neprekidno diferencijabilna� Neka je � � 	� � C Borelova funkcija� Tada
va�i�

�� � � f � 	� � C je tako�e Borelova�

	� Za � � 
 je

���

Z
��

��y� dy �

Z
��

��f�x��jJf �x�j dx�


� Ako je � � L��	��� onda je �� � f�jJf j � L��	�� i va�i gor�a formula�

Teorema va�i i pod slabijim pretpostavkama na preslikava�e f � ali tada
dokaz postaje slo�eniji� Na primer� u �Mi� je dokazana slede�a teorema�

Teorema �� Neka je f � U � V homeomorfizam izme�u otvorenih skupo�
va U� V � Rn koji je lokalno Lipxicov� to jest� za svaki kompakt K � U



Smena promen�ive kod Lebegovog integrala ��

postoji konstanta LK takva da je kf�x��f�y�k � LKkx�yk za sve x� y � K�
�Tada je f skoro svuda diferencijabilno preslikava�e na U na osnovu jedne
teoreme Rademahera�� Tada va�i

�� f�B� je Borelov skup za svaki Borelov skup B � U �

	� Funkcija � definisana sa ��B� � m�f�B�� za svaki Borelov skup B � U
je regularna Borelova mera na U i �� m�


� Za svaki Lebeg meriv skup E � U imamo da je f�E� Lebeg meriv
podskup od V � ��E� � m�f�E�� zadaje regularnu Borelovu meru � na sigma
algebri Lebeg merivih podskupova od V i

��E� �

Z
E

j det f ��x�jdm�x��

Pored toga� ako je � integrabilna na f�E� �E je Lebeg meriv�� tada
je funkcija � � f j det f �j integrabilna na E iZ

f�E�

��y�dm�y� �

Z
E

��f�x��j det f ��x�jdm�x��

S druge strane� u k�izi �Ru�� je dat dokaz bez pretpostavke da je f lokalno
Lipxicova� ali zato zahtevaju�i diferencijabilnost preslikava�a f �

Doka�imo teoremu � Neka je V � C otvoren� tada je �� � f����V � �
f�������V ��� ����V � je Borelov pa je i f�������V �� Borelov� jer je f homeo�
morfizam�

Sliqno je i � � f�� Borelova funkcija ako je � � 	� � C Borelova� Bira�
ju�i � � �E i koriste�i relaciju �f�E� � �E�f

�� zak�uqujemo da je f�E� � 	�

Borelov kad god je E � 	� Borelov� Sada je jasno da formula

��E� � m�f�E��

zadaje Borelovu meru na 	�� Oqigledno je sa

��E� �

Z
E

jJf j dm

tako�e zadana jedna Borelova mera na 	�� dakle d� � jJf j dm�

Pretpostavimo da smo dokazali da je � � � 	u qemu se sastoji suxtina
dokaza
� Tada je m�f�E�� �

R
E
jJf jdm za svaki Borelov skup E � 	�� Ako je

F � 	� Borelov i ako je � � �F � onda mo�emo primeniti gor�u jednakost na
E � f���F �� xto daje formulu 	
 u ovom specijalnom sluqaju�Z

��

�F �y�dy � m�f�E�� �

Z
E

jJf �x�jdx �

Z
��

�F � f�x�jJf �x�jdx�

Kako su obe strane formule 	
 linearne po �� sledi da ona va�i i za svaku
prostu pozitivnu funkciju� Standardnom aproksimacijom proizvo�ne pozitiv�
ne mer�ive funkcije � rastu�im nizom prostih funkcija �k i primenom teoreme
o monotonoj konvergenciji dobijamo drugo tvr�e�e� Razlaga�em funkcije � u
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tre�em delu teoreme na �en pozitivan i negativan deo 	� � �� � ��
 i po�
ziva�em na ve� dokazano vidimo da formula 	
 va�i za realne integrabilne
funkcije �� Odatle� razlaga�em na realan i imaginaran deo� sledi opxti slu�
qaj�

Za dokaz jednakosti mera � i � dovo�no je� na osnovu teoreme o jedin�
stvenosti produ�e�a mera� dokazati da je ��Q� � ��Q� za svaku kocku Q �Qn

j���ai� ai  d� �� 	�� Za dokaz jednakosti ��Q� � ��Q� su nam potrebna
slede�a razmatra�a�

Prostor Rn smatramo snabdevenim normom kxk � max��j�n jx
j j� x �

�x�� � � � � xn�� Tada je B�x�� r� �
Qn

j���x
j
� � r� xj�  r�� Tako�e� norme linear�

nih operatora A � Rn � R
n se uzimaju u odnosu na uvedenu max normu�

Neka je B � B�x�� r� � 	�� Tada je� na osnovu teoreme o konaqnom prira�
xtaju prime�ene na preslikava�e x �� f�x�� �f�x��  f ��x���x� x����

kf�x�� �f�x��  f ��x���x � x���k � kx� x�k sup
	x��x


kf ��x�� f ��x��k � ��x�� r�r�

za svako x � B� gde je ��x�� r� � max����B kf
��	�� f ��
�k� Odatle sledi da je

f�B� � f�x��  f ��x��B�
� r� B�
� r��x�� r��

� f�x��  f ��x���B�
� r�  f ��x��
��B�
� r��x�� r����

Dakle� dokazali smo

��� f�B�x�� r�� � f�x��  f ��x��B�
� r��  kf ��x��
��k max

����B
kf ��	�� f ��
�k���

Pretpostavimo da je i

max
����B

kA��k kf ��	�� f ��
�k � � � ��

gde je A � f ��x��� Doka�imo da je tada

��� f�B�x�� r�� � f�x��  f ��x��B�
� r��� ����

Uvedimo ��x� � x � A���f�x� � y��� gde je y� � f�x��� Na osnovu teoreme o
konaqnom priraxtaju sledi da je

k��x��� ��x��k � kx� � x�k sup
	x��x�


kI �A��f ��	�k

� kx� � x�k kA
��k sup

	x��x�


kf ��x��� f ��	�k � �kx� � x�k

za x�� x� iz B� Odaberimo sada y�Az � y�f ��x��B�
� r������� z � B�
� r���
���� Neka je

��� xm�� � z  ��xm� m � 
� �� � � � �

Doka�imo da svi qlanovi ovog niza pripadaju lopti B�x�� r�� To je oqigledno
taqno za x�� prepostavimo da x�� � � � � xm pripadaju B� Tada je� na osnovu gor�e
procene�

kxm�� � xmk � k��xm�� ��xm���k � �kxm � xm��k 	 	 	 � �mkx� � x�k � �mkzk
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jer je x� � x� � z ��x��� x� � z  x� �A���f�x��� y��� x� � z� Sledi da je

kxm�� � x�k � kxm�� � xmk kxm � xm��k 	 	 	 kx� � x�k

� kzk��  � 	 	 	 �m� �
kzk

�� �
� r

pa vidimo da zaista imamo definisan niz xm u B� Pored toga� iz gor�ih procena
sledi da je vektorski red x� 

P�
m���xm�� � xm� apsolutno konvergentan� te

konvergira elementu x � Rn� Dakle� limm�� xm � x� oqigledno x � B�x��
kzk
����

jer svi qlanovi xm pripadaju toj zatvorenoj lopti� Prelaskom na limes u 	�

dobijamo da je x � z  ��x� odakle lako sledi da je f�x� � y�  Az� Ovim smo
dokazali 	�
�

Neka je sada Q �
Qn

j���ai� ai  d� �� 	�� i zadajmo �  
� S obzirom

da je f � neprekidna funkcija na kompaktu Q� postoji podela kocke Q na kocke
Qp �

Qn

j���ai  dpi��
k� ai  d�pi  ����k�� p � �p�� � � � � pn�� pi � 
� �� � � � � �k � ��

takve da je kf ��	� � f ��
�k � � kad god 	 i 
 pripadaju istoj kocki Qp� Da�e�

k�f ����k je tako�e neprekidna pa postoji M � 
 takvo da je k�f ��x����k �M
za svako x � Q� Oznaqimo sa xp centar lopte Qp� Prime�uju�i 	�
 i 	�
 na
lopte Qp dobijamo da je

f�xp�  f ��xp�B�
� d�
�k����� ��� � f�Qp� � f�Qp�

� f�xp�  f ��xp�B�
� d�
�k���� M����

Kako je Lebegova mera translatorno invarijantna i kako je m�A�E�� �
j detAjm�E� za svaki Borelov skup E i svaki linearan operator A � Rn � R

n�
sledi da je

��� ��nj det f ��xp�jm�Qp� � m�f�Qp�� � �� M��nj det f ��xp�jm�Qp��

Sumiraju�i ove nejednakosti i koriste�i qi�enicu da je f�Q� jednako disjunkt�
noj uniji skupova f�Qp�� dobijamo da je

��� ��n
X
p

j det f ��xp�jm�Qp� � m�f�Q�� � �� M��n
X
p

j det f ��xp�jm�Qp��

Obzirom da je �  
 proizvo�no i da
P

p j det f
��xp�jm�Qp� konvergira ka Rima�

novom integralu
R
Q
jJf �x�jdx kada dijametar podele te�i ka nuli� sledi da je

m�f�Q�� �
R
Q
jJf �x�jdx� to jest da je ��Q� � ��Q�� qime je dokaz zavrxen�
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