HACTABA MATEMATUWUEKE HA ARYJITETUUMA

nop Musiom Apcerosuh

TEOPEMA O CMEHU ITPOMEHJBUBE KO/L
BUITECTPYKOT JIEBEI'OBOTI' UHTET'PAJIA

TeopeMa 0 CMeHI IPOMEHJFUBE KOI BUIIECTPYKOT HMHTErpaja ce HOKa3yje Ha jeIan
orn cueneha nBa HauumHA.

IIpBu je 3acuoBam HA cBOLEmY Teopeme, myTeM Pa3iarama jeUHUNE W JTOKAIHOT
pazmarama aupeoMopPuaMa Ha KOMIO3UNH]Y je THOCTABHUX OPECINKABABA, Ha CIydaj
Kama ce CMeHa 0GaBiba mpecamkaBameM obmmka  — (xl, ... "t h(zt, ... ™).
Taksu mokasu ce Hajuemhe oxuoce Ha Pumanos uaTerpan u Mory ce Hahu, Ha mpumep,

y [Rul] = [Sp].

Jlpyru, xoju $popmanusyje uHTYUTHBHO jacHy penauujy dy = |J¢(z)|dx 3a y =
f(x), ce wecro cupoBoam mo3MBameM Ha Ay0Jbe pe3yiTaTe TEOpPHUje Mepe, Ha MpuMep
Ha TEOpeMy O Mu(epeHIupamy AnCOIyTHO HEMPEKUIHUX W CHHTyIapHUX Mepa y R™.

Ham nmus je ma oBme maMmo jemaH DOKa3 TeopeMe O CMEHH IPOMEHJ/bUBE 34 BHIIE-
cTpykn JleGerop mETErpa KOju Of pe3yiaTaTa TEOPHje Mepe 3aXTeBa CaMoO TEOPEMY O
jeMUHECTBEHOCTH TPOIYKEHA Mepe. Kibydmy yiory y mokasy mrpa pacylhusame koje
ce jaBiba y HOKa3y TeopeMe 0 MHBep3HO] ¢pyHEumju (ymopemu ca [Cal]), Bumu penanujy
(3) mmxe.

TEOPEMA 1. Hexa je f: Q1 — Qa2 dupeomoppuszam xaace C* uamely omeo-
penuz cxynosa Q1,0 C R, mj. npecauxasama f:Q — U u f71:Qy — Qy cy
nenpexudno Jupepenyujabuana. Hexa je ¢ : Qs — C Bopenosa gywryuja. Tada
eancu:

1. po f:Qy — C je maxohe Lopenosa.
2. 3a ¢ >0 je

(1) /Q o(y) dy = /Q S(F()| 5 ()] da.

3. Axo je p € L' (Q2), onda je (o f)|Jf| € L* (1) u eaxcu zopma dopmyaa.

TeopeMa Baxky U mOJ CIAdUjUM IPETIOCTABKAMA HA MPECAUKABambe f, anam Tanga
noka3 mocraje caoxenuju. Ha mpumep, y [Mi] je norasana cremeha Teopema:

TEOPEMA 2. Hexa je f : U — V zomeomopgusam usmehy omeopenus cryno-
ea U,V C R" xoju je noxaano Jlunwuyos, mo jecm, sa ceaxu xomnaxm K C U
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nocmoju xKowemanma L maxea da je ||f(x) — f(y)|| € L ||z —yl| 30 cee x,y € K.
(Taoa je f cropo ceyda dupeperyujabusno npecaukasamwe Ha U Ha ocnosy jedne
meopeme Pademazepa.) Tada eaxcu
1. f(B) je Bopenaos cxyn sa ceaxu Bopenoe cxyn B C U.
2. Pynryuja p dedunucana ca p(B) = m(f(B)) sa ceaxu Lopeaos cxyn B C U
je peeyaapra Bopenosa mepa wa U u p K m.

3. 3a ceaxu Jebez meprue ckyn E C U umamo da je f(E) Jebez mepoue
nodcxyn 00V, w(E) = m(f(E)) sadaje peeyaapry Lopeaosy mepy | wa cuema
anzebpu Jebez meprueur nodckynoea 00 V u

u(B) = [ [det £ @)lim).

IIoped moza, axo je p unmezpabuana wa f(E) (E je Jlebez mepaus), mada
je dyrnryuja @ o f|det f'| unwmezpabuana na E u

/ o(y)dm(y) = / o(f(x))|det f'(z)|dm(z).
F(E) E

C mpyre ctpare, y kpusu [Ru2] je mat moras Ge3 mpermocraske 1a je f JIOKAIHO
Jlunummnosa, axu 3ato 3axTeBajyhu audepeHnujabumHOCT TpeciukaBama f.

Ilokaxmmo teopemy 1. Hera je V' C C otsopen, Tama je (po f) " 1(V) =
F e H(V)), ¢ 1(V) je Bopenos ma je m f (o 1(V)) Bopenos, jep je f xomeo-
MOp(pHI3aM.

Cmuno je m ¢ o f~! Bopenosa dymkmmja axo je 1 : Q; — C Bopemosa. Bupa-
jyhm ¢ = x g u kopucrehu penamujy x () = xeof ! sakmyuyjemo ma je f(E) C Qo
Bopenos kax rox je E C 2; Bopenos. Caza je jaceo ma dopmymra

w(E) =m(f(E))

3amaje Bopenosy mepy ma ;. Ouuraenso je ca

v(E) =/E|Jf|dm

rakobhe 3anana jemma Bopenosa mepa Ha 4, makie dv = |Jy¢| dm.

[IpernocraBumo ga cMo nokazamm na je 1 = v (y 4eMy ce Cacroju CyWITHHA
noxaza). Tagma je m(f(E)) = [, |Jfldm 3a csaxu Bopenos cxyn E C Q1. Axo je
F C Q- Bopenos u ako je ¢ = Y, OHIA MOKEMO IPUMEHATH TOPHY jeTHAKOCT HA
E = f~Y(F), mro maje gopmymy (1) y oBOM cIenmjaHOM CIydajy:

/Q ey =m(f()) = /E |7 ()|da = /Q o f@) (o)l

Kako cy obe crpame dopumyne (1) numeapue mo ¢, cieau oa OHA BAKU U 33 CBAKY
npocTy mo3uTHBHY (yHENHjy. CTammapIHOM aIpOKCUMANNjOM NPOU3BOJbHE TO3UTHB-
He MepJpuBe (yHKNUje  pacTyhuM EHE30M IPOCTUX GYHKIU]A Q) U IPUMEHOM TeopeMe
0 MOHOTOHO] KOHBepreHmumju nobujamo apyro tepheme. Paszmaramem (ymrnmje p y
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tpelieM memy TeopeMe Ha HeH TMO3WTHBAH W HeraTwBam neo (¢ = @' — ™) u To-
suBameM Ha Beli mokaszamo Bumumo ma ¢opmyna (1) Baxu 3a peanne unrerpabuine
¢yurnuje . Opmarme, pa3narameM HA PEANAH W MMATHHAPAH I€0, CIeIW ONIITH CIy-
qaj.

3a mOKa3 jeNHAKOCTH Mepa ¥ W [i NOBOJHO je, Ha OCHOBY TEOpEMe O jeIuH-
CTBEHOCTH NPOIYKema Mepa, nokaszarw ga je v(Q) = p(Q) 3a cBaky kKomgy Q =
[[-i[ai,ai +d) CC Q1. 3a noras jemmaxoctn v(Q) = u(Q) cy mam morpeba
caeneha pasmarpama.

IIpoctop R" cmatpamo cmabaesermM HOpMOM ||z|| = maxigjc, |2], = =
(z',...,2"). Tama je B(wo,r) = [[/_ (a5 — r,ap + r]. Taxobe, mopme mmmeap-
mux omepatopa A : R” — R" ce y3umajy y 0oQHOCY Ha yBemeHY max HODPMY.

Hexka je B = B(xg,7) C ;. Tagma je, Ha 0CHOBY TeopeMe O KOHAYHOM TpUPA-
mTajy mpuMemeHe Ha npecamkaBame  — f(x) — [f(zo) + f'(zo)(z — zo)],

1f(x) = [f(wo) + f'(wo)(x = zo)lll < [l = wo|| sup [If'(w) = f'(wo)ll < w(wo,7)r,

[zo,z]

3a cBako T € B, rae je w(xo,7) = max, 5 [|f'(§) = f'(n)||. Omarne cremn na je

f(B) C f(zo) + f'(z0)B(0,7) + B(0,7w(x0,7))
C flxo) + f'(20)[B(0,7) + f'(20) " B(0, rw(wo, 7))].
Jlagme, MOKA3aJm CMO

(2)  f(B(xo.7)) C f(wo) + f'(w0) BO,r(1 + || f'(w0)~ 1||£maw%||f'(£) = f'm)-

NE
IIpermocTaBumo ma je m

max [[AT (&) = (il <e <1,

¢&nEB
rae je A= f'(xp). Jokaxumo ma je Tazga
(3) f(B(xo,7)) D f(zo) + f'(20)B(0,7(1 —¢)).

Ysemavo ¢(z) = v — A1 (f(x) — o), rme je yo = f(xo). Ha ocmosy Teopeme o
KOHAYHOM MPUPAMTAjy CIETu Oa je

lo(a1) = (@)l < llor — @2l sup [T = AT F/(E)]]

T1,T2

< e — a2 ]A7 S 1" (zo) = f/(OI < ellwr — a2
T1,T2
3a 11, 2o w3 B. Omabepumo cama yo + Az € yo + f'(20)B(0,7(1—¢)), z € B(0,r(1 —
€)). Heka je

(4) Tmit = 2+ p(en)  m=0,1,....

JlokaxuMO Ia CBYM YIAHOBHM OBOT Hu3a npumanajy aourd B(zg,r). To je ouuraenmo

TAYHO 3a Tg, TPEIOCTABUMO 1A Ty, ... , T, npunagajy B. Tama je, Ha ocHOBY ropme

npoIeHe,

m
|

[mi1 = zmll = lo(@m) = @@m-1)l| < €lm = zmall- <™z —woll = €™l
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jep je w1 —wo = 2+ @(x0) — 20 = 2+ 20 — AL (f(20) — 90) — w0 = z. Cemn ma je

[emir = zoll < Nzmir —@mll + [[m — 2 [l + - + 21 — 20|

z
Il +et - +em) < 1||_||6 <

Ta BUANMO Ja 3aMCTa IMaMo AeQUHENCAH HU3 T,, ¥ B. Ilopex Tora, n3 rOpHAX IPONEHA
CTeIU A2 je BEKTODPCKH PeX Lo + ». - _(Zm41 — Tp,) ANCOLYTHO KOHBEPIEHTAH, Te

1]

ie)
jep CBU YIAHOBH I, OPUNaIajy TOj 3arBOpeHoj dontu. IIpemackom ma numec y (4)
nobujamo ma je x = z + p(x) omakne mako caemu na je f(x) = yo + Az. Osum cmo
nokazand (3).

komBeprupa exementy x € R". Hakxe, lim,, .o &, = x, ouuraenso x € B(zy

Heka je cama Q = H?zl[ai7ai +d) CC O, u 3amajmo € > 0. C ob3upom
ma je f' mempekmmma (yHENUja HA KOMIAKTy (), MOCTOjI MOZENIa KONKEe () HA KOIKE
Qp = H?:l[ai + dpi/2k7ai + d(p‘b + 1)/2k)7 p= (plv s 7pn)7 bi = 07 ]-7 e 72k - ]-7
rakse na je || f'(§) — f'(n)|| < € vamrox § m 1 mpumamajy mcroj komgm Q,. Hame,
()"l je Taxobe mempexmama ma mocroju M < 400 Takso ma je ||(f'(x))~'|| < M
3a cBako ¥ € Q. Osmaummo ca z, nesrap monre Q. Ilpumemyjyhu (3) u (2) Ha
nonte ), mobmjamo xa je

flap) + f'(2,)B(0,d27*"(1 = €)) C f(Q,) C f(Q,)

C f(op) + F/(2,) B0, 275 1(1 + Me)),
Kako je JleGerosa mepa TpaHcmaTopHO uHBapujanTHa u kako je m(A(E)) =
| det Ajm(E) 3a caku Bopenos ckyn E u cBaku aureapan omepatop A : R" — R,
cirenu ma je
(1 —e)"[det f'(zp)|m(Qp) < m(f(Qp)) < (14 Me)"|det f'(z,)|m(Qp).
Cywmupajylhiu ose vejegnaxocru u kopucreliu yumenuny na je f(Q) jexgaro mucjyHkT-
HOj yEmju ckymosa f(Q,), nobujamo ma je

(L—€)" Y [det f'(z,)Im(Qp) < m(f(Q)) < (L+ Me)™ | det f'(w)|m(Qy).
P P
O63npoum na je € > 0 mponssomro  1a ), | det f'(x,)|m(Q,) xomseprupa xa Puma-
HOBOM HHTETPaJy fQ |J¢(z)|dex xama mujameTap mOZele TEXH Ka HYJIH, CICLE A je

m(f(Q)) = fQ |J#(z)|dx, To ject ma je u(Q) = v(Q), 4ume je HOKa3 3aBpIIEH.
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