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OSNOVNA TEOREMA ALGEBRE

�� Uvod

Kao Osnovna teorema algebre poznata je s�ede�a teorema�

TEOREMA ���� Svaki polinom f�X� � C�X � stepena n �� deg�f� � �
ima u po�u C kompleksnih brojeva bar jednu nulu ��

Ako je f�X� � C� a �f�X� polinom koji se dobije iz polinoma f�X� tako da
mu se konjuguju koeficijenti� tada je g�X� �� f�X� � �f�X� � R�X � polinom sa
realnim koeficijentima i � � C je nula polinoma g�X� ako i samo ako je � nula
polinoma f�X� ili polinoma �f�X�� tj� � ili �� nula polinoma f�X�� Zato se
Osnovna teorema algebre mo�e formulisati i u obliku naredne teoreme u kojoj
se postav�a prividno bla�i zahtjev�

TEOREMA ���� Svaki polinom f�X� � R�X � stepena n �� deg�f� � �
ima u po�u C bar jednu nulu ��

Dobro je poznato da je� za svako po�e K� prsten polinoma K�X � Euklidov
prsten �v� npr� �	
� I dio� Primjer I� ����
� dakle i prsten glavnih ideala �Ibid	
Propozicija I� ����
� tj� da je svaki ideal toga prstena glavni ideal� Odatle se
lako zak�uquje da je K�X � ujedno Gauss�ov prsten �ibid	 Teorema I� ��	�
� tj� da
vrijedi�

TEOREMA ���� Svaki polinom f�X� � K�X � stepena n �� deg�f� � �
je proizvod nesvod�ivih polinoma� koji su jedinstveni do poretka i kon�
stantnih faktora�

U Gauss�ovom prstenu K�X � sigurno su nesvod�ivi svi linearni polinomi�
za koje mo�emo uzimati da su normirani� tj� da imaju oblik X � a �a � K
� No�
u opxtem sluqaju� nesvod�ivi polinomi iz K�X �� za koje opet mo�emo uzimati
da su normirani� ne moraju biti linearni� ve� mogu imati stepen ve�i od ��
Tako u sluqaju K � Q� za svaki prirodan broj n i svaki prost broj p� polinom
Xn�p � K�X � je nesvod�iv� �V� npr� �	
� I dio� Lema I� ����
� Me�utim� na osnovu
teoreme ��	� nesvod�ivi polinom f�X� � R�X � ima u C bar jednu nulu �� pa
je linearan ukoliko � � R� odnosno kvadratan ukoliko � �� R� Naime� R�X � je
Euklidov prsten� pa je u prvom sluqaju f�X� dje�iv polinomom X�� � R�X �� a
u drugom polinom f�X� � �f�X� ima u C i nulu �� �� �� pa je dje�iv kvadratnim
polinomom �X � ���X � ��� � R�X ��

Tako iz teoreme ��	� slijedi�
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TEOREMA ���� Svaki polinom f�X� � R�X � stepena n �� deg�f� � � je
proizvod nesvod�ivih polinoma iz R�X � stepena � ili ��

Zapravo je teorema ���� ekvivalentna sa teoremom ��	� jer svaki polinom
g�X� � R�X � stepena � ili 	 ima sigurno bar jednu nulu � � C�

Ako jeK potpo�e po�a L� ka�e se da je L proxire�e po�a K� Proxire�e L
po�a K mo�e se na prirodan naqin shvatiti kao vektorski prostor nad po�em
K� Dimenzija toga vektorskog prostora oznaqava se sa �L � K� i kad je ova
konaqna ka�e se da je L konaqno proxire�e po�a K� U tom sluqaju� za svako
� � L� elenenti �j �j � �� �� 	 	 	 � n �� �L � K�
 su linearno zavisni nad K� tj�
postoji nekonstantni polinom f�X� � K�X � stepena deg�f� � n qija je nula ��
Za element � nekog proxire�a L po�a K ka�e se da je algebarski element nad
K� ako postoji nenulti polinom f�X� � K�X � qija je nula �� Proxire�e L
po�a K zove se algebarsko proxire�e po�a K ukoliko je svaki element � � L
algebarski nad K� Za algebarski element � � L nad K postoji normirani
polinom g�X� � K�X � najni�eg stepena qija je nula �� Taj polinom je jedinstven
i nesvod�iv� Polinom g�X� zove se minimalni polinom� am �� deg�g� stepen
algebarskog elementa � u odnosu na K� Minimalno potpo�e K��� po�a L koje
sadr�i K i algebarski element � je konaqno proxire�e po�a K sa �K��� � K� �
m i sastoji se od svih elemenata oblika a��

� � � � �� am���
m��� Pri tome se u

po�u K��� raquna na prirodan naqin� s tim xto se uva�ava jednakost g��� � ��
dakle potpuno sliqno kao u specijalnom sluqaju K � R� � � i i g�X� � X����

U vezi sa ovim navodimo bez dokaza s�ede�u Kronecker�ovu teoremu �v�
npr� �	
� II dio� teorema II� ����
�

TEOREMA ���� Za proizvo�no po�e K i svaki �normirani	 nesvod�ivi
polinom g�X� � K�X � postoji proxire�e L po�a K koje sadr
i bar jednu
nulu � polinoma g�X��

Primijetimo da� u opxtem sluqaju� po�e K��� koje sadr�i nulu � polino�
ma g�X � � K�X � ne mora sadr�avati nijednu nulu nekog drugog �nesvod�ivog

polinoma h�X� � K�X �� pa nije samo po sebi jasno zaxto bi po�e C � R�i� bilo
izuzetak�

Iz teoreme ���� i onoga xto je reqeno neposredno prije �e vidimo da za
proizvo�no po�e K vrijedi� svaki nesvod�ivi polinom g�X� � K�X � je li�
nearan ako i samo ako je svako algebarsko proxire�e L po�a K trivijalno�
tj� jednako K� Po�e K koje nema netrivijalnih algebarskih proxire�a zove
se algebarski zatvoreno po�e� Prema tome vrijedi�

TEOREMA ���� Za svako po�e K ekvivalentni su s�ede�i iskazi�
�	 Svaki polinom f�X� � K�X � ima u K bar jednu nulu

�	 Svaki nesvod�ivi polinom g�X� � K�X � je linearan

�	 Svaki polinom f�X� � K�X � stepena n � � je proizvod linearnih

polinoma

�	 Po�e K je algebarski zatvoreno�

Za svako proxire�e L po�a K proizvo�an nekonstantni polinom f�X� �
K�X � ima u prstenu L�X � jedinstven prikaz u obliku proizvoda nesvod�ivih
polinoma� U �emu se pojav�uje najvixe n �� deg�f� linearnih polinoma� pa
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otuda polinom f�X� ima u L najvixe n �� deg�f� nula raqunaju�i za svaku od
�ih i �enu vixestrukost� Na osnovu teoreme ���� mo�e se lako dokazati s�ede�a
teorema� koja tako�er pripada Kronecker�u�

TEOREMA ��	� Za svako po�e K i svaki polinom f�X� � K�X � stepe�
na n �� deg�f� � � postoji proxire�e L po�a K koje sadr
i svih n nula
polinoma f�X��

Minimalno proxire�e L po�aK iz teoreme ���� je konaqno proxire�e po�a
K i zove se po�e razlaga�a polinoma f�X� u odnosu na K�

Dokaz teoreme ���� mo�e se skicirati ovako� Razlo�imo f�X� na nesvod�ive
faktore u K�X �� Ako me�u �ima nema faktora stepena � �� mo�emo uzeti L �
K� Ako je f��X� nesvod�ivi faktor polinoma f�X� u K�X � stepena � �� onda
odaberimo proxire�e K� �� K���� po�aK koje sadr�i nulu �� polinoma f��X��
dakle i polinoma f�X�� Ako se f�X� u K��X � razla�e na linearne faktore
mo�emo uzeti L �� K�� Inaqe za nesvod�ivi faktor f��X� polinoma f�X� u
K��X � stepena � � treba konstruisati proxire�e K� �� K����� koje sadr�i
nulu �� polinoma f��X�� dakle i polinoma f�X� itd�

�� Istorijski osvrt

Najprirodniji put da doka�emo da realni polinom f�X� � R�X � u po�u
C ima bar jednu nulu� tj� realna algebarska jednaqina f�X� � � bar jedan
korijen� je direktna konstrukcija te nule� odnosno tog korijena� Za linearni
i kvadratni polinom ta konstrukcija je jednostavna i dobro poznata� Taj put
odabrao je Cardano za sluqaj kubne jednaqine� a na taj naqin �Ferrari�evom me�
todom
 rijexena je i bikvadratna jednaqina� Pokuxaji da se na sliqan naqin
��pomo�u radikala� rijexe i algebarske jednaqine vixeg stepena zapeli su ve�
kod jednaqina petog stepena� To nije nimalo sluqajno� jer je N	 H	 Abel ��	��
godine dokazao da se na taj naqin ne mo�e rijexiti opxta algebarska jednaqi�
na stepena � �� Taj neoqekivani rezultat Abel�a dobi�e malo kasnije E	 Galois
u okviru nove teorije koja se danas zove �egovim imenom� �O tome v� npr� �	
� II
dio
�

Kad bi se svaka �realna
 algebaraska jednaqina mogla rijexiti ��pomo�u
radikala�� onda bi se lako moglo zak�uqiti da �ena rjexe�a le�e u po�u C
kompleksnih brojeva� a ne kako se to vjerovalo sve do Gauss�a� negdje u ��niqijoj
zem�i�� xto bismo danas rekli u nekom proxire�u po�a C�

Slijede�i k�igu ��
� navex�emo neke k�uqne datume od prve mistiqne pojave
Osnovne teoreme algebre do �enog danax�eg shvata�a kao neqega prirodnog i
samo po sebi jasnog�

���� Girard ��������	�
 i Descartes ����������
� Peter Roth ������
godine
 izriqe tvrd�u da algebarska jednaqina stepena n ima najvixe n korije�
na� a Vieta ����������
 navodi jednaqine stepena n koje zaista imaju n korijena�
Danas zaborav�eni flamanski matematiqar Albert Girard kao prvi tvrdi da sva�
ka algebarska jednaqina ima n rjexe�a� Dokaz ove tvrd�e Girard ne navodi� ve�
ga samo ilustruje na nekim primjerima� izme�u ostaloga na primjeru jednaqine
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X���X�
 � �� On me�utim ne tvrdi da rjexe�a imaju uvijek oblik a�b
p���

a� b � R� pa bi se danax�im jezikom mogla iskazati
������ Girard
ova teza� Za svaki polinom f�X� � R�X � stepena n

postoji proxire�e K po�a C u kome f�X� ima n nula
 po�e K je eventualno
netrivijalno proxire�e po�a C�

Descartes u svojoj k�izi La Geometrie ������ godine
 navodi stav da je svaki
polinom sa nulom � dje�iv polinomom X��� Vjeruje se da je taj stav znao ve� i
Thomas Harriot ���������	�
� koji je ����� premjeravao koloniju Virginia i tako
bio prvi matematiqar koji je �ivio u Sjevernoj Americi� Inaqe se ovaj stav
zove i Bezo�ut�ova teorema�

���� Leibnitz �������
��
� U vezi sa razlaga�em racionalne funkcije
na parcijalne razlomke radi �ene integracije� Leibnitz se bavi pita�em da li
se svaki polinom f�X� � R�X � mo�e prikazati kao proizvod realnih polinoma
stepena � i 
� On ne samo da ne vjeruje da je tako nexto uvijek mogu�e� nego qak
pogrexno tvrdi da u razlaga�u

x� � a� �
�
x� a

p
i
��
x� a

p
i
��
x� a

p�i��x� a
p�i�

proizvod nikoja dva linearna faktora na desnoj strani ne mo�e biti realan

�kvadratni
 polinom� Izgleda da mu pri tome nije palo napamet da su
p
i i

p�i
kompleksni brojevi� naime

p
i �

�




p

�� � i��

p�i � �




p

��� i��

jer bi inaqe sigurno vidio da je

x� � a� �
�
x� � a

p

x� a�

��
x� � a

p

x� a�

�
�

��	� Euler ��
�
��
�	
� U jednom pismu Nikolaus Bernoulli�ju od �� ���
���	� godine formulixe Euler teoremu ���� za koju je� kako smo vidjeli� Leibnitz
mislio da nije taqna� Za navodni kontraprimjer Bernoulli�ja� polinom X� �
�X� � 
X� � �X � � sa kompleksnim nulama

x��� � ��
q

 � i

p

� x��� � ��

q

� i

p

�

dokazuje Euler da su �X � x���X � x�� i �X � x���X � x�� realni polinomi

X� � �
 � a�X � � �
p
� � a i X� � �
� a�X � � �

p
�� a

pri qemu je a �
p
� � 


p
��

Osim toga� u jednom pismu Goldbach�u od ��� �	� ���	� godine� Euler ponav�a
svoju tvrd�u u obliku teoreme ���� i ka�e da tu tvrd�u nije potpuno dokazao�
U tom pismu on dodaje da se imaginarni korijeni realnog polinoma mogu u pa�
rovima tako grupisati da se nakon mno�e�a pripadnih korjenih faktora dobiju
realni kvadratni polinomi� To nam je danas savrxeno jasno� ali tada Goldbach
u to nije vjerovao i nudi Euler�u polinom X���
X�
� kao kontraprimjer� ali
Euler ovaj polinom odmah faktorizira�
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Za polinome stepena � � Euler strogo dokazuje teoremu ���� Godine �����
promatra opxti sluqaj� �egova ideja sastoji se u tome da realni normirani
polinom f�X� stepena 
m �� 
n � � razla�e u proizvod f��X� � f��X� dvaju
normiranih realnih polinoma stepena m �� 
n��� Promatra�e samo polinoma
ovakvog stepena ne predstav�a ograniqe�e� jer se svaki nenulti realni polinom
mno�e�em sa aXd za podesno a i d mo�e dovesti na posmatrani oblik� Ne
predstav�a ograniqe�e ni Euler�ova pretpostavka da je

f�X� � X�m � a�m��X
�m�� � � � �� a�

i� u vezi sa tim

f��X� � Xm � uXm�� � bm��X
m�� � � � �� b� i

f��X� � Xm � uXm�� � cm��X
m�� � � � �� c��

jer se smjenom X �� X � a za podesno a � R mo�e posti�i a�m�� � �� pa
otuda bm�� � cm�� � am�� � �� Koeficijenti u� aj � bk odre�uju se metodom
neodre�enih koeficijenata� Euler tvrdi da se iz dobijenih jednakosti koje po�
vezuju koeficijente ai sa koeficijentima u� bj � ck koeficijenti bj � ck dobijaju
kao racionalne funkcije koeficijenata ai i koeficijenta u� te da se eliminaci�
jom koeficijenata bj � ck dobija realna normirana algebarska jednaqina stepena�

m

m

�
sa negativnim slobodnim qlanom� Pos�ed�a jednaqina� na osnovu teo�

reme o me�uvrijednostima� za koju Euler oqigledno zna� ima sigurno bar jedan
realni korijen� Argumenti Euler�a koji se odnose na neodre�ene koeficijente
ostaju� me�utim� nedovo�no obrazlo�eni� jer on svoj dokaz za opxti sluqaj samo
skicira� a sav raqun u vezi sa �im provodi eksplicitno samo za specijalan
sluqaj 
m � �� Zato je prema� Euler�ovom dokazu teoreme ���� na koji je svoje
primjedbe imao i Gauss� ostalo odre�eno nepovjere�e�

Euler svoje tvr�e�e formulixe i u kompleksnom obliku� tvrde�i da ako
algebarska jednaqina ima i imaginarnih korijena� onda su oni obavezno ob�
lika a� ib� pri qemu su a� b realni brojevi� To naravno slijedi iz teoreme ����
Mala neobiqnost ove tvrd�e za danax�eg qitaoca dolazi otuda xto je pojam
imaginarnog imao tako�er svoju mistiqnu fazu� kad nije bilo jasno je li sve
imaginarno bax gore navedenog oblika�

���� D�Alembert ��
�
��
�	
� Nexto prije Euler�a uqinio je ����� Jean
le Rond d�Alembert prvi ozbi�niji pokuxaj da doka�e osnovnu teoremu algebre�
Otuda se ova teorema u francuskoj literaturi naziva �egovim imenom� �egova
ideja sastojala se u nexto prikrivenom pokuxaju da se minimizira apsolutna
vrijednost polinomijalne funkcije f�X�� U tu svrhu d�Alembert koristi s�e�
de�i pomo�ni stav koji ne dokazuje�

������ Za svaki par �b� c� kompleksnih brojeva sa f�b� � c postoji priro�
dan broj q i u okolini taqke c konvergentni red

h�w� � b�

�X
���

c��w � c�
�
q �

tako da za sve brojeve w bliske broju c vrijedi f�h�w�� � w�
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Taj pomo�ni stav dokazao je Pusieux tek ����� godine �i to uz implicitno
korix�e�e osnovne teoreme algebre�
�

D�Alembert polazi od realnih brojeva b� c sa f�b� � c i u sluqaju da je c �� �
nalazi kompleksne brojeve z�� w� sa f�z�� � w� i jw�j � jcj� Ponav�a�e postupka
daje sve ma�e apsolutne vrijednosti polinomne funkcije f�x� i uz primjenu
argumentacije koja se osniva na kompaktnosti i d�Alembert�u nije mogla biti
bliska� vodilo bi do nule polinoma f�X��

Propuste u d�Alembert�ovom dokazu� uslov�ene vremenom� izvrgao je kriti�
ci Gauss� iako je vidovito primijetio da se na istim osnovama mo�e izgraditi
potpuno strogi dokaz osnovne teoreme algebre� Kako �emo vidjeti� to �e i ura�
diti Argand ����� godine�

Radovima d�Alembert�a i Euler�a probilo se uvjere�e da svaka algebarska
jednaqina stepena n � � sa kompleksnim koeficijentima ima u po�u C n kori�
jena�

���� Lagrange ��
	�����	
 i Laplace ��
������

� Ve� ���	� godine
izrazio je Louis Lagrange svoje nepovjere�e prema Euler�ovom dokazu� Lagrange
qini novi pokuxaj da doka�e faktorizaciju f�X� � f��X� � f��X� kojom se ba�
vio Euler� Zahva�uju�i vlastitim rezultatima o permutacijama korijena date
jednaqine� uspijeva mu da popuni praznine u Euler�ovom dokazu� istina ne sa�
svim� jer budu�i da nije znao za teoremu ���� morao se osla�ati na fiktivne�
platonske korijene�

Godine ����� Laplace pristupa dokazu osnovne teoreme algebre na posve nov
naqin� slu�e�i se kao i Lagrange platonskim korijenima jednaqine� Vidje�emo
kako se taj propust u Laplace�ovom dokazu mo�e relativno lako ispraviti� da bi
se dobio jedan od najjednostavnijih potpuno korektnih dokaza Osnovne teoreme
algebre�

���� Gauss ��


�����
� Oktobra ����� Gauss je najavio� a ����� obja�
vio svoj prvi dokaz osnovne teoreme algebre� koji sa danax�eg stanovixta nije
strog� ali je ipak na osnovu toga dokaza in absentia promovisan na Univerzi�
tetu Helmstedt kod J	 F	 Pfa��a ��������	�
� Rad u kome je ovaj dokaz objavio
Gauss zapoqi�e kritikom prethodnih dokaza d�Alembert�a i Euler�a� skupa sa
Laplace�om vode�ih matematiqara onoga vremena� Osobito im prigovara xto se
osla�aju na fiktivne nule polinoma i rade sa �ima kao da su stvarne� tako Eu�
ler svoju pretpostavku o polinomu f�X� koji razla�e izriqe kao pretpostavku
da je suma �egovih nula �a�m�� � �� I Laplace�ov dokaz� za koji tada nije jox
znao� kritikuje Gauss kasnije ����� godine� prigovaraju�i mu isti nedostatak�

Prigovori Gauss�a izgubi�e na snazi tek nakon xto se saznalo za mogu�nost
konstrukcije po�a razlaga�a za svaki polinom f�X� nad proizvo�nim po�em
K� Od tada se pristupi Euler�a i Lagrange�a� odnosno Laplace�a� kako je Adolf
Kneser primijetio ve� ����� godine� smatraju potpunim i korektnim dokazima
osnovne teoreme algebre� Xtavixe� Frobenius ����� godine� povodom 	��� godi�
x�ice ro�e�a Leonhard Euler�a istiqe da Euler daje najvixe algebarski dokaz�
koji poqiva na qi�enici da svaka realna algebarska jednaqina neparnog stepena
ima bar jedan realan korijen� On smatra nepravednim xto se Osnovna teorema
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algebre ne zove Euler�ovim� nego Gauss�ovim imenom� koji je na �en dokaz stavio
samo zad�i potez�

Novo u Gauss�ovom dokazu iz ����� je to xto on ne pokuxava da izraquna�
nego da doka�e egzistenciju korijena algebarske jednaqine� Pored ovog dokaza�
Gauss je dao jox tri� od kojih je pos�ed�i objavio ����� godine� u godini zlatnog
jubileuma svog doktorata�

Prvi dokaz je topoloxke prirode i sa danax�eg stanovixta ima bitnih
propusta� U tom dokazu Gauss polazi od evidentne qi�enice da za kompleksnu
nulu z� � x� � iy� realnog polinoma f�Z� � u�X�Y � � iv�X�Y � taqka �x�� y��
predstav�a presjek realnih algebarskih krivih u�X�Y � � � i v�X�Y � � ��
Gauss�ov dokaz da se ove realne krive moraju sje�i unutar kruga jzj � r za
dovo�no veliko r nije dovo�no precizan� Kritiku i dopunu ovog Gauss�ovog
dokaza dao je A	 Ostrowski tek ��	�� godine� On primje�uje da je Gauss�ov dokaz
vo�en ispod nivoa strogosti i preciznosti pokazane u prethodnoj kritici dokaza
Euler�a i Lagrange�a i to ne samo zato xto je izlo�en u geometrijskom ruhu� nego
i zato xto se u �emu koriste osobine algebarskih krivih koje nisu dokazane ni
u samoj disertaciji� niti u prethodnoj literaturi�

Ipak se na osnovu ovog dokaza osnovna teorema algebre pripisuje Gauss�u
i to ne samo u �emaqkoj literaturi�

Drugi Gauss�ov dokaz iz ����� godine je vrlo algebarski� Iz analize se ko�
risti jedino qi�enica da svaki realni polinom neparnog stepena ima bar jednu
nulu� On polazi od osnovne algebarske ideje Euler�a uz jedno pojednostav�e�e
koje je ����� godine predlo�io de Foncenex i umjesto nedopustivih fiktivnih
nula koristi sasvim dopustive varijable� Ovaj Gauss�ov dokaz apsolutno je
korektan i po danax�im mjerilima�

Iste godine dao je Gauss i svoj tre�i� topoloxki dokaz� U �emu se po�
mo�u dvostrukih integrala prebrojavaju obilasci taqke f�z� oko taqke � kada
taqka z prolazi zatvorenom krivom oko taqke �� Osnovna ideja ovog dokaza na�
lazi se danas u dokazima koji koriste teoriju funkcija i uk�uquju integral
�


�i

Z
f ��z�

f�z�
dz �Rouch�e�ov stav
�

���� Argand ��
�������
 i Cauchy ��
������

� Sigurno najjedno�
stavniji dokaz osnovne teoreme algebre objavio je R	 Argand ����� godine� Ar�
gand� koji je ideje svog dokaza skicirao jox ����� godine� na neoqekivan naqin
pojednostav�uje osnovnu d�Alembert�ovu ideju� On koristi opxti stav o egzi�
stenciji minimuma neprekidne funkcije i tako dolazi do sasvim novog dokaza�
Kako� me�utim� Argand ne ka�e nixta o egzistensiji minimuma� �egov elemen�
tarni dokaz nije u prvo vrijeme prihvatan� A	 Cauchy je dao ��	�� godine u
suxtini isti dokaz� ali u nexto pristupaqnijoj formi� Time je znaqajno dopri�
nio da se ustvari proxiri Argand�ova ideja� Ni Cauchy ne obrazla�e sasvim
da jf�z�j poprima najma�u vrijednost� to je bilo mogu�e tek nakon xto se for�
mirao opxti pojam infimuma� Zanim�ivo je da u svojoj poznatoj k�izi Cours

d�Analyse osnovnoj teoremi algebre Cauchy posve�uje qitavu jednu glavu� a da
pri tome uopxte ne spomi�e Argand�a�



� V� Peri�

U ��� vijeku Argand�ov dokaz ulazi u u�beniqku literaturu� U novije vrije�
me� u odnosu na dokaze koji koriste teoriju funkcija �npr� Liouville�ovu teoremu
�
Argand�ov dokaz pada polako u zaborav� iako se mo�e na�i i u nekim poznatim
u�benicima prve polovine ovog vijeka�

�� Dva stroga dokaza osnovne teoreme algebre

U svim dokazima do ����� godine� uk�uquju�i Cauchy�ev� Abel�ov i Jacobi�
ev� koji su se u me�uvremenu pojavili� posmatraju se samo realni polinomi� Tek
u svom qetvrtom dokazu Gauss dopuxta proizvo�ne kompleksne polinome� Kako
smo ve� istakli� to ipak ne predstav�a nikakvo uopxte�e�

Mi �emo ovdje izlo�iti dva dokaza osnovne teoreme algebre u obliku koji
zadovo�ava danax�e zahtjeve korektnosti i preciznosti�

���� Dokaz prema Argand
u� U ovom dokazu koriste se s�ede�e qi�enice�
�
 Svaki komleksni polinom je neprekidna funkcija C� R�
	
 Svaka neprekidna funkcija f � K � R na kompaktu K � C poprima

svoj minimum

�
 Svaki kompleksan broj ima kvadratni korijen u C�
Izjave �
 i 	
 su osnovne qi�enice dobro poznate iz Analize�
Izjava �
 lako se dokazuje na osnovu qi�enice da je svaki pozitivni rea�

lan broj kvadrat realnog broja �i da po�e R ima karakteristiku �
� �V� npr�
�	
� II dio� Dodatak I� Lema ����
� Na osnovu �
 dokaza�emo odmah da vrijedi�


�
 Svaki kompleksan broj ima� za svaki prirodan broj n� n�te korijene
u C�

Za dokaz se slu�imo indukcijom u odnosu na n i pri tome koristimo jox iz
Analize dobro poznatu qi�enicu�

�
 Svaki realan polinom neparnog stepena ima u R bar jednu nulu�
Tvrd�a 
�
 trivijalna je za n � �� a prema �
 ona je taqna za n � 
� Neka je

sada n � 
m� m � �� Za proizvo�no zadani kompleksan broj c� prema �
� postoji
� � C� �� � c� Kako je m � n� po pretpostavci indukcije� postoji 	 � C� 	m � ��
Zato 	n � c� tj� tvrd�a 
�
 vrijedi za sve parne brojeve n�

Neka je sada n neparan broj� Zbog �
 mo�emo uzeti da c �� R� jcj � �� Na
osnovu �
 postoji d � C� d� � c� No� tada d �d � �� Promatrajmo polinom

f�X� �� i� �d�X � i�n � d�X � i�n� � i� �d� d�Xn � qlanovi ni�eg stepena�

Polinom f�X� zbog d �� R ima neparan stepen n� Osim toga� �f�X� � f�X�� tj�
polinom f�X� ima realne koeficijente� Zato prema �
� postoji bar jedna realna
nula a toga polinoma� To znaqi

�d�a� i�n � d�a� i�n� tj�

�
a� i

a� i

�n
�

d
�d
� d� � c�

Prvi korak u ovom dokazu Osnovne teoreme algebre je

������ �Cauchy
eva teorema o minimumu�� Za svaki polinom f�Z� �
a� � a�Z � � � �� anZ

n � C�Z� postoji c � C� za koje vrijedi jf�c�j � inf jf�C�j�



Osnovna teorema algebre �

Dokaz� Mo�emo uzeti da je an �� � i n � �� Dokaza�emo prvo s�ede�i
iskaz�

	����� Postoji r � R tako da vrijedi jf�z�j � jf���j za sve z � C� jzj � r�
Za z �� � vrijedi jf�z�j � jzjnjan�g�z���j� pri qemu je g�W � �� an��W�� � ��

a�W
n � C�W �� Kako je g neprekidno u taqki �� postoji 
 � �� tako da vrijedi

jg�w�j � �

�
janj� ukoliko jwj � 
� Prema tome� jf�z�j � jzjn�janj � jg�z��j� �

�

�
janjjzjn� ako jzj � 
��� Sad je dovo�no odabrati r � 
�� tako da vrijedi

janjrn � 
ja�j�
Nakon ove pripreme dokaz stava ������ lako se izvodi� Kako je� skupa sa

f�z�� neprekidna i funkcija jf�z�j� poprima funkcija jf�z�j na kompaktnom krugu
K �� f z � C � jzj � r g svoj minimum na osnovu iskaza 	
� Postoji� znaqi�
c � K sa jf�c�j � inf jf�K�j� No� prema ����	� jf�c�j � jf���j � inf jf�C nK�j� pa
jf�c�j � inf jf�C�j�

Drugi korak u Argand�ovom dokazu je
������ �Argand
ova nejednakost�� Neka je f�Z� � C�Z� nekonstantni

polinom� Tada za svako c � C sa f�c� �� � postoji c� � C sa jf�c��j � jf�c�j�
U dokazu nejednakosti ������ odluqnu ulogu igra s�ede�a pomo�na tvrd�a�
	����� Neka je k prirodan broj � � i neka je

h�Z� �� � � bZk � Zkg�Z� za neko b � C� b �� � i neko g�Z� � C�Z�� g��� �� ��

Tada postoji u � C sa jh�u�j � ��
Odaberimo k�ti korijen d � C broja ���b� Tada bdk � ��� pa za svako

realno t� � � t � � vrijedi

jh�dt�j � j�� tkj� jdktkg�dt�j � �� tk � tkjdkg�dt�j�
No� polinom g�Z� neprekidan je u taqki nula� pa zbog g��� � �� postoji 
� � �

 � �� tako da vrijedi jdk�g�dt�j � �

�
za svako t� � � t � 
� Za svako takvo t

imamo jg�dt�j � �� tk � �

�
tk � ��

Sad se nejednakost ������ lako dokazuje� Skupa sa f�Z� nekonstantan je i

polinom h�Z� ��
f�c� Z�

f�c�
� C�Z�� Osim toga vrijedi

h�Z� � � � bkZ
k � bk��Z

k�� � � � �� bnZ
n� bk �� �� � � k � n�

Ako sada stavimo g�Z� �� bk��Z�� � ��bnZn�k ima�emo h�Z� � ��bkZ
k�Zkg�Z��

g��� � �� Zato na osnovu ������ postoji u � C� jh�u�j � �� Za c� �� c� u vrijedi�
dakle� jf�c��j � jh�u�jjf�c�j � jf�c�j

Osnovna teorema algebre slijedi neposredno iz ������ i ����	� Prema ������
postoji c � C� jf�c�j � jf�z�j za svako z � C� Prema ����	� ne mo�e biti jf�c��j �
�� To znaqi� c je nula polinoma f�Z��

���� Dokaz prema Laplace
u� Za ovaj dokaz� pored �
� koristimo s�ede�e
qi�enice�


��
 Svaki kvadratni polinom f�Z� � C�Z� razla
e se na linearne fak�
tore u C�Z��



�� V� Peri�

�
 Za svaki nekonstantni realni polinom f�X� postoji proxire�e L
po�a C nad kojim se f�X� razla
e na linearne faktore�

�
 Neka je L proxire�e po�a R� 	�� 	 	 	 	n � L� a

�k ��
X

����������k�n

	�� � 	 	 	 � 	�k

elementarne simetriqne funkcije u 	�� 	 	 	 � 	n� Tada je

nY
���

�X � 	�� � Xn � ��X
n�� � ��X

n�� � � � �� ����n�n�

Osim toga svaki simetriqni polinom u 	�� 	 	 	 � 	n sa realnim koeficijen�
tima je polinom u ��� 	 	 	 � �n sa realnim koeficijentima�

Iskaz 
��
 ekvivalentan je oqigledno sa �
� a iskaz �
 slijedi iz Teoreme
���� za K � C� Iskaz �
 vrijedi ne samo za po�e R� nego i za svako po�e K
karakteristike � i lako se dobija u okviru Teorije Galois�a �v� npr� �	
� II dio�
Teorema III� ����
� No� postoje i jednostavni direktni dokazi ovog iskaza� Zato
ga ovdje ne�emo dokazivati�

Dokaza�emo sada da svaki realni normirani polinom f�X� stepena n � ��
koji �emo iz udobnosti napisati u obliku

f�X� � Xn � b�X
n�� � � � �� ����nbn�

ima bar jednu nulu c � C�
Dokaz se provodi indukcijom u odnosu na broj k � N za koji vrijedi n � 
kq�

q neparan broj� Za k � � tvrd�a je taqna na osnovu �
� Neka je k � � i tvrd�a
taqna za k � ��

Prema �
 postoji proxire�e L po�a C nad kojim se f�X� razla�e na line�
arne faktore�

f�X� � �X � 	���X � 	�� � 	 	 	 � �X � 	n��

Glavna ideja Laplace�a je da se sada promatra polinom

gt�X� �
Y

������n

�X � 	� � 	� � t	�	��

za svaki realan broj t�
Koeficijenti polinoma gt�X� su simetriqni realni polinomi u 	�� 	 	 	 	n�

dakle� na osnovu �
� realni polinomi u elementarnim simetriqnim funkcija�
ma b�� 	 	 	 � bn� xto znaqi realni brojevi� Osim toga� polinom ft�X� ima stepen�
n




�
�

n�n� ��



� 
k��q�
kq � �� i zato po pretpostavci indukcije bar jedna

od �egovih nula le�i u C� Prema tome� svakom realnom broju t odgovara par
indeksa ��� �� za koje vrijedi 	� � 	� � t	�	� � C� � � � � � � n� Budu�i
da brojeva t � R ima beskonaqno mnogo� a ovakvih parova ��� �� samo konaqno
mnogo� postoje realni brojevi r� s� r �� s kojima pripada isti par ��� 
�� tj� za
koje vrijedi

	
�
� 	� � r	

�
	� � C� 	

�
� 	� � s	

�
	� � C�



Osnovna teorema algebre ��

Odatle odmah slijedi u �� 	
�
� 	� � C� v �� 	

�
� 	� � C� To znaqi da su 	

�

i 	� nule kvadratnog polinoma X� � vX � u � C�X �� Otuda� na osnovu 
��
�
	
�
� 	� � C�
Primijetimo da je Lagrange �������� godine u vezi sa Laplace�ovim dokazom

primijetio da mu kao dokazu nixta ne nedostaje� ali da se stvarno izvo�e�e
svih raquna qini nemogu�im�

Dodajmo na kraju jox i napomenu da se bez bitnih izmjena prethodni dokaz
mo�e prenijeti na svako po�e K karakteristike � umjesto po�a R odnosno K�i�
umjesto C � R�i�� Na taj naqin mo�e se uopxtiti jedan drugi sliqan dokaz
osnovne teoreme algebre� u kome se koristi nexto vixe qi�enica iz Teorije
Galois�a �v� �	
� II dio� Dodatak I� Teorema ����
 i koji nije nipoxto jednostav�
niji od ovdje izlo�enog dokaza zasnovanog na Laplace�ovoj ideji�
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