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OCHOBHA TEOPEMA AJITEBPE

1. ¥YBon

Kao Ocnoena meopema aneebpe mosuara je ciemeha Teopema:

TeoPEMA 1.1. Ceaxu noaurom f(X) € C[X] cmenena n := deg(f) > 1
uma y nony C xomnaekchur bpojesa bap jedny myay «.

Axo je f(X) € C, a f(X) mommrOM Koju ce mobmje m3 mommrOMa f(X) Tako ma
My ce KOmjyTyjy koepmmmjentn, tama je g(X) := f(X)- f(X) € R[X] mommmom ca
peanruM koedunujentuma u o € C je myma monuroMa ¢g(X ) ako 1 caMo akKo je o Hyia
nomreoma f(X) mm mommmoma f(X), 1j. a mmm @ mysna mommroma f(X). 3aTo ce
OcuoBHa Teopema anrebpe Moxe popmynucard u y oDIUKy HapenHe TeopeMe y KOjoj

Ce mOCTaB/ba IPUBHUAHO DIAKE 3aXTjeB.

TeorPeEMA 1.2. Csaku nosurnom f(X) € R[X] cmenena n := deg(f) > 1
uma y nony C bap jedny Hyay a.

Ilo6po je mo3maTo ga je, 3a cBako mose K, mpcrer mommaoma K [X] Eykaudos
npemen (8. mup. [2], I auo, pumjep I, 4.1.), narae u npcmen zaaenuz udeasa (Ibid.
[pounosunuja I, 4.1.), 1j. ga je cBakm muean Tora upcrena zaaenu udeas. Onarie ce
mako 3akmyuyje na je K[X] yjenno Gauss-oe npemen (ibid. Teopema I, 4.2.), 1j. na
BpHjeu:

TeorpeEMA 1.3. Ceaxu nosunom f(X) € K[X] cmenena n := deg(f) > 1
je npouseod Hec8o0HUBUT NOAUNOME, KOJU CY jeduncmeeny 00 NOPemKa U KoH-
cmanmHuz Parmopa.

Y Gauss-osom npcreny K[X] carypuo ¢y HECBOABMBU CBU IMHEAPHY IOIMHOMH,
33 KOje MOKEMO y3MMaTH Oa Cy HOpMEUpaHu, Tj. xa umajy obmuk X —a (a € K). Ho,
y OmmTeM ciIydajy, HecBoassusu mouaunoMu u3 K[X], 3a Koje omeT MOkeMO y3uMaTu
Ia Cy HOPMHpaHH, He MOpajy Outum muueapuum, Beh mMory mmarm cremen Behm om 1.
Tako y cayuajy K = Q, 3a cBaku npupoman 6poj n u cBakm IpocT O6POj P, DOIUHOM
X"—p € K[X] je necsommus. (B. mmp. [2], I muo, JTema I, 4.5.). Mebhyrum, va ocaoBy
teopeme 1.2, mecsogzusu mommaoM f(X) € R[X] uma y C bap jemny Hyny «, ma
je numeapam ykommko « € R, omHocHo kBagparan yrommko « ¢ R. Hamme, R[X] je
Eyrmunos mpcres, na je y npsoM cay4ajy f(X) njesus monrnnomom X —a € R[X], a
y apyrom nommroM f(X) = f(X) uma y C n myn1y & # o, Ia je IjesuB KBaIpaTHIM
nomaromom (X — a)(X — @) € R[X].

Taxo u3 Teopeme 1.2. cnmjemn:
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TeoPEMA 1.4. Csaku noaunom f(X) € R[X] cmenena n := deg(f) > 1 je
npoussod neceodnusut noaunoma us R[X] cmenena 1 uau 2.

3amnpaBo je TeopeMa 1.4. eKBHBAJEHTHA Ca TEOpPeMOM 1.2, jep CBAKU MOIMHOM
g(X) € R[X] crenena 1 wiu 2 uma curypuo 6ap jegny myay « € C.

Axo je K mornosse noma L, kKaxe ce na je L npowupewe nona K. Ipomupeme L
mosma K MO%e ce HA MPHPOJAH HAYMH CXBATATH KAO BEKTOPCKM MPOCTOP HAM MOJBEM
K. Ilumensmja Tora BEKTOPCKOT IpOCTOpa o3HauaBa ce ca [L : K| m kaxy je osa
KOHAYHA Kaske ce ma je L xowauno npowupewe nosa K. Y TOM caydajy, 3a CBako
a € L, exementn o’ (j = 0,1,...,n := [L : K|) cy mmmeapro 3asucan majg K, Tj.
nocroju HegoucrauTHu noamaoM f(X) € K[X] crenena deg(f) < n 4mja je myna a.
3a emeMenT « HeKor mpomupema L moma K xaxe ce ma je aazebapcku esemenm HaL
K, aro nocroju memyntu mommaoM f(X) € K[X] unja je myna «. Ilpomupeme L
nosa I 30Be ce aseebapcko npowupeme m0ba K yKOIUKO je CBaKW edeMeHT o € L
amrebapckn max K. 3a amrebapckm enemenr o € L man K mocrtoju HOpMEUpaHH
noauaoM ¢g(X ) € K[X] najuwxer crenena uuja je Hyua o. Taj mOIuHOM je je IUHCTBEH
u mecBogipuB. [lommaom g(X) 30Be ce mMunumaany nosutom, a m := deg(g) cmenen
anzebapcroz enemenma « 'y omgaocy Ha K. Murnmanno mornose K[a] moma L koje
canpxu K m anrebapCcku eIeMeHT ¢ je KOHAYHO mpomupeme noba K ca [K[a] @ K] =
M W CACTOjU Ce OJ CBUX eleMeHaTa 00mmka aga’ + - -+ + a,—1a™ 1. IIpu Tome ce y
nosy K[a] pauyna Ha mpuposaH HauWH, C TUM WITO ce yBaxkasa jemmaroct g(a) =0,
MaKIe TOTIYHO CIMYHO Kao y cmemmjamsoM cayuajy K = R, a=im g(X) = X2 +1.

Y Besu ca oBuM HaBOAUMO 0Oe3 mokasa cmwenehy Kronecker-osy meopemy (B.
mop. [2], IT awmo, Teopema II, 1.7.):

TEOPEMA 1.5. 3a npoussonto nowe K u cearu (HOpMupanu) Heceodnusu
noaurnom g(X) € K[X] nocmoju npowupewe L noma K xoje cadpocu bap jedny
wyay o noaurnoma g(X).

[pumujeTrumo ga, y ommreM ciaydajy, nosbe K [a] koje cagpiu HyLy (v LOIMHO-
mMa g[X]| € K[X] e Mopa caipxkaBaTH HEjeIHY HyIy HEKOI APYTOr (HECBOIJbUBOT)
nonuaoMa h(X) € K[X], na auje camo mo cebu jacuo 3amro 6u mome C = RJi] 6uno
N3y3eTaK.

W3 teopeme 1.5. m oHOra mTO je pPEYEHO HENMOCPETHO NPHje He BLIUMO I3 33
npou3BossHO nodbe K Bpujemm: ceaxu weceodsusu noasurnom g(X) € K[X] je au-
HEAPAH AKO U CAMO GKO je ceaxo aszebapcko npowupewe L nowa K mpueujarro,
myj. jednarxo K. Ilome K kKOje HEMA HETPUBHUjAJHUX AJre0DapCKUX TPOIUPEHmA 30BE
ce anzebapcku zameopeno nosme. llpemMa Tome Bpumjenn:

TeEOPEMA 1.6. 3a ceakxo nowe K exeusanrenmuu cy credehiv uckasu:

1) Ceaxu noaunom f(X) € K[X] uma y K bap jeony nyay;

2) Ceaxu necaodnusu nosunom g(X) € K[X] je auneapan;

3) Ceaxu noaunom f(X) € K[X]| cmenena n > 1 je npouszeod suneaphur
NOAUHOMA;

4) Ilowe K je aneebapcku 3ameopeno.

3a cBako mpomupeme L nosma K mpoussoman mexoncranTHu monuroM f(X) €
K[X] uvma y upcreny L[X] jemuucrsen mpuka3 y 0OIMKY IPOM3BOAA HECBOIJBUBUX
monuEOMa. Y WeMy ce mojamyje majsume n = deg(f) AmHEapHUX MOMMHOMA, T
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oryna moauaoMm f(X) nma y L majsume n := deg(f) myma pauymajyhn 3a caky on
IBUX 1 BeHy BumecTpykocT. Ha ocroBy Teopeme 1.5. Moxe ce nako nokasatu ciheneha
Teopema, koja takohep mpumana Kronecker-y.

TeEOPEMA 1.7. 3a ceaxo nowe K u cearxu nosunom f(X) € K[X] cmene-
na n = deg(f) = 1 nocmoju npowupewe L noma K koje cadpxcu ceur n nyaa
noaunoma f(X).

Muwununmanuo npomupeme L momsa K n3 Teopeme 1.7. je KOHAYHO IPOMUPEHE MOIba,
K u 30Be ce nowe paszaaceana nommaoma f(X) y ommocy ma K.

IToka3 Teopeme 1.7. Moxe ce cknnupart oBako. Pasnoxumo f(X) Ha HecBOABUBE
¢akrope y K[X]. Aro mehy muma mema darropa cremera > 1, MoxkeMo ysetn L =
K. Arxo je f1(X) nmecsommusu daxrop momummoma f(X) y K[X] cremena > 1, ouga
onabepumo npomupeme K := K[ag] nosa K koje canpsxu myny aq nonuaoma f1(X),
nakie u moimaoma f(X). Aro ce f(X) y K;[X] pasnaxe ma auaeapue (akrope
moxkeMo ysern L := K. Wnaue 3a mecommusu parrop fo(X) momummoma f(X) y
K1[X] cremera > 1 tpeba komcTpymcaTu npomupeme Ko := Kj[as] kKoje campxu
Hyany ap mommaoMa fo(X), makuae u monuroMa f(X) nrx.

2. Ucropujcku ocBpT

Hajnpupozuauju myt ma mokaxkemo na peamnn mommaoM f(X) € R[X] y momy
C uma Gap jemny myxy, Tj. peaina aszebapcra jeonauuna f(X) = 0 Oap jemanm
KODHjeH, je MMPEKTHA KOHCTPYKNWja Te HyJe, OMHOCHO TOT KOPHjeHA. 3a JIHHEADHH
7 KBAJPATHU IOJMHOM Ta KOHCTPYKIHja je jemmocraBHa m moOpo mosmara. Taj myT
onabpao je Cardano 3a cay4aj kyOue jemmadune, a Ha taj Hauun (Ferrari-esom me-
TOIOM) pujemeHa je u OuKBajJparHa jeiHadyumHa. lIOKymaju ga ce HA CIUYAH HAYUH
,2IoMony pammkana“ pujeme u aarebapcke jeHAYMHE BUIIET CTENEHA 3amenn cy Beh
KOJ jeHAYMHA MeTOr cremeHa. 1o Huje HmMmamno caydvajeo, jep je N. H. Abel 1826.
rOOMHE MOKa3a0 1a Ce Ha Taj HAYMH He MOKE PUjENINTH ONWMG aA2e0aDCKa jedHayu-
no cremera > 5. Taj meouekmBamu pesyiarar Abel-a mobulie mamo xacuumje E. Galois
y OKBUDPY HOBE Teopuje Koja ce maHac 30Be merosuMm umenoM. (O tome B. mmp. [2], II
IO).

Kapn 6u ce cBaka (peamma) anrebapacka jefHAYMHA MOLJA PUjEMIATH ,,TOMONY
pamugana“, ogga Om ce JTakKO MOIJIO 3aKBYYHTH Na HEeHA pjemema jgexe y mosy C
KOMILIEKCHUX OpOjeBa, a He KaKO ce TO BjepoBaio cBe no Gauss-a, Hergje y ,,HAYHjO]
3eMsppu“, mMTO OUCMO MAHAC PEKINM y HEKOM mpomupewny mosma C.

Caujenehu kmury [1], naBemhiemo Hexe kpy4He JATYME O IPBE MUCTUIHE IOjaBe
OcuoBHe Teopeme ajnrebpe N0 HEHOT TAHAIIMED CXBaTakba Kao HeUera NPUPOSHOT I
camo mo cebu jacHOT.

2.1. Girard (1595-1632) u Descartes (1596—1650). Peter Roth (1608.
FOJWHE) M3pUYe TBPIIHY 13 aarebapcka jeHaYWHa CTENEHA 1 UMa, HAJBUINE 7L KOPHje-
Ha, a Vieta (1540-1603) maBoau jemHavnse CTEmeHa 1 KOje 3aMCTa UMAjy 7 KODUjeHa.
Hanac 3abopasmenn Pramancka matemarudap Albert Girard kao npsu TBpau 1a cBa-
Ka anrebapcka jegHavmEa UMa n pjemema. [loka3 ose TBpame Girard me maBomu, Beh
ra caMoO WIyCTPYje HA HeKUM mpuMmjepuMa, uaMmely ocranora ma mpumjepy jemHavwHe
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X*—4X 43 =0. On MehyTuM He TBPIY 12 pjelema UMAjy yBUjek obauk a +by/—1,
a,b € R, ma Om ce maHammuM je3MKOM MOTJIA MCKA3ATH

2.1.1. Girard-oBa Te3a. 3a csaku nosunom f(X) € R[X] cmenena n
nocmoju npowupewe K nowa C y xome f(X) uman nyaa; nosve K je esenmyanro
HeMPUBUjaaro npowupewe nowa C.

Descartes y ¢Bojoj kmusu La Geometrie (1637. roquee) HABOAX CTAB 1 j€ CBAKH
TOJUHOM Ca HyJIOM < njessuB noaumaomoM X —a. Bjepyje ce ma je Taj cras 3120 Beh u
Thomas Harriot (15607-1621), koju je 1585. mpemjepasao konouujy Virginia u Taxo
6uo npsu Maremarudap kKoju je xkuBmo y Cjesepmoj Amepumu. Mmaue ce osaj cras
30Be 1 Bezoit-oBa Teopema.

2.2. Leibnitz (1646-1716). Y Besu ca pasmarameM DANMOHAJHE (YHKIH]je
HA MapOUjajHe PA3JIOMKe paIu BeHe maTerpanuje, Leibnitz ce GaBu murtamem na iu
ce csakn nmoauuoM f(X) € R[X] Moxke mpura3atn ka0 NPOM3BOJL PEANHUX NOIMHOMA
cremera 1 m 2. O He caMO ma He Bjepyje Ha je TakO HEITO YBHjek MOTyhe, HErO 4Yak
IOrPemHO TBPAU AA y Pa3iaramy

x4+a4:(x+a\/z_')(x—a\/f)(:r+a\/—_i)(x—a\/—_z’)

TPOU3BOJ HUKOja MABA JHHEAPHA (PAKTOPA HA NECHO] CTPAHH HE MOXe OUTH peajaH
(kBagpaTHn) mommEOM. VI3rmema Aa My Ipm TOMe HEje Ao HAmaMeT g cy v/i i \/—i
KOMILJIEKCHE OpOjeBu, HAUMe

-1 . -1 .
Vi= VA1 +i),VT = 3V ),
jep Ou mHAYE CUTYPHO BUAMO HA j€
z* + a* = (x2 + a\/ix + a2) (x2 - a\/ix + a2).

2.3. Euler (1707-1783). Y jemmom mucmy Nikolaus Bernoulli-jy oz 1. 11.
1742. romuue popmysmume Fuler reopemy 1.3. 3a x0jy je, kako cmo Bugjenu, Leibnitz
MICIHO A HEje TadHa. 3a HaBOXHHM KoHTpampuMjep Bernoulli-ja, mommmom X% —
4X3 +2X?2+4X + 4 ca KOMILICKCHIM HyJIaMa

T1o=1+\/2+40V3, x3,=1+1/2-iV3,

nokasyje Euler ma cy (X —x1)(X —x3) u (X — 22)(X — x4) peansn morusoMn
X2 (24a)X4+14+V7T+a u X*—2-a)X+1+V7—a

mpu geMy je a = /4 + 2v/7.

Ocum Tora, y jemmom mucmy Goldbach-y ox 15. 12. 1742. ronuue, Euler nonasma
CBOjy TBpIO®HY y obauky Tteopeme 1.3. m kake ma Ty TBPIHY HUje DOTOYHO HOKA320.
Y ToMm mmcMmy OH J0Jaje da Ce MMArMHAPHU KOPUjEHW DEANHOT MOIMHOMA, MOTY y ma-
POBMMA TAKO IPYIHCATH N3 C€ HAKOH MHOKEHA NPUIATHUX KODjeHuX (akTopa I00ujy
peannu kBampaTHy moiamEOME. To HAM je mamac caBpimeHo jacHo, amum tama Goldbach
y 10 Huje BjepoBao u Hymu Euler-y monmzom X* 472X — 20 ka0 KOETpampuMjep, aru
Fuler osaj momumroM ommax ¢paxropusmpa.



OcHoBHa Teopema anrebpe 5

3a moamuome cremena > 6 Eymep crporo mokasyje teopemy 1.3. D'ommme 1749.
TpoMaTpa OmmTH ciaydaj. HberoBa mmaeja cacToju ce y TOMe Ia PEASHM HOPMUPAHU
nmonuaoM f(X) cremena 2m := 2™ > 4 pasnaxke y mpomssog fi(X) - fo(X) msajy
HODMEPAHNX PeaJHHX IOJHHEOMA cremena m := 271, IIpomarpame caMoO IOJIHHOMA
OBAKBOI' CTeNMEHA He IPeJCTaB/ha OTPAHUYECEHE, jeP Ce CBAKU HEHYJITH PEAJHU MOIUHOM
MEOKemeM ca X% 3a momecHo ¢ u d MOKe NOBECTH HA nocmaTparn obauk. He
IpeACTaBkha Orpanndere Hu Euler-oa mpermocTaBka xa je

FX)= X" 4 a3, 2X°™ 2+ +ag
U, ¥ BEe3HW Ca TUM
AX)= X" 4+ uX" " by o XM 24 by m
f(X)= X" —uX"" e o XM 4 g,

jep ce cvjerom X +— X — @ 3a momecuo a € R wmoxe mocruhum as,—1 = 0, ma
oryma by—1 + ¢m—1 = am—1 = 0. Koedunujerrn u,a;, b, ompebyjy ce meromom
meonpebhennx koepunujenara. Euler TBpam na ce m3 nobumjenux jemgaxkocTu Koje mO-
Be3yjy Koe(UIUjeHTe a; Ca Koe(HIUjeHTHMa u,b;,c, koepunmujertu bj,c, mobmjajy
Ka0 pamuoHaJHEe pYHKOUje KOoeUIUjeHaTa a; U KOePUIUjeHTa U, Te Ia C€ eIUMUHAIA-
joM roedunujerata b;,cp mobmja peamna HOpMEUpaHa amrebapcka jeTHAUYNHA CTEIEHA

2m .
< ca HerartuBHUM crobomEmM umanoM. llocibenma jeqHAYMHA, HA OCHOBY TEO-
m

peme o mehyspujemnoctuma, 3a kojy Euler ounrmenno 3ma, uma curypao 06ap jeman
peannm xopujer. Aprymentun Euler-a koju ce ommoce ma meompebhene roedunujente
ocrajy, mehyTum, He HOBOBHO 00PA3I0KEHT, jep OH CBOj MOKA3 33 ONIITHU CIydYaj CAMO
CKUIUPA, & CAB PAYyH y BE3UW Ca BUM TPOBOIM EKCIIUIUTHO CAMO 33 CIENUjaJaH
cay4uaj 2m = 4. 3ato je upema, Euler-oBom morasy teopeme 1.3, Ha KOju je cBOje
mpuMjenbe mmao u Gauss, ocranao onpehero memosjepeme.

Euler csoje tBpheme ¢popmymume u y rommiaekcHom obumky, tBpmehwm ma axo
anzebapcra jeONauURG UMA U UMAZUNAPHUT KOPUjEHa, 0NOa CY oWu 00a8€3H0 06-
auka a—+1b, npu wemy cy a,b peaanu b6pojesu. To HapaBHO caujenu u3 Teopeme 1.3.
Masa HEOOMYHOCT OBE TBPAIHE 33 JAHAMKBET YATAONA HOJMA3W OTYIA MMTO je TMOjaM
IMArMHAPHOT MMAaO TakoDhep CBOjy MumcTwuHy (a3y, KajJ HAje OMIO jacHO je aum cBe
mMaruEapHo Gam rope HaBemgeHOT 0OJMEKA.

2.4. D’Alembert (1717-1783). Hemro npuje Euler-a yununo je 1746. Jean
le Rond d’Alembert npsu 030umHAjuI TOKyIIA] 1A NOKAXKE OCHOBHY TEOpeMy airedpe.
OTyma ce oBa TeopeMa y (pPaHIyCKOj JIUTEPATYPH HA3WBA HEroBuM mMeHOM. Hbherosa
nAeja cacTojajia ce y HemlTO IPUKPUBEHOM IOKYIIA]y Ja C€ MUHUMU3UPA AMLCOJYTHA
Bpujennoct nonunomujanae Gyurnuje f(X). Y ty cepxy d’Alembert kopucru cibe-
nehu nomohuum craB Koju HE HOKa3yje:

2.4.1. 3a ceaxu nap (b, ¢) xomnaexcruz 6pojesa ca f(b) = ¢ nocmoju npupo-
oan 6POJ ¢ U Y OKOAUNY MAYKE C KONBEPZEHMHY Ped

h(w) =b+ Zc,,(w —c),
v=1

maxo 0a 3a cee bpojese w baucke bpojy ¢ epujedu f(h(w)) = w.
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Taj momohimu cras nokaszao je Pusieux tex 1851. rogmne (@ TO y3 MMIIMIUTHO
kopumlieme OCHOBHE Teopeme aarebpe!).

D’Alembert monasu ox peanaux Gpojesa b, ¢ ca f(b) = cmy caydajy ma je ¢ # 0
HAJIa3M KOMILIEKCHE Opojese z1, w1 ca f(z1) = wy u |wi] < |¢|. loraBmame mocTymKa
Iaje CBe Mame AlCONyTHEe BPUjeAHOCTH HOaMHOMEHE ¢ymknuje f(z) m y3 mpumjeny
apryMesTanuje Koja ce ocuumBa Ha kommakrrOocTH u d’Alembert-y muje morma Ourm
Bumcka, Boauno 6um xo mysre mommuoma f(X).

IIpomycre y d’Alembert-oBom moka3sy, yciOB/beHE BPEMEHOM, M3BPrao je KPUTHU-
nu Gauss, Hako je BUIOBUTO NPUMUJETHO Oa Ce HA MCTUM OCHOBAMA MOKE M3TDaUTH
IOTIYHO CTPOTHU IOKa3 OCHOBHE Teopeme aireOpe. Kako hemo sumjeru, To he u ypa-
mutn Argand 1814. romuue.

Panosuma d’Alembert-a u Euler-a mpobuio ce ysjepeme ma cBaka airebapcka
jenmaumHa cremeHa n > 1 ca KOMIIEKCHHM koedumujeHTmMa mMma y moisy C n kopu-
jeHa.

2.5. Lagrange (1736-1813) u Laplace (1749-1827). Beh 1772. ronusne
m3pa3smo je Louis Lagrange cBoje memosjepeme npema Euler-osom morasy. Lagrange
yuHE HOBU NmOKymaj na mokaxke (axropusamujy f(X) = fi1(X) - f2(X) rojom ce Ba-
Buo Euler. 3axBamyjyhu BracTutuM pes3yiTaTumMa O mepMyTanujaMa KODUjeHA IaTe
jenmavuHe, ycumjeBa My na monyHHN mpasHumEe y Euler-oBom noka3y, mcTuHa He ca-
cBuM, jep Oyayhu nma mmje 3ma0 3a Teopemy 1.6, MOpao ce OClIamaTH HA (YUKTUBHE,
IJIATOHCKE KODHjeHe.

Tomure 1795. Laplace mpuctyna noka3y oCHOBHE Teopeme aiarebpe Ha MOCBE HOB
maywmH, ciyxkehu ce kao u Lagrange maarorckuMm kopujernMa jexnadwnue. Buajehemo
Kako ce Taj mpomyct y Laplace-oBoM moka3y MoOke pelaTHBHO JIAKO HCOPABUTH, O3 Ou
ce mobmo jemaH OJ HAjjeIHOCTABHUJjUX IOTIYHO KOPEKTHHX noka3a OCHOBHE Teopeme
asrebpe.

2.6. Gauss (1777-1855). Oxkro6pa 1797. Gauss je Hajasmo, a 1799. oGja-
BHO CBOj IPBHU JOKa3 OCHOBHE TeopeMme aarebpe, KOju Ca NAHANIKET CTAHOBUINITA HIUje
CTpOr, aju je WMmakK HAa OCHOBY TOra OOKa3a in absentia mpomoBmcam Ha Y HEHBEp3U-
rery Helmstedt xox J. F. Pfaff-a (1765-1825). Pan y xome je oBaj noka3 o6jaBuo
Gauss 3amoumme KpuTmkoM nperxomaumx mokasa d’Alembert-a m Euler-a, ckyma ca
Laplace-om Bomehux maremaruuapa ouora Bpemerna. OcobuTo mM mpurosapa mro ce
OCIamajy Ha (UKTUBHE HYJE MOJUHOMA W PaJe Ca BUMA Kao Ja Cy CTBApHE; Tako Ku-
ler c¢Bojy mpermocraBky o mommuoMy f(X ) KOju pasiake u3puuye KaO IPETIOCTABKY
Ia je cyMa BeroBux Hymda —ao, 1 = 0. W Laplace-oB moka3, 3a xoju Tama HEje jorm
3120, KpuTukyje Gauss kacuumje 1815. romumue, mpuroBapajyhm My MCTH HEIOCTATAK.

IIpurosopu Gauss-a u3rybuhe Ha CHA3W TEK HAKOH MITO C€ CA3HAJIO 33 MOTYNHOCT
KOHCTDPYKINUje I0Jba paziarama 3a cBaku moiuaoM f(X) Haj IPOU3BOBHEM LIOJBEM
K. Opn ranma ce mpuctynun Euler-a u Lagrange-a, ommocuo Laplace-a, kaxo je Adolf
Kneser npumujerno Beh 1888. rommue, cMaTpajy MOTHYHUM U KOPEKTHUM NOKA3MMA
ocaosHe Teopeme agarebpe. Ilrasume, Frobenius 1907. romuue, mosomom 200. romm-
miune pohema Leonhard Euler-a uctugue na Euler gaje majsume aarebapckm mokas,
KOjU IIOYMBA HA YMKHEHUNU JA CBAKA PeaHa airebapcka jeHAYMHA HENAPHOL CTENeHA
uma Dap jemam peanan kopujer. Ou cmarpa mempasenaum mTo ce OCHOBHA TeOpeMa
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anrebpe He 30Be Fuler-oBum, mero Gauss-oBUM MMEHOM, KOJU j€ HA HEH JT0KA3 CTABUO
caMo 3aIibH MOTe3.

Hoso y Gauss-oBoM mora3y um3 1799. je To mTo OH He MOKymaBa Ja M3padyHa,
HEro Ja JOKaKe er3UCTeHNNnjy kopujeHa anarebapcke jemHaumue. Ilopex oBor mokasa,
Gauss je mao jom Tpu, O KOjux je mocienmu objasuo 1849. roxune, y roAnHu 37IaTHOT
jybmmeyma cBOr TOKTOpATA.

IIpBu noka3 je TOmONOmEE HPUPOLE W CA NAHANMKEr CTAHOBUIITA MM OUTHHX
mpomycra. ¥ ToM mokaldy Gauss mosnasum Of eBHIEHTHE YHIHEHUNE A3 33 KOMIJIEKCHY
HYIy Zg = Xo + iyo peannor nommaoMa f(Z) = uw(X,Y) +iv(X,Y) rauka (zg,yo)
mpejcTaBba mpecjek peannux aarebapckmx kpusux u(X,Y) = 0 m v(X,Y) = 0.
Gauss-0B mOKa3 Ha ce OBe peause kpuBe Mopajy cjehim ymyrap kpyra |z| = r 3a
IOBOJRHO BEJHMKO I' HHje ITOBOJBHO mpenu3an. Kpurwmky m momyry osor (Gauss-oBor
mokasa gao je A. Ostrowski ek 1920. romure. On npumjehiyje ma je Gauss-oB moka3
BODeH mCcmox HUBOA CTPOTOCTH U MPEIMUIHOCTH MOKA3AHE ¥ TIPETXOMHOj KDUTHIM JOKA3A
Fuler-a u Lagrange-a u To He camo0 3aTO MTO je U3I0KEH ¥ TeOMETPUjCKOM PYXY, HETO
7 3aTO IITO Ce Y HeMy KopucTe ocobuHe aarebapCKux KPUBUX KOje HUCY NOKA3aHEe HU
y caMOj OucepTalWju, HUTH Y OPEeTXOMHO] JUTEPATYPH.

Wnak ce Ha OCHOBY OBOT' JOKa3a OCHOBHA Teopema airebpe mpunmcyje Gauss-y
7 TO HE CaMO y HEeMadvKOj JUTePaTypH.

Hpyrun Gauss-o noka3 u3 1816. ronuue je Bpmo amrebapcku. V13 anamuse ce xo-
PHUCTH je[MHO YMIEHUIA NA CBAKU PEANHN IOJUHOM HENAPHOT CTemeHa mMa Dap jemmy
myay. Om momasm on ocHoBHe aarebapcke maeje FEuler-a y3 jemno mojemnocraBibeme
koje je 1759. rommue mpemnmoxno de Foncenex m yMjecTo HeqOmyCTHBHX (PMKTHBHUX
HyJIa KOpUCTH cacBuM momyctuBe Bapujabme. Osaj (Gauss-oB m0Ka3 aICOIYTHO je
KODEKTAaH U [0 NAHAIIBAM MjePUINMA.

Ucte rommae mao je Gauss m cBoj Tpehm, TOMOIOmMEKM MOKa3. Y HEMy ce IIO-
moliy mBocTpykux mETerpasa upebpojasajy obumacuu tadke f(z) oko rauke 0 Kaga
Tayka z MPOJA3| 3aTBOPeHOM KpmBOM OkO Tauke 0. OcHOBHA mzeja OBOT NOKa3a Ha-
JIa3W Ce NaHAC Y JOKA3MMa KOju KODHUCTe TeOpHjy (YHEOUja M YEKBYUIYjy HHTErpad

1 [ f(z)
2w ) f(z)

2.6. Argand (1768-1822) u Cauchy (1789-1857). Curypuo majjenso-
CTABHUjU JOKa3 OCHOBHE Teopeme airebpe objasmo je R. Argand 1814. romume. Ar-
gand, kKoju je mmeje cBOr NOkKaza ckumupao jom 1806. romwee, HA HEOUEKWBAH HAYMH
nojexaocTaBmyje ocaoBHy d’Alembert-oBy maejy. O kKOopmCTH ONMTH CTAB O €r3u-
CTeHNUj¥ MUHUMYMa HeIpeKuaHe (YHKNZje W TAKO ITOJA3W AO CACBHM HOBOI JOKA3a.
Kaxko, mehytum, Argand me xake HAmMTA O €r3UCTEHCHjU MUHUMYMA, HETOB €IEMEH-
TapHE HOKa3 Huje y mpBo Bpujeme mpuxsaran. A. Cauchy je mao 1820. romumme y
CYITHHN UCTU NOKA3, aJIl Y HENITO IPUCTYIaYHNjoj popmu. Tume je 3Ha9ajHO HOmPH-
MO 1a ce ycrBapu mpomupu Argand-osa maueja. Hu Cauchy me obpasmaxe cacsum
na |f(z)| mompuma HajMamy BpHjegHOCT; TO je Omiao mMoryhe Tek HakOH mTO ce (Op-
MEPAO ONIITH IOjaM HHPUMyMa. SAHAMJBUBO je Ha y CBOjoj mO3HATO] Kmu3u Cours
d’Analyse ocroBroj teopemu auarebpe Cauchy mocseliyje unraBy jemmy raaBy, a ma
Ipu TOME yommTe He cuomuibe Argand-a.

dz (Rouché-os cras).
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Y 19. Bujery Argand-oB moka3 yina3u y yEOEHHUKY IUTepaTypy. ¥ HOBHje BpUje-
Me, y OJHOCY Ha J0Ka3e Koju Kopucre reopujy pyrknuja (mup. Liouville-osy Teopemy),
Argand-oB moka3 majga momako y 3abopas, mako ce Moxke HAh¥W M y HEKUM TO3HATIM
yubeHunuMa IpBE MOJOBUHE OBOT BHjEKA.

3. IIBa cTpora moka3a OCHOBHE TeOPeMe ajireope

Y csum pokasuma mo 1849. romume, yxmyuyjyhu Cauchy-es, Abel-oB u Jacobi-
eB, KOju Cy ce y MehyBpeMeny mojaBuin, mOCMATpPajy C€ CaMO PEAJHHU MOJUHOMU. ek
y CBOM 4eTBpTOM HOKa3y Gauss HOmymTa IpOM3BOJbHE KOMIIEKCHE MOIMHOME. Kako
cMo0 Bell mCTARIW, TO MIAK He IPEACTAB/hA HUKAKBO YOIIITEHHE.

Mu hemo oBHje M3IORUTH OB NOKA3a OCHOBHE TeopeMe aiarebpe y obIuKy KOju
33,J0B0JbABA JAHAIIKLE 3aXTjeB€ KOPEKTHOCTH M TPENU3HOCTH.

3.1. IMoka3 mpema Argand-y. Y 0BOM m0Ka3y KOpHUCTe ce cihenehe Ynmennne:

1) Ceaxu womaercnu nosurnom je nenpexudna gynryuje C — R;

2) Ceaxa nenpexudna pynryuja f : K — R na komnaxmy K C C nonpuma
c80J MUNUMYM;

3) Ceaxu xomnaexcan 6poj uma xeadpamuu xopujen y C.

Wzjase 1) u 2) cy ocHOBHe unmeHune Ko6po mo3nare u3 Amamnuse.

W3jasa 3) mako ce mOKasyje Ha OCHOBY YMICHHUIE 1A j& C8UKU NOFUMUSHU PEa-
aan bpoj keadpam peanrnoz bpoja (u da nowe R uma xapaxmepucmurxy 0). (B. mup.
[2], IT mmo, Homarak I, Jlema 1.3.). Ha ocmoBy 3) morazahemo ommax ma Bpujenu:

3") Ceaxu xomnaexcan 6poj uma, 3a ceaku npupodar 6PoOJ N, N-Mme Kopujere
y C.

3a moKa3 ce CIYKUMO WHAYKOHjOM Y OOHOCY HA N U MPU TOME KOPUCTUMO jOUI U3
Amamuze mo0Opo MO3HATY YUECHUILY:

4) Ceaku pearan nosurom wenaproz cmenena uma y R ap jeony nyay.

Tepawa 3') rpusmjanna je 3a n = 1, a upema 3) oma je rauna 3a n = 2. Heka je
caga n = 2m, m > 1. 3a 1pou3BOBHO 3aJaHN KOMILIEKCAH DPOj ¢, npema 3), I0cToju
n € C, n? = c. Kaxo je m < n, mo npernocrasmu maxyknuje, mocroju & € C, £ = 1.
3aro {™ = ¢, 1. TBpama 3') Bpujeau 3a cBe mapue Gpojese n.

Hexka je cama n memapam 6poj. 36or 4) moxemo y3eru na ¢ ¢ R, || = 1. Ha
ocroBy 3) mocroju d € C, d*> = ¢. Ho, Tama dd = 1. IIpomarpajvo mommaom

F(X) :=d[d(X +i)" —d(X —i)"] = i(d — d)X™ + 47aHOBN HEEET CTEmeHA.

Mommrom f(X) 360r d ¢ R mva memapar cremen n. Ocum Tora, f(X) = f(X), 1j.
noauaoM f(X) uma peanne koedunujenre. 3aro npema 4), nocroju Hap jenma peasna
HyJa @ TOra MOAmHOMa. To 3Haum

7 a+i\" d
da+in:da—i”7 Tj. - :—_:d2:c.
@iy =da-ir, m (2) =4
IIpeu kopak y oBom mokazy OcHOBHE Teopeme airebpe je

3.1.1. (Cauchy-eBa Teopema o MUHUMYMY). 3a ceaxu noaukom f(Z) =
ag +a1Z + -+ + ap,Z™ € C[Z] nocroju ¢ € C, 3a xoje epujedu |f(c)| = inf |f(C)].
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Zoxasz. Moxemo y3etn ma je a, 7 0 mw n > 1. Ilokazahemo mpBo cmenehu
UCKA3:

3.1.2. ITocmoju r € R maxo da epujedu |f(2)| > |f(0)| sa cee z € C, |z| > r.

3a z # 0 spujemn | f(2)| = |2|"|an+g(z71)|, npu wemy je g(W) := ap_ 1 W+ -+
agW™ € C[W]. Kako je g mempernzro y Tauku 0, moctoju é > 0, Tako ma Bpujenu
lg(w)| > %|an|, yrommro |w| < é. Ipema tome, |f(2)| > |z["(|an] — |g(z7*]) >
tlan|z|™, ako |z| > 671, Cax je mosommo omaGparm r > 6 ! raro ma Bpmjemm
lan|r™ > 2|ag].

Hakom oBe mpumpeme moka3 crtasa 3.1.1. mako ce uzBomu. Kako je, ckyma ca
f(2), menpernnaa u Gyuruuja | f(2)|, monpuma ¢pymrumja |f(z)| 2a KOMEAKTHOM KPYyTY
K :={z € C : |z| > r} cBoj MmunumyM Ha OCHOBY ucka3a 2). llocroju, 3madm,
c € K ca|f(c)] = inf |f(K)|. Ho, mpema 3.1.2, |f(c)| = |f(0)| > inf |f(C \ K)|, na
(o) = inf |F(C)].

Ipyru kopak y Argand-oBoM moka3y je

3.1.3. (Argand-oBa Hejemuakoct). Hexa je f(Z) € C[Z] nexoncmanmmu
noaurom. Tada za ceaxo ¢ € C ca f(c) # 0 nocmoju ¢’ € C ca |f(')| < |f(c)]-

Y mokasy mejemmakoctu 3.1.3. omryuny yaory urpa cihkemeha momohua TBpAmAa:

3.1.4. Hexa je k npupodan 6poj > 1 u nexa je

h(Z):=1+bZ" + Z%g(Z) 3a nexo b € C,b # 0 u nexo g(Z) € C[Z],g(0) # 0.

Tada nocmoju u € C ca |h(u)| < 1.
Omabepumo k-tu kopujer d € C 6poja —1/b. Tama bd* = —1, ma 3a cBako
peanno t, 0 <t < 1 Bpujenn

|h(dt)] < |1 —t*| + |d¥t*g(dt)] = 1 — t* + t*|d"g(dt)).

Ho, nomunoum ¢g(Z) mempexunan je y Tauku Hyia, ma 36or g(0) = 0, mocroju 6, 0 <
§ < 1, raxo ma spumjemm |d¥(g(dt)| < & 3a cako ¢, 0 < t < 6. 3a cBako Taxso t
mvanmo |g(dt)| <1 —t% + 1% < 1.

Can ce mejemmakoct 3.1.3. mako mokasyje. Cgyma ca f(Z) HekoHcTanTaH je u

A
nonuaoM h(Z) = flex2) € C[Z]. Ocuum rora Bpujenu

f(e)
MZ) =14 bp Z" + bpr Z5 o 40,27, by 0,1 < k < .

Arxo cama crasumo ¢(Z) := by 1 Z+- - -+b, Z"F mmahemo h(Z) = 1+b, Z*+2Z%g(2),
g(0) = 0. 3ato ma ocuoBy 3.1.4. mocroju u € C, |h(u)| < 1. 3a ¢’ := ¢ + u Bpujexn,
makne, | f(c')] = |[h(u)||f(c)] < |f(c)]

OcuoBra Teopema aarebpe camjenun memocpemuo u3 3.1.1. m 3.1.2. IIpema 3.1.1.
nocroju ¢ € C, |f(c)] < |f(#)] 3a cBaro z € C. Ilpema 3.1.2. ne moxe 6urn |f(c))| >
0. To smauu, ¢ je mymna moauroMa f(Z).

3.2. Ioka3 npema Laplace-y. 3a oBaj moka3, nopex 4), kopuctumo cipenehie
InHeHNALE:

3") Ceaxu xeadpamnu noaunom f(Z) € C[Z] pazaaxce ce na auneapre Par-
mope y C[Z].



10 B. ITepuh

5) 3a ceaxu nexoncmanmmu peasny noauwnkom f(X) nocmoju npowupewe L
nona C nad xojum ce f(X) pasnance na auneapre darmope.
6) Hexa je L npowupewe nowa R, &1,...&, €L, a

UTRES E Eoy oo b
1< <<y <n

eaemenmapre cumempuune gynwkyuje y &1, ..., &,. Taoda je

n

[IT&X-¢)=X"—mX " 4 X" = 4 (=1) 1.

v=1
Ocum moza ceaku CUMEMPUMYHU NOAUNROM Y 51, Ce 7€n ca peantHum K06¢Uuuj6H—
muma j@ NOAURHOM Y N1y ...y N CA PEAAHUM noeﬁuu,ujeﬂmwvm.

VUckas 3") exBuBamenTan je oduriaenno ca 3), a ucka3 5) camjeau u3 Teopeme
1.6. 3a K = C. Ucrka3s 6) Bpujenn He caMoO 3a mObe R, HEro u 3a CBako mome K
kapagrepucrure 0 u mako ce nobuja y oksupy Teopuje Galois-a (8. mup. [2], II auo,
Teopewma III, 3.5.). Ho, mocroje u jeqHoCTaBHEM NUPEKTHU AOKA3M OBOT MCKA3a. 3aTO
ra opgje HeheMo TOKa3MBATH.

Iokazahemo caza ma csaku peannu mopMupann nomuaom f(X) cremena n > 1,
koju hemo m3 ynoOHOCTH HAammcaTu y OBINKY

fX)=X" =0 X" - 4+ (=1)"Dy,

nma 6ap jemny myay c € C.

Jloka3 ce IPOBOIN KEAYKIIjOM y ogEOCY Ha 6poj k € N 3a koju Bpujemu n = 2%¢,
q memapas 6poj. 3a k = 0 TBpama je Tauna ma ocuoBy 4). Hexra je k > 0 u TBpama
tagHa 3a k — 1.

Ipema 5) nocroju mpomupene L moma C man kojum ce f(X) pasnaxke ma numne-
apHe (akTope:

FX)=(X =&)X =&) .. - (X = &)

I'masua mueja Laplace-a je ma ce camga mpomMarpa IOJIXHOM

aX)= JI X-&-&—t68)

I<u<vn

3a CBaKW peaJyan Opoj t.

Koedunujenru mosunoma g;(X) cy cumerpudnu peansu noauaoMu y &i,...&,,
JaKie, HA OCHOBY 6), PEAJHU NOJMHOME y €JIEMEHTAPDHUM CHMETPUYHUM §)yHKIUja-
ma by, ...,b,, mTo 3ma4n peannn Opojesu. Ocum Tora, mommaoM f;(X) uma cremen

2
ox merosux myna gexm y C. Ilpema Tome, cBakoM peasHoMm Opojy ¢ oaroBapa map
munekca (41, v) 3a koje Bpujem: &, + &, +t€,6 € C, 1 < p < v < n. Byayhn
na Opojesa ¢ € R uma GeckOHAYHO MHOTO, a OBAKBUX mapoBa (i,V) CaMO KOHAUHO
MHOTO, IOCTOje PeasHu OpOjeBw T,S, r # § KojuMa mpumaia uctu map (s, \), Tj. 3a
KOje Bpujenu

n n(n—1
< ) = % = 2F=1¢(2%q — 1) u 3aT0 MO WpermocTaBmM WEIyENEje Gap jemma

Ex+ O +186.60€C, L.+ 6 +358.6 €C.
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Opmarne ommax camjemnn u = &, - &\ € C, v :=§,, + & € C. To smaum ma cy &,.
n &, myne kpampaTHor mommEoma X2 — vX + u € C[X]. Oryma, ma ocrosy 3"),
6%7 6)\ e C.

pumujerumo xa je Lagrange 1797/98. romuue y Be3u ca Laplace-oBum mokazom
NPUMUjeTHO Oa My Kao JOKa3y HUIITA He HEJIOCTaje, ajlW Ia ce CTBAPHO u3BODHeme
CBUX DadYyHA YUHU HEMOTYhuwm.

HomajMo Ha Kpajy jOI U HANOMEHY Ha ce 0e3 OUTHUX M3MjeHa MPETXOMHU NOKA3
MO:e IPEeHnjeTH Ha CBako mose K kapakrepuctuke 0 ymjecro mosa R ommocno K[i]
ymjecto C = RJ[i]. Ha rtaj mauun Moke ce yoUWTWTH jelaH APYIHW CIMYAH NOKA3
OCHOBHE TeopeMme airebpe, y KOMe ce KOPUCTH HEIITO BUIIE YHBeHHna u3 Teopuje
Galois-a (8. [2], IT mmo, Homarak I, Teopema 1.1.) u KOju HEje HUDOWTO jeqHOCTAB-
HUjU O] OBIje M3JI0KEHOT NOKa3a 3acHOBaHOr Ha Laplace-oBoj mueju.
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