HACTABA MATEMATUWURE HA ARYJITETUUMA

Jp Bnangmvup Jaakosuh
CMEHA IIPOMEHJ/BMBUX KO JIEBETOBOT' UHTEI'PAJIA

Y yubenmuroj aureparypu koja obpabyje Jleberop maTErpas ayTopm 4ecto 3a-
obumaze mpobieM cMeHe TPOMEHBUBEX. KRama je y muTamy PuManoB mHTErpas 3a
(GyHKOUje BUIIE TPOMEHBUBUX YECTO HAUIA3UMO HA T€OPEeMe KOje HUCY JTOBOJHHO jACHO
7 MPEenu3Ho (POPMYINUCAHE U HA NOKA3€ KOJU MaTe OJ TPAIUNUOHAJHUX MMIPOBU3ALM-
ja. Imm oBOr umaHKa je Ia ce KOHKPETHHM DememeM MOMOTHE Y OTKJIAmalmy OBUX
HeIOCTATAKA.

1. Popmynammja TeopeMa 0 CMEHN NPOMEHJIBUBUX

ITocToje mBe Teopeme Koje ce OmHOCE HA CMEHY IPOMEHBUBUX Kox JleGerosor
uuTerpana. lIpea ce ogHocu HA MHTErpai (yHKNUje jeoHe NIPOMEHJbUBE a NPYra Ha
uHTErpa’a (yHknuje Bume npoMmenmuBux. (OCHOBHA pPAa3iWKa OBUX IBEjy TeOpeMa ca-
CTOjU ce y TOMe MTO C€ y NMPBOj TEOPEMHU IPETIOCTaBha Na je (PYHKOUja KOjOM Ce
BPIIM CMEHA ANCOJYTHO HENPEKUAHA, & ¥ APYTOj TeOPEeME ce MPeTIOCTaB/ha Ha je Ta
¢yHEIUja TIATEA.

TEOPEMA 1. Heka je pynruyuja f: [a,b] — R unmezpabuana u neka je ymns-
wuja g: [a, ] — R ancoaymmo nenpexuona v neonadajyhia, maxsa da je g(a) = a
u g(B) =0b. Tada eamncu
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TeEoPEMA 2. Hexa je A omeopen ckyn y R™ u neka je g: A — R" 2aamxa
unjeryuja. Axo je gynxuuja f: D — R, D = g(A), unmeepabuana, onda eaxncu
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2. Amapar 3a moka3mBam-€ TeopeMa

Amapar 3a norasmBame (OPMYIHCAHEX TeopeMa je crammapmaa teopuja Jlebe-
rOBOT MHTErpaja Koja ce mojaBibyje y MHOrmM yubemmmuma, PybunumjeBa teopema,
3a kojy hemo cmarpaTy 1a je mO3HATA MAKO Ce HE NOKa3yje y CBEM yuOeHHMIuMa KOju
obpabyjy Jleberos uaterpasn, u jom ase Teopeme. To cy CapmoBa TeopeMa u Teopema
0 pa3iaramy IATKOT IPECIAKABAHA.

TeoPEMA (Capx). Hexa je G omeopen cxyn y R"™ u nexa je pynrkyujo g: G —
R" zaamxa. Axo je E ={t € G | det¢'(t) = 0}, onda je m(g(E)) = 0.
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Zoxasz. Cryn G MoOke ma ce mpeACTaBW KAa0 yHUja mpedpojuBe (amMuimje 3a-
tBopennx komkum w3 R™. Heka je C' jemma on mux. JloBOBHO je mokasaTu ma je
m(g(C N E)) =0. Hexka je nyxuna usune konke C jemmaka L. Ilocroju peanan 6poj
M, rakas ma je ||¢'(t)|| < M 3a cBako t € C. Hega je ¢ > 0. Ilocroju 6 > 0, rakso
ma je ||g'(t) — ¢'(s)|| < e 3a cBake mBe Tauke t, s € C Koje 3aI0BOBABA]y YCIOB
||t — s]| < 6. 3a cBako k € N ronka C' MOke 1a Ce Pa3nOKA Ha k™ KOUKU CTPAHUIE
L/k, majamerpa Ly/n/k. 3a noBosmHO Bemmko k BUXOBH mujameTpu Ouhie Mamm o §.
Hexa je S jemma o KOUKEM pasmarama KOja MM, HEMPA3aH MPECEK Ca CKymoM F; Heka
jes€ SNE. Ako jet € S, onna je

lg(t) = g()I < lg" (M1t = sl < MLv/n/E,
lg(t) = g(s) = g'(s)(t = )| < g (7) = g'(S)IIt = sll < lit = s]| < eLv/n/k.

U3 upse mejemmakocTu caenu Aa je ckym g(S) caapsas y Kyriu ca DEHTPOM y TAdKMd
g(s) m momynpewrmrom M L+/n/k, a m3 mpyre mejemmaxoctu caemu na ce ckyn g(.S)
Hanasu y eL/n/k okonumm a¢uEe MEOTOCTPYKOCTH KOja IPONA3W KPO3 TAUKy ¢(S) I
napaiuensa je ca Im¢'(s). Cuenu ga mocroju mpasoyriu napaienenmuef Koju oby-
xBata ¢(S), umMa n — 1 usuny gyxune 2M L/n/k u jenny msuny nyxune 2cL/n/k.
3aro je

m(g(S)) < @ML/a/k)s /M.

Opasme mobujamo ma je
m(g(E)) < k"(2MLy/n/k)"e/M = (2M L\/n)"c /M.
Kaxko mocnenma Heje HAKOCT BaXM 3a CBako € > 0, u3 we cuequ 1a je m(g(E)) =0.m

ITox omeparopom mpojexroBama Pj: R™ — R mogpasymesamo omeparop 3amnar
ca Pj(z) = xj, 3a x = (21,%2,...,2,) € R. Hexra je U orBoper ckyn y R™ u Hera
je ¢pymemmja g: U — R"™ rmarra. Ca ¢'(t) osmagasamo ®pemeos m3son Qpymkmmje g
y Taukd ¢. Y KOHAYHOAMMEH3MOHOM ciayd4ajy PpemeoB m3Bon MOXKe na ce M3jeTHAUN
ca JakobOujesom marpunom. Hox det g'(t) nompasymesamo nerepMmunanTy JaxoOujese
MaTpune, OLHOCHO jakobujaH, QpyHENUje g y Tadkw f. 3a (YHKOUjy ¢ KakeMO noa je
IPOCTa YKOJHUKO Ce HAajBHIIE jeJHA OJ HBeHHX KOMIOHEeHaTa ¢j, J = 1,2,...n, pa3mn-
Kyje ox omrosapajyher omeparopa mpojeKToBama.

TEOPEMA. Heka je g anamxo npecaurasamwe omeopenoz ckyna U C R™ y
R". Axo je det g'(s) # 0, onda nocmoju omeopena okoauna V. mauke s 1#a x0joj
ce pynxyuja g Moxce npedcmasumu y obAUKY

g = hnohn_lo e ohlo]{?7
20e cy hy, ha, ..., hy, enamxe npocme dynxyuje o k dynryuje xoja nepmymyje
nPoOMeERHUBE.

Joxas. Kako je detg'(s) # 0, y mocuenmwoj spcru Jakobujese marpuue g'(s)
IOCTOJU eJNeMEeHT KOJH je PA3IUYIuT O HyJe U YhjU je KOPAKIOp PA3NUIUT Of HYIIE.
Hexka ce TakaB eqeMeHT HaJIa3¥ Y KOJIOHE YKju je pemun 6poj m,. Heka je k, 1: U —
R"™ ¢ymrmuja 3amara ca

kn_1(t) = (g1(t), .-\ gn-1(t), Pn(t)).
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Jlako je Bumeru ma je det k! ,(s) # O (oBaj jakoOujaH je jemHAK KOYAKTOPY O KOME
je pamuje Ouno peun). IlocToju OTBOpEHA OKOMMHA V,_1 Tadke § HA KOjOj je mpe-
ciukaBame k,—1 audpeomoppusam. Hera je ¢pymrmmja h,: ky—1(Vi—1) — R™ 3amara
ca
ho(u) = (w1, ..oyt 1, g (kb (1)),

Tana je g = hyok,—1 ma V,,_1. Y npernocuenmsoj spcru Jakobujese marpune k!, (s)
IOCTOJU eleMeHT KOJU je PA3Nd4YUT O Hyjle W YU je KOPAKTOpP PA3AUIUT OX HY-
ae. Heka ce TakaB egeMeHT HAJNA3M y KOJOHU 4YMju je pemHu O6poj m, ;. Heka je
kn_2: Vho1 — R" dpymrmmja 3amara ca

kn*2(t) = (gl(t)v v vgn72(t)v Pmn71 (t)v Pmn (t))
Jlako je Bumern 1a je det kI, _,(s) # 0. Ilocroju orBOpena okonuHa V' Taduke S Ha KOjOj
je npecaukasame k,_» mupeomoppuzam. Hexka je pyurnuja h,—1: kp—2(Vo—2) — R"
3ajJaTa ca
B 1 (u) = (U1, ooy tn2y gn1 (K 2o (), ).
Tana je kn—1 = hp—10kn—o HA V,,_5. HacraBmamem oBor mocrymka mohm hemo
Ha Kpajy IO TOra Ja Cce Ha HEKOj OTBOPEHOj OKOMWHU V Tauke S (GYHKIUWja ¢ MOKE
IPeICTABUTH § OOJIHUKY
g = hnohnflo s ohloko,
rxe ¢y hi, ha, ..., h, mpocte riaTtke ¢pyHKnZje, a ky (yHKNZja 3amaTa ca
kO(t) = (Pml (t)7 Pm2 (t)7 R Pmn (t))7
3a kojy Baxu det k((s) # 0. U3 opor mocuenmer ycioa cuegu ga cy GpojeBm my,
msg, ..., M, pasaudutu Mehy coboM, Tj. ma ¢ynrumja ky mepMyTyje mpoMeHJbHBE.
HoBosmHO je crasutu ma je V =V u na je k = ko. m

3. Iloka3u TeopeMa 0 CMeHU NMPOMEHJBUBUX

Zokasz meopeme 1. Tepheme (Teopeme) je TaUHO YKOIUKO je [ KapaKTEPUCTUIHA
dymrnmja maTepsama. Herka je I = (c,d) C (a,b) u mexa je g~ 1(I) = (v,6) C (o, B).
Tana je

b d
| x@de= [ e =d-c=ge) - o)
a C6 ﬂ
= [ gwdt= [ o0 0 ar

Tepheme je Tauno yronuko je f kapakTepucTuyHa (yHKIUja OTBOPEHOT CKyIa.
Heka je G orsoper moxckyn ox (a,b). Crxyn G Moxke na ce HpeACTaBd Kao yHUjA
Hajsmme npeGpojuse Gpavmimje mucjyRETHEX momuaTepBaita ox (a,b): G =,y Ik
Tapma je

b b b B
[ x@i=[ Yy @i=Y [y, =Y [, g@g
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Tepheme je Tauno ykoauko je f KApaKTEPUCTHYHA (PYHKIUjA 3ATBOPEHOT CKYIA.
Hexa je F 3atsopen moackyn ox (a,b). Ckyn F Mome na ce TMpeacTaBd Kao Pasinka,
nurepBana (a,b) u orBopenor moackyna ox (a,b): F = (a,b) \ G. Tana je

/abXF(x)dx:/ab[l—X dx—/ dx—/

B
-/ g'(t)dt—/ X, (9(t)g' () dt
B8 B8
= [ - xolg©dt= [ x, (a0 0

a
Tepheme je Tauno ykoauko je f KapakTepuCTHYHA (YHKIUja MEPJHUBOT CKyIA.
Hexka je E wmepmus moackyn ox (a,b). Herka je ¢ > 0. Iloctoje sarBOpen ckym F
n orBoper ckyn G, taksu ma je F C E C G C (a,b) u ma je m(G\ F) < e. U3
X S X, S X, crenn

me = [ (@) de = / (o) O,
73 TOPHHUX HEjeTHAKOCTHU CIeIN A je
/bXE(x)dx—/ﬂXE(g( t)g'(t )dt‘ mG —mF < ¢.
Kaxko je ¢ npon31§omaH HO3I/ITI/IBaDI; 6poj, TO je
/ ) do = / T o) (.

Tepheme je Tauno yronuko je f jemHocraBHA MepJbUBA (YHKNUja HA WHTEPBAIY
(a,b). Hega je j(z) = > CkX (x), rue ¢y Fy, k € K, nucjyHKTHU MepIbUBI
keK

IOACKYIOBU UHTEpBaIa (a, b a cp, k € K, menerarusuu peanuum Opojesu. Tana je

/ x)dx = chx dx—ch/

¢ keK keK @
=> ck/ )g'(t) dt
keK o
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Hexa je (ji) pacryhu mu3 jenmmocrasaux Mepssusux GpyHrnuja Ha (a,b), KOju y CBAKO]
raukn kouBeprupa ¢yurnuju f. Tana je

b b
/ flx)dx = klim Jr(z) dx

B ¢
= tim [ julg(t)g' (1) dt = / Fla(t)g'(t) dt

«

Tepbheme Baxku 3a npoussosmny (Gpyukuujy f unrerpabunny ma (a,b). 3amcra

b b b
/f(x)dx:/f*(:r)d:r—/ f(z)dx
B B B
- / F(a(t))g'(8) di — / F(a(t)g' (1) dt = / fla(t)g'(tydt. m

Loxaz meopeme 2. Aro tBpheme Teopeme BaKu 33 HEHETATHBHY MEPJbUBY ()yHK-
nujy f, OHZA OHO BaKW 3a MPOM3BOJHY mMHTerpabunny ¢yernmjy f. 3aucra

/Df(x)dx:/f+(:r)d:r—/f*(x)dx

= [ £ aniastg @i = [ fa@ldeg@la
/f )| det g'(£)] dt.

3aTo HAMAJE MOM¥KEMO MPETHOCTABBATA Aa je f HeHeraTHBHA MepPJbUBA ()YHKIHja.
Axo cBaka Tauka s ckyma D mMa OTBOpeHY OKOMUHY V 3a KOJy BaKu

/ flx)do = / Flg(t))] det o (1)) dt.
(V) Vv

ouzxa je tBpheme Teopeme Tauno. Ako je mpermocraBka oBor TBphema 3amoBosbena,
OHJIA MOCTOju HajBume npedpojuBa (ammnuja orBOopeHux ckymosa Vi, k € K, raksa
ma je A =J,cx Vi m maje

/ fayde = [ flg(t)) detg't) dt,
(Vi) Vi

3a cBak0 k € K m csaky memeratusry MepsuBy ¢ymrnujy f wa g(Vi). Hocroju
(pamunuja mepmusux ckynosa Ej, k € K, xoju cy mucjyakrau, nokpusajy ¢g(A) m
3anoBosbaBajy ycaos B C g(Vy) 3a cBako k € K. Tana Baxu

/f dx—/DZXEk

keEK

_Z/ Ek dx—Z/ ) f(z)dz

kEK kEK (Vk
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keK k
=2%Ax&wm<<»menw
/A;C;KXE’" t))| det g'(t)| dt = /f (t))| det ¢'(t)| dt.

Heka cy Ay m Ay , orBopenn ckynosu y R™ mHeka ¢y g1: Ay — R mga: Ay —
R" rnarke unjexnuje. Ao je TBpheme Teopeme TaUHO 32 PYHKOUjE g1 W o W AKO je
g1(A1) C Ay, onga je tBpheme Teopeme TavHO U 3a GYHKLU]Y § = ga0g1. 3AHUCTA,
ako je ¢pymrnmja f: g(A;) — R memerartmsHa u MepspuBa, OHZA je

/Q(Al) f(z)dr = /gz(Az) Xg(Al)(x)f(x)dx —
_ /22ng(Al)(QQ(u))f(gz(u))|detgé(u)|du

=/ £(g2(w))] det g}(u)] du

g1(A1)
=Af@@mMM¢wNW@MmW
=Af@@mmm¢wm»¢ww

=/, f((g2091)(1))] det(gaog1)'(t)] dt

= [ fg(t))|det g'(t)]dt.
Ay

Ha ocuoBY morasanux ummenuna, CapIoBe TeopeMe 1 TeOpeMe O pa3iaramy Iia-
TKe (YHKOZje 3aK/pydyjeMO Aa je HOBOJPHO NOKA3aTH Ia je TBpDheme Teopeme TA4HO Y
cirydajeBuMa Kaja je A mpaBoyriu mapajeienunes u Kaaa je GyHKILja g IepMy Tanmja
IPOMEHJpUBUX IIU Ka1a je PpyHknuja g upocra. IpBu cayuaj je rpuBmjanan, na hemo
ce 3aap:xaTu caMo Ha ApyroM. Hexka je A = (ar,b1) X (az,b2) X -+ X (an, b,), HeRa
je ¢pymrmumja g: A — R™ szamara ca g(t) = (g1(t), Pa(t), ..., P.(t)). Hame, Hera je
Al = (a’27 b2) XX (a’nv bn)v I= (alvbl) u I(tl) = g(Iﬂﬁ{t,})v rae je t = (t27 v vtn)'
Tana je

émﬂﬂw=/(ﬁtﬂwmy@mmn
:/< £)|0g:(t )/5t1|dt1>dt2...dtn

=/<<|%<mmﬁ [ fa@ldeg @par
A
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Osze cvmo gBa nyrta npumennan ®yburmjeBy Teopemy u jemannyt Teopemy 1 o cmern
npoMenspuBe kox Jleberosor muTerpana (yHKNUje jeIHe IPOMEHJbHBe. W

4. KomeHnTapu

1. Y kwum3u [1] Teopema 1 je ¢popmymmcana rao 3agaTak, a y [3] mara je ca
IOKa30M. ¥ 00a ciaydaja y GOpMyIanuju Teopeme e MPeTHOCTaBha Aa je (YHRIW]ja
g MOHOTOHO pactyha, mTo je, Ka0 mMTO CMO BUAENN, HEMOTPEDHO jaka MPEeTHOCTABKA.
Jlokas maT y OBOM WIAHKY Ce Da3iuKyje O OHOT U3 Kiure [3].

2. Y kwusu [4] popMyiucana je u gOKa3aHa TEOPEMa O CMEHH IPOMEHJBUBUX KO
Pumanosor marerpasa, xoja je camuna Teopemm 2. Ilora3 Teopeme 2 koju je oBme
AT WHCOUPUCAH je ITOKAa30M W3 OBe Kmure. VIHTepecaHTHO je Oa je JOoKa3 TeopeMe
KOja ce OJHOCH Ha ciayd4aj PuMaHOBOr mMHTerpaia CIOKEHHH OX IOKa3a TeopeMe Koja
ce ommocu Ha ciaydvaj JleDerosor muTerpana. 306or Tora ce mamehe murame nma Jau
je yommre moTpebHO MOKA3MBATH TEOPEMY O CMEHH TPOMEHJBUBUX KOJ BUIIECTPYKOT
Pumanosor maTerpana, miam ce Tpeda MO3BATH HA TeOpeMy Koja ce ommocu Ha Jlebe-
roB mHTErpas. MOKAA CTYIEHTHMA MATEMATHKE KOJU y TOKY CBOT IIKOJOBAMA yUe
JlebGeros marerpas yommre He Tpeba mpemaBaTm PuUMaHOB MHTErpaj (YHKIUjA BUIIE
TPOMEHJbUBUX.

3. Y [6] mar je mpyru nmoka3 Teopeme 2. Ilpucryn u3 te kmure morao 6u jga
Oyme Tema MOCEOHOT YIAHKA.

4. PybGunmjeBa Teopema Moxke xa ce mabe y kmusm [1] Ge3 mokasa, a y [2]
ca mokasoM. CappuoBa Teopema y oBoM obamky Moxke ma ce Habe y [4]. Teopema
0 pasnaramy TJIATKOT IpecInkaBamba Moke ce Hahu y kmusm [5] y o0muky koju je
CIMYAH JATOM y OBOM WIAHKY.
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