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SMENA PROMEN�IVIH KOD LEBEGOVOG INTEGRALA

U u�beniqkoj literaturi koja obra�uje Lebegov integral autori qesto za�
obilaze problem smene promen�ivih� Kada je u pita�u Rimanov integral za
funkcije vixe promen�ivih qesto nailazimo na teoreme koje nisu dovo�no jasno
i precizno formulisane i na dokaze koji pate od tradicionalnih improvizaci�
ja� Ci� ovog qlanka je da se konkretnim rexe�em pomogne u otkla�a�u ovih
nedostataka�

�� Formulacija teorema o smeni promen�ivih

Postoje dve teoreme koje se odnose na smenu promen�ivih kod Lebegovog
integrala� Prva se odnosi na integral funkcije jedne promen�ive a druga na
integral funkcije vixe promen�ivih� Osnovna razlika ovih dveju teorema sa�
stoji se u tome xto se u prvoj teoremi pretpostav�a da je funkcija kojom se
vrxi smena apsolutno neprekidna� a u drugoj teoremi se pretpostav�a da je ta
funkcija glatka�

TEOREMA �� Neka je funkcija f � �a� b�� R integrabilna i neka je funk�
cija g � ��� ��� R apsolutno neprekidna i neopadaju�a� takva da je g��� � a
i g��� � b� Tada va�i

Z b

a

f�x� dx �

Z �

�

f�g�t��g��t� dt�

TEOREMA �� Neka je � otvoren skup u Rn i neka je g � �� R
n glatka

injekcija� Ako je funkcija f � D � R� D � g���� integrabilna� onda va�iZ
D

f�x� dx �

Z
�

f�g�t��j det g��t�j dt�

�� Aparat za dokaziva�e teorema

Aparat za dokaziva�e formulisanih teorema je standardna teorija Lebe�
govog integrala koja se pojav�uje u mnogim u�benicima� Fubinijeva teorema�
za koju �emo smatrati da je poznata iako se ne dokazuje u svim u�benicima koji
obra�uju Lebegov integral� i jox dve teoreme� To su Sardova teorema i teorema
o razlaga�u glatkog preslikava�a�

TEOREMA 	Sard
� Neka je G otvoren skup u Rn i neka je funkcija g � G�
R
n glatka� Ako je E � ft � G j det g��t� � �g� onda je m�g�E�� � ��



Smena promen�ivih kod Lebegovog integrala 	


Dokaz� Skup G mo�e da se predstavi kao unija prebrojive familije za�
tvorenih kocki iz Rn� Neka je C jedna od �ih� Dovo�no je dokazati da je
m�g�C �E�� � �� Neka je du�ina ivice kocke C jednaka L� Postoji realan broj
M � takav da je kg��t�k �M za svako t � C� Neka je � � �� Postoji � � �� takvo
da je kg��t� � g��s�k � � za svake dve taqke t� s � C koje zadovo�avaju uslov
kt� sk � �� Za svako k � N kocka C mo�e da se razlo�i na kn kocki stranice
L	k� dijametra L

p
n	k� Za dovo�no veliko k �ihovi dijametri bi�e ma�i od ��

Neka je S jedna od kocki razlaga�a koja ima neprazan presek sa skupom E� neka
je s � S �E� Ako je t � S� onda je

kg�t�� g�s�k � kg��
�kkt� sk �ML
p
n	k�

kg�t�� g�s�� g��s��t� s�k � kg��
� � g��s�kkt� sk � �kt� sk � �L
p
n	k�

Iz prve nejednakosti sledi da je skup g�S� sadr�an u kugli sa centrom u taqki
g�s� i polupreqnikom ML

p
n	k� a iz druge nejednakosti sledi da se skup g�S�

nalazi u �L
p
n	k okolini afine mnogostrukosti koja prolazi kroz taqku g�s� i

paralelna je sa Im g��s�� Sledi da postoji pravougli paralelepiped koji obu�
hvata g�S�� ima n� � ivicu du�ine �ML

p
n	k i jednu ivicu du�ine ��L

p
n	k�

Zato je
m�g�S�� � ��ML

p
n	k�n�	M�

Odavde dobijamo da je

m�g�E�� � kn��ML
p
n	k�n�	M � ��ML

p
n�n�	M�

Kako posled�a nejednakost va�i za svako � � �� iz �e sledi da je m�g�E�� � ��

Pod operatorom projektova�a Pj � R
n � R podrazumevamo operator zadat

sa Pj�x� � xj � za x � �x�� x�� 
 
 
 � xn� � R� Neka je U otvoren skup u Rn i neka
je funkcija g � U � R

n glatka� Sa g��t� oznaqavamo Frexeov izvod funkcije g
u taqki t� U konaqnodimenzionom sluqaju Frexeov izvod mo�e da se izjednaqi
sa Jakobijevom matricom� Pod det g��t� podrazumevamo determinantu Jakobijeve
matrice� odnosno jakobijan� funkcije g u taqki t� Za funkciju g ka�emo da je
prosta ukoliko se najvixe jedna od �enih komponenata gj� j � �� �� 
 
 
n� razli�
kuje od odgovaraju�eg operatora projektova�a�

TEOREMA� Neka je g glatko preslikava�e otvorenog skupa U � Rn u
R
n� Ako je det g��s� �� �� onda postoji otvorena okolina V taqke s na kojoj

se funkcija g mo�e predstaviti u obliku

g � hn�hn��� � � � �h��k�
gde su h�� h�� 
 
 
 � hn glatke proste funkcije a k funkcija koja permutuje
promen�ive�

Dokaz� Kako je det g��s� �� �� u posled�oj vrsti Jakobijeve matrice g��s�
postoji element koji je razliqit od nule i qiji je kofaktor razliqit od nule�
Neka se takav element nalazi u koloni qiji je redni broj mn� Neka je kn�� � U �
R
n funkcija zadata sa

kn���t� � �g��t�� 
 
 
 � gn���t�� Pm�t���
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Lako je videti da je det k�n���s� �� � 	ovaj jakobijan je jednak kofaktoru o kome
je ranije bilo reqi
� Postoji otvorena okolina Vn�� taqke s na kojoj je pre�
slikava�e kn�� difeomorfizam� Neka je funkcija hn � kn���Vn���� R

n zadata
sa

hn�u� � �u�� 
 
 
 � un��� gn�k
��
n���u����

Tada je g � hn�kn�� na Vn��� U pretposled�oj vrsti Jakobijeve matrice k�n���s�
postoji element koji je razliqit od nule i qiji je kofaktor razliqit od nu�
le� Neka se takav element nalazi u koloni qiji je redni broj mn��� Neka je
kn�� � Vn�� � R

n funkcija zadata sa

kn���t� � �g��t�� 
 
 
 � gn���t�� Pmn��
�t�� Pmn

�t���

Lako je videti da je det k�n���s� �� �� Postoji otvorena okolina V taqke s na kojoj
je preslikava�e kn�� difeomorfizam� Neka je funkcija hn�� � kn���Vn���� R

n

zadata sa
hn���u� � �u�� 
 
 
 � un��� gn���k

��
n���u��� un��

Tada je kn�� � hn���kn�� na Vn��� Nastav�a�em ovog postupka do�i �emo
na kraju do toga da se na nekoj otvorenoj okolini V� taqke s funkcija g mo�e
predstaviti u obliku

g � hn�hn��� � � � �h��k��
gde su h�� h�� 
 
 
 � hn proste glatke funkcije� a k� funkcija zadata sa

k��t� � �Pm�
�t�� Pm�

�t�� 
 
 
 � Pmn
�t���

za koju va�i det k���s� �� �� Iz ovog posled�eg uslova sledi da su brojevi m��
m�� 
 
 
 � mn razliqiti me�u sobom� tj� da funkcija k� permutuje promen�ive�
Dovo�no je staviti da je V � V� i da je k � k��

�� Dokazi teorema o smeni promen�ivih

Dokaz teoreme �� Tvr�e�e 	teoreme
 je taqno ukoliko je f karakteristiqna
funkcija intervala� Neka je I � �c� d� � �a� b� i neka je g���I� � ��� �� � ��� ���
Tada je Z b

a

�
I
�x� dx �

Z d

c

dx � d� c � g���� g���

�

Z �

�

g��t� dt �

Z �

�

�
I
�g�t��g��t� dt�

Tvr�e�e je taqno ukoliko je f karakteristiqna funkcija otvorenog skupa�
Neka je G otvoren podskup od �a� b�� Skup G mo�e da se predstavi kao unija
najvixe prebrojive familije disjunktnih podintervala od �a� b�
 G �

S
k�K Ik�

Tada jeZ b

a

�
G
�x� dx �

Z b

a

X
k�K

�
Ik
�x� dx �

X
k�K

Z b

a

�
Ik
�x� dx �

X
k�K

Z �

�

�
Ik
�g�t��g��t� dt

�

Z �

�

X
k�K

�
Ik
�g�t��g��t� dt �

Z �

�

�
G
�g�t��g��t� dt�
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Tvr�e�e je taqno ukoliko je f karakteristiqna funkcija zatvorenog skupa�
Neka je F zatvoren podskup od �a� b�� Skup F mo�e da se predstavi kao razlika
intervala �a� b� i otvorenog podskupa od �a� b�
 F � �a� b� nG� Tada jeZ b

a

�
F
�x� dx �

Z b

a

��� �
G
�x�� dx �

Z b

a

dx�
Z b

a

�
G
�x� dx

�

Z �

�

g��t� dt�
Z �

�

�
G
�g�t��g��t� dt

�

Z �

�

��� �
G
�g�t���g��t� dt �

Z �

�

�
F
�g�t��g��t� dt�

Tvr�e�e je taqno ukoliko je f karakteristiqna funkcija mer�ivog skupa�
Neka je E mer�iv podskup od �a� b�� Neka je � � �� Postoje zatvoren skup F
i otvoren skup G� takvi da je F � E � G � �a� b� i da je m�G n F � � �� Iz
�
F
� �

E
� �

G
sledi

Z b

a

�
F
�x� dx �

Z b

a

�
E
�x� dx �

Z b

a

�
G
�x� dx�

Z �

�

�
F
�g�t��g��t� dt �

Z �

�

�
E
�g�t��g��t� dt �

Z �

�

�
G
�g�t��g��t� dt�

Kako je

mF �

Z b

a

�
F
�x� dx �

Z �

�

�
F
�g�t��g��t� dt i

mG �

Z b

a

�
G
�x� dx �

Z �

�

�
G
�g�t��g��t� dt�

iz gor�nih nejednakosti sledi da je����
Z b

a

�
E
�x� dx �

Z �

�

�
E
�g�t��g��t� dt

���� � mG�mF � ��

Kako je � proizvo�an pozitivan broj� to jeZ b

a

�
E
�x� dx �

Z �

�

�
E
�g�t��g��t� dt�

Tvr�e�e je taqno ukoliko je f jednostavna mer�iva funkcija na intervalu
�a� b�� Neka je j�x� �

P
k�K

ck�
Ek
�x�� gde su Ek� k � K� disjunktni mer�ivi

podskupovi intervala �a� b� i ck� k � K� nenegativni realni brojevi� Tada jeZ b

a

j�x� dx �

Z b

a

X
k�K

ck�
Ek
�x� dx �

X
k�K

ck

Z b

a

�
Ek
�x� dx

�
X
k�K

ck

Z �

�

�
Ek
�g�t��g��t� dt

�

Z �

�

X
k�K

ck�
Ek
�g�t��g��t� dt �

Z �

�

j�g�t��g��t� dt�
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Neka je �jk� rastu�i niz jednostavnih mer�ivih funkcija na �a� b�� koji u svakoj
taqki konvergira funkciji f � Tada je

Z b

a

f�x� dx � lim
k��

Z b

a

jk�x� dx

� lim
k��

Z �

�

jk�g�t��g
��t� dt �

Z �

�

f�g�t��g��t� dt�

Tvr�e�e va�i za proizvo�nu funkciju f integrabilnu na �a� b�� Zaista

Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f��x� dx �
Z b

a

f��x� dx

�

Z �

�

f��g�t��g��t� dt�
Z �

�

f��g�t��g��t� dt �

Z �

�

f�g�t��g��t� dt�

Dokaz teoreme 	� Ako tvr�e�e teoreme va�i za nenegativnu mer�ivu funk�
ciju f � onda ono va�i za proizvo�nu integrabilnu funkciju f � Zaista

Z
D

f�x� dx �

Z
D

f��x� dx �
Z
D

f��x� dx

�

Z
�

f��g�t��j det g��t�j dt�
Z
�

f��g�t��j det g��t�j dt

�

Z
�

f�g�t��j det g��t�j dt�

Zato nada�e mo�emo pretpostav�ati da je f nenegativna mer�iva funkcija�
Ako svaka taqka s skupa D ima otvorenu okolinu V za koju va�iZ

g�V �

f�x� dx �

Z
V

f�g�t��j det g��t�j dt�

onda je tvr�e�e teoreme taqno� Ako je pretpostavka ovog tvr�e�a zadovo�ena�
onda postoji najvixe prebrojiva familija otvorenih skupova Vk� k � K� takva
da je � �

S
k�K Vk i da je

Z
g�Vk�

f�x� dx �

Z
Vk

f�g�t��j det g��t�j dt�

za svako k � K i svaku nenegativnu mer�ivu funkciju f na g�Vk�� Postoji
familija mer�ivih skupova Ek� k � K� koji su disjunktni� pokrivaju g��� i
zadovo�avaju uslov Ek � g�Vk� za svako k � K� Tada va�iZ

D

f�x� dx �

Z
D

X
k�K

�
Ek
�x�f�x� dx

�
X
k�K

Z
D

�
Ek
�x�f�x� dx �

X
k�K

Z
g�Vk�

�
Ek
�x�f�x� dx
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�
X
k�K

Z
Vk

�
Ek
�g�t��f�g�t��j det g��t�j dt

�
X
k�K

Z
�

�
Ek
�g�t��f�g�t��j det g��t�j dt

�

Z
�

X
k�K

�
Ek
�g�t��f�g�t��j det g��t�j dt �

Z
�

f�g�t��j det g��t�j dt�

Neka su �� i �� � otvoreni skupovi u R
n i neka su g� � �� � R

n i g� � �� �
R
n glatke injekcije� Ako je tvr�e�e teoreme taqno za funkcije g� i g� i ako je

g����� � �� � onda je tvr�e�e teoreme taqno i za funkciju g � g��g�� Zaista�
ako je funkcija f � g����� R nenegativna i mer�iva� onda je

Z
g����

f�x� dx �

Z
g�����

�
g����

�x�f�x� dx �

�

Z
��

�
g����

�g��u��f�g��u��j det g���u�j du

�

Z
g�����

f�g��u��j det g���u�j du

�

Z
��

f�g��g��t���j det g����g��t��jj det g���t�j dt

�

Z
��

f�g��g��t���j det g����g��t�� � g���t�j dt

�

Z
��

f��g��g���t��j det�g��g����t�j dt

�

Z
��

f�g�t��j det g��t�jdt�

Na osnovu dokazanih qi�enica� Sardove teoreme i teoreme o razlaga�u gla�
tke funkcije zak�uqujemo da je dovo�no dokazati da je tvr�e�e teoreme taqno u
sluqajevima kada je � pravougli paralelepiped i kada je funkcija g permutacija
promen�ivih ili kada je funkcija g prosta� Prvi sluqaj je trivijalan� pa �emo
se zadr�ati samo na drugom� Neka je � � �a�� b��� �a�� b��� � � � � �an� bn�� neka
je funkcija g � � � R

n zadata sa g�t� � �g��t�� P��t�� 
 
 
 � Pn�t��� Da�e� neka je
�� � �a�� b���� � ���an� bn�� I � �a�� b�� i I�t

�� � g�Ixft�g�� gde je t� � �t�� 
 
 
 � tn��
Tada je

Z
g���

f�x� dx �

Z
��

�Z
I�t��

f�x� dx�

�
dx� 
 
 
 dxn

�

Z
��

�Z
I

f�g�t��j
g��t�	
t�j dt�
�
dt� 
 
 
 dtn

�

Z
�

f�g�t��j
g��t�	
t�j dt �
Z
�

f�g�t��j det g��t�j dt�
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Ovde smo dva puta primenili Fubinijevu teoremu i jedanput Teoremu � o smeni
promen�ive kod Lebegovog integrala funkcije jedne promen�ive�

	� Komentari

�� U k�izi ��� Teorema � je formulisana kao zadatak� a u ��� data je sa
dokazom� U oba sluqaja u formulaciji teoreme se pretpostav�a da je funkcija
g monotono rastu�a� xto je� kao xto smo videli� nepotrebno jaka pretpostavka�
Dokaz dat u ovom qlanku se razlikuje od onog iz k�ige ����

�� U k�izi ��� formulisana je i dokazana teorema o smeni promen�ivih kod
Rimanovog integrala� koja je sliqna Teoremi �� Dokaz Teoreme � koji je ovde
dat inspirisan je dokazom iz ove k�ige� Interesantno je da je dokaz teoreme
koja se odnosi na sluqaj Rimanovog integrala slo�eniji od dokaza teoreme koja
se odnosi na sluqaj Lebegovog integrala� Zbog toga se name�e pita�e da li
je uopxte potrebno dokazivati teoremu o smeni promen�ivih kod vixestrukog
Rimanovog integrala� ili se treba pozvati na teoremu koja se odnosi na Lebe�
gov integral� Mo�da studentima matematike koji u toku svog xkolova�a uqe
Lebegov integral uopxte ne treba predavati Rimanov integral funkcija vixe
promen�ivih�

�� U ��� dat je drugi dokaz Teoreme �� Pristup iz te k�ige mogao bi da
bude tema posebnog qlanka�

�� Fubinijeva teorema mo�e da se na�e u k�izi ��� bez dokaza� a u ���
sa dokazom� Sardova teorema u ovom obliku mo�e da se na�e u ���� Teorema
o razlaga�u glatkog preslikava�a mo�e se na�i u k�izi ��� u obliku koji je
sliqan datom u ovom qlanku�
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