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Jp MwuiocaB Mapjanosuh

KOHBEKCHE I KOHKABHE 2YHRKIINJE
" KOPECIIOHIEHTHE HEJEITHAKOCTN!

1. ¥YBox. Ilporpam IV paspena rumuasuje MaTeMaTHIKOT yCMepema IpeaBuha
remy: ,McnuruBame Qpymrnuja momohy m3Boma um nprame BUXOBHX Ipaduka .

[Tomohy mpyror m3Boma oapelyjy ce BpcTe KapakTepUCTHIHNX Tadaka Ipadura
¢GyHEOUje Koje 30BeMO MpeBOjHE TAaUKe, 8 TaKOhe m mHTepBaIM HAX KOJUMA je (YHRIW]ja
KOHBEKCHA, OJHOCHO KOHKABHA.

Hexka je f: A — R, (A C R) peanna ¢pyrrnmja peasne npoMenssuse. 1lonceTnmo
A CKyI

{(@y) eR |zedny=f(r)}

HasuBaMo zpad (epadur) ¢ymrmuje f. Crym

{(wy)eR* [z edny> f(x)}
Ha3MBaMO ~adzpaf, a CKym

{(@y)eR* [z e Any< fx)}

nodepad dymrmmje f.

'OBuM usaHKOM OTBapaMo HOBY py6puky: ,Teme 3a uHTeH3UBHY 00pany, y OKBUpPY KOje
hewmo, wecTo y HacTaBIMMa, 06jaB/bMBATU CaLp/Kaje KOJU ce MOI'y KOPUCTUTH 3a HOJaTHY HaCTaBY,
CTpyd4He ceMUHape, [IUKJIyce IpelaBaiba 33 yUeHUKe WM HaCTaBHUKe ... . Heke om Tmx Tema he
[IOCIIy*KUTU Kao OCHOBa 3a mocebHe cBecke Matepujasa 3a Miale MaTeMatundape mian [locebumx
m3nama lpymrBa maTematraapa Cpbuje.
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Kama je A uurepsan, 3a ¢ymrmujy f KaeMmo na je KOHBEKCHA KAl je HEO me-
HOT rpa(uka HaJ IPOU3BOJBHUM HHTEPBAIOM [x1,Z2] C A MCHOX cedmme Kpo3 Tadke
(z1, f(x1)) u (x2, f(x2)). Uspakasajyhin 0BO cBOjCTBO, rpauk KOHBEKCHE (DYHKIU]je
BIJUMO Ka0 MCIyN4YeH (KOHBEKCAH) aKO Ia IOCMAaTPAMO 040310 U y MO3UTHUBHOM CMEpY
y-oce. Taunumje, Taga je maarpad ¢ysrmuje f KOHBEKCAH.

Kanz je rpad ¢pyurnuje f ncmymder, riemnasn 0f03TO U ¥ HETATHBHOM CMepy y-oce,
¢yurnuja f je komkaBHa. TauHmje pedeHo, Tajga je meH MOATPA(]) KOHBEKCAH CKYI.

Axo reomeTpujckuM 00jeKTHMA KA0 MTO Cy CEYNNA U Ipad) JaMO (YHKIUjCKO 3HA-
Yeme a PeIal’jy UCIOX TaAa CXBATHMO Ka0 ()YHKIWCKH OIHOC ,jeHAKO HIN Mame",
mobuhemo jengy GpyHIAMEHTANHY HEjeIHAKOCT, HA OCHOBY KOje Ce MOy M3BECTH MHOTe
cuenujajHe, YKbYIyjyNu u HU3 3HAYAJHUX KIACHYHUX HEjeTHAKOCTH.

IIpumernliemo ma je y3 oBaj cazpskaj IpUCYTHA 3HATHA F€OMETPHUjCKA 30PHOCT U
la OH IPY:Ka Pa3HOBPCHe MOT'yNHOCTH Bapupama U IPOIYKOBAKHA 3aHMUMJHUBUX IPH-
Mepa. 3aTo Ce MOM¥eE OYEKMBATH KPEATHBHOCT CAMUX YYEHHKA y CMUCIY CACTaBIhAbHA
7 JIOKA3MBaba 3aHUMJ/BUBUX IPUMEPA HejeTHAKOCTH.

Hamamo ce ma he mame naJsse m3imarame MOKA3aTH O3 je OMIO ONPABIAHO OBAj
caap:kaj omabpaTu 3a TeMy WHTEH3UBHE O0paze.

2. KoumBekcHe u koHkaBHe ¢yHEKnuje. Osme hemo mocmarparu peasme
¢yurnuje f: I — R, uuju cy momenu [ matepsanu. Kax roBopmmo o mudepenmuja-
OunHOCTH QyHENUje f HA MHTepBasy / IPETIOCTABHAMO €T3UCTEHNN]Y U3BOJA Y CBUM
TagkaMa, ¢ THM ITO M3BOJ ¥ MOTY hHEM KpajlBuM Tavyaka CXBATAMO Kao JIeBH, OJTHOCHO
nmecHu, Beli mpema BPCTU THX KPAjBUX TadaKa.

Homcerumo ce ma 3a ¢pymruujy f: I — R raxemo ma je pacmyha (cmpuxmmo
pacmyha) ako

Ve,ye ez <y = f(z) < f(y), (f(x) < f(y)),

a onadajyhia (cmpuxmmuo onadajyhia) ako

Ve,ye e <y = f(z) = f(y), (f(z)> f(y)).

3a (pyurnujy koja je bmmo pacryha 6mmo omazmajyha, xaxemo ma je MoMOMONG.
Kan je f mudepennujabumna u pacryha ¢pyeknmja, Tana je KOIUIHUK

flx+h) = f(x)
h

na je omartme: (Vo € I) f'(x) > 0. Kan je f nupepennujabunaa u ucoymen je ycJaos
(Vx € I) f'(x) > 0, Tama, 3a x < y, Ha OCHOBY Lagrange-ose Teopeme, MMaMO

flx) = fly) = (z-y)f'(£) <O,

na je f pacryha ¢ymenmja. Ilakxme, dufepenyujabuana dynxyuja f: I — R je
pacmyha axo uw camo axo: (Yo € I) f'(x) = 0, odnocro onadajyhia axo u camo ako
(Vz € I) f'(x) < 0. Hocebuo, xad je (Vx € I) f'(x) > 0, f je cmpuxmno pacmyha,
a xao je (Vx € I) f'(x) <0, f je cmpuxmmno onadajyhia.

Ipumvernmo ma y kuaacu audepeHnujabunaux (yHKIWja, OHE Ca HEHETATUBHUM
M3BOJOM ce YIpPaBoO HmoAygapajy ca pactyhmMm ¢yHKnmjaMa Te Kiace. 3a OBY HCTY

20,
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KTacy NeQUHMMNMO konsexene gynryuje kao ome gymsmuje f: I — R umjm cy ms-
sogu f': I — R pacryhe ¢ymxumje. Ome, max, (yHKRIuje OBE KIace YUju Cy U3BOIU
f': I — R onanajylie ¢yHrnuje meQuEAmEMO K0 KonKasHe Pynkyuje.

Ha ocnoBy 0BUX memHUNMja HEMaMO OMMaX OHY T€OMETPHUjCKYy IPeICTABY O KOH-
BEKCHUM U KOHKABHIM (DyHKNHjaMa O K0joj je Omio peum y yBomy. 3aTO, HPOYIHMO
IPBO OQHOC KOHBEKCHe (IO ropmoj meduuunuju) ¢ymrumje f: I — R u ramrente y
npou3BOJbHOj Taukd (Tp, f(xp)) BeHOr Tpaduka.

Tanrenra y tauku (o, f(zp)) je muneapra 0o r QpyHKIUjA

y(x) = f(xo) + f'(20)(x — 20).

Pasznura

f(@) —y(x) = f(x) = f(xo) — f'(x0)(x — x0)
F(E)(x —x0) — f'(20) (7 — 0)
(f'(&) = f'(w0))(x — x0)

je memerarusua, jep: * < x9p = f'(§) < f'(mo) mz >z = f'(&) > f'(x0).

Tako cM0 moka3aau na ce rpauk KOHBEKCHE (DYHKIMje HAJIA3M M3HAT CBAKe CBOje
tragrenre. Cnumvyro OGucMO mOKa3alw 1A je Tpaduk KOHKABHE (YHKIUje MCIOJ CBake
CBOj TaHTEHTE.

IIpumernmo ma kaxm je f: I — R mBa myra mudepennmjabunna (yHKDHja, A je
taga f KoHBeKCHA (KOHKaBHA) ako u camo ako je: (Vo € I) f"(x) > 0, (f"(x) <0), a
ITO OMMAaX CIeAu U3 IPETXOHe KADAKTePU3alyje MOHOTOHUX ()YHKIUja IPEKO U3BOMA.

Omaoc usmely rpaduka kouBekcHe (0IHOCHO KOHKABHE) (YHKIUje U HETrOBE MpPO-
U3BOJBHE CednIe je moceOHO 3Havajan u ToM oxHOocy mocBehyjemo crenehu maparpad.

3. OcuoBua Hejemuakoct. Heka cy x m y gartu peanum OPOjeBH W MPETIO-
crasumo ¢ < y. Tama, 3a cBaku peasnu OpPOj ¢, IOCTOjU jeAMHCTBEHN peasaH Opoj «,
TakaB na je

c=(1-a)r+ ay.
3amcra, cxBaTajyhu OBy HejeqHAKOCT KAO jeHAYMHY CA HEOO3HATOM (V, IMAMO jeIiH-
CTBEHO DelIeme
c—x

a = .
y—x

[Ipumerumo ma
a<0 = c=1-a)r+ay<(l-a)z+azx=uzc,
0<a<l = z=1-arz+tar<(1l—a)r+ay
=c<(l-ay+tay=y,
a>1 = c=ar+(1—-a)y<ay+ (1 —a)y=y.

a<0 0<axl a>1
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ITocebuo mpumernmo ma kax a Tede onx 0 mo 1, Taura ¢ mpoIa3Um KPO3 CBE TAUKE
MHTEpBAJA [X, Y|, MOUEB ca T W 3aBPIIUB Ca Y.
Uspas ax + (1 — a)y masmBaMo auneapha Kombunayujo Tadaka x u y. Kax je
0 < a < 1, TakBy KOMOMHANIU]y HA3UBAMO KONEEKCHA KOMOUNGUUJG Tadaka T U .
KRaxg cy z = (z1,72) my = (y1,92)
IBe DA3TMYNTE TadKe Yy PaBHU, TaJa ITPO-
u3BOBHA Tauka ¢ = (C1,C) IPaBe KPO3 T
IBe TavKe MOMe JTa Ce HAIWIe Kao JNHe-
apaa koMmOmnanuja ¢ = (1 — a)z + ay, rae
je
Cth —T1  C2— 12
Y1 — 11 Yo — T
3aucra, kan je ¢; = (1 —a)x1 + oy, Taga

je
- —T
C2=~Tz+y2 2(01—I1)=$2+y2 204(?!1—%):(1—@)@ + ays,
1 — 1 Y1 — 21
(ca y1 # x1).

Kan je 0 < a < 1, xomBekcna koMmOunamuja (1 — «)x + ay mpencrasba Tadke
IOyKU unju cy kpajesn x = (x1,22) 1y = (Y1, y2).

Cax hemo nokasaTtu 1a je 3a KOHBEKCHE U KOHKaBHe ()YHKNHje OJHOC Ipaduka u
BbEerope Cevyune 3auCTa TakaB KaKO CMO TO HM3JIOKHUIA Y YBOLY, OJHOCHO TaKO heMO no-
Ka3aTH Ja cy Haarpad) KOHBEKCHe W IOIrpad KOHKaBHE ()YHKINUje KOHBEKCHU CKYIOBH.

TeEoPEMA. Hexa je f: I — R xonsercna (00n. xonkasna) gynryuje v nexa
cy x, y € I npoussonne maure u a € [0,1]. Tada saxmcu nejednarocm

fll=—a)z+ay] <1 —a)f(z) +af(y)
(00n. nejednarocm

Al —a)z+ay] > (1 —a)f(z) +af(y))

Joxas. pernocrasumo xa je x < y u y3mummo ¢ = (1 — o)z + ay, ca
c—x —c
, l—a="Y , (x<e<y).
y—z y—z
[IpernocraBumo nma je f romsekcHa (yrknuja. [I[pumemyjyhu Lagrange-oBy reopemy,
“MaMO

(1 —a)f(z)+af(y) - flo) =

o =

)(f(x) = f(0) + alf(y) — f(0)
)z =) f' (&) + aly — o)f (&)

=Lt —af @)+ S - of (&)

=L Ce—)f'(&) - f(&)] >0,
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a TOCIeNmBY U3pa3 je MO3UTUBAH, jep je
r<&§f<c<é& <y,

ma je f'(&2) = f'(&).

Ipumernmo na ¥ax je © = ¢ wim ¢ = y, HejenHakoct Takohe Baxum (csomehn
ce ma jemmakoct). Takole mejemmarkocT Baxku u y caydajy ¥y < &, Kal Ce CMEHOM
8 =1— « u 3aMeHOM yJIIOra Tadaka I ¥ i CBONM Ha CJIydaj KOju CMO HOKAa3aJju. W

Hanomena 1. Kagje 0 < a <1 (1j. < ¢ < y) u ¢yuknuja f' CTPUKTHO
pacryha, mora3aHa HejeJHAKOCT ce CBOAM HA jeJHAKOCT aKO M CaMO aKoO je & = Y.

Hanomewna 2. He npernoctasmajyhu mudepennujadunnoct, Gpyrknuja f: [ —
R, rze je I unTepBal, Kake ce Ja je KOHBEKCHa ako 3a cBakm a € [0,1] m cBake z,
y € I, BaEM HejeXHAKOCT

fll =)z + oyl < (1 —a)f(z) +af(y).

Tazna je magrpad ¢ymarumje f KOHBEKCaH CKym. 3amcTa, Heka cy (z1,y1) 4 (T2,y2)
rauke Hagrpada, tj. y1 = f(z1) u y2 > f(22), (z1, x2 € I). Taza

(I -y +ays > (1 —a)f(21) + af(z2) > f(1 - o)z + azs],
Tj. IpOM3BOBHA Tauka AyEHu [(Z1,y1), (T2,Y2)],
(1 = @)z1 + axs, (1 — a)yr + ays)

Tpumaga Haarpagdy.

Kapn je maarpad) kOHBEKCAH CKyI, Tana rOPHA HEjETHAKOCT OYUTIENHO BAKU MA,
nmakiae, f: I — R je KOHBeKCHA (YHKIUja aKO U CaMO AKO je HeH HAArpa) KOHBEKCAH
CKYIL.

Kanm je f: I — R komBekcHa (yuknuja, taga je f HempermmHa, ceM Moryhe y
kpajesuma maTepBana I. Takobe mocToje mesu u mecrm mssomu f', fi u jemmakm cy,
cem moryhe Ha Ckymy Tadyaka kKoju je majsume mpeOpojuB. OBa 3HaUajHA CBOjCTBA
Be3yjy ce 3a paxm: J. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convezes et les inégalités
entre les valeurs moyennes, Acta Math., 30, 175-193 (1906).

Jensen je mocmarpao u cunabuju ycaos (kag je o = 1/2)

f (x;y> < f(x);rf(?/)

Y3acTOMHOM IPUMEHOM OBE HEjeTHAKOCTH, CJIENH

f<x1+x2+-~-+xzv> o Sla) + flaa) + -+ flan)
N ~X N 9

kan je N = 2", Mebhyrum, ako 3aama HEjeIHAKOCT Baskm 3a N, Bakmhe um 3a N — 1.
3aucra,
r1+x2+--+axN1 1t 2x2+-+ TN+ Y
N-1 B N ’
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T +To+ -+ TN

Kal je y = N1 , Ia he butn
flxy) + flxa) + -+ flan-—1) + f(y)
oy < LS - S 0}
e Fn) + F) +o + flaw)
Tr1)+ f(x2) + -+ SN2
< .
fly) < N1
Iagme, N moxe 6utu 6mimo koju mpupoxau 6poj Behu ox 1.
3al—a= N o= % panmoHaJHe, IMAMO Takohe

fll—a)z+ay] < (1 —a)f(z) +af(y),

ma, ciaduju yCJaIOB mMOBIAYM NE0 jader kan je a € Q.

3a HemperumHy (yHENUjy f, KaKO TO JaKO BHAWMO, CIeAu na Cy oba yCiIoBa
eKBUBAJICHTHI (a TO caemu u Kaj je f omosro orpammuena (Jensen), mepmusa (H.
Blumberg, Trans. Amer. Math. Soc., 20, (1919)) uau vak ako uMa MepbUBY Majo-
paraty (W. Sierpinski, Fund. Math. 5 (1924))).

[Ipumepn ¢yHEIUja KOje 3a00BOBABAjY CIA0OWjUI U HE 33T0BOJBABAJY jaud yCIOB
Mopajy Omtm Bpio ,HekoHcTpykTuBHE“. OHE ce 3amajy kopumhemem Tk3B. Hamel-
ose Gase 3a ckyn peannnx 6pojesa R (G. Hamel, Math. Annalen, 60 (1905)).

4. IIpumepn.

1. ®ymrumja f: (0,4+00) — R, mara ca f(z) = 2%, uma apyru u3sog f''(z) =
ala —1)r%"2, ma je 3a
(1) a € (—00,0] U [1,+00), £ > 0;
(1) ae 0,1, £ <0,

Tj. Y IPBOM CJIy¥ajy (PyHKNHja je KOHBEKCHA, & ¥ APYTLOM KOHKABHA. Y CJIyYajeBUMA
a=0wuna=1, f je nuneapua (yHKI¥]a U UCTOBPEMEHO je KOHBEKCHA U KOHKABHA (&
KODECIOHIEHTHE HEjeJHAKOCTH Ce TaJa CBOLE HA jeJIHAKOCTH).
Kap je a € [0, 1], mmahiemo 3a cBako x > 0 u y > 0, cueznelie mejegmarocrTu:
(1) 3a a>1,
[(1— )z +ay)” < (1 — @)z + ay”,

(2)3a0<a<l,
(1= ) +ag® > (1 - a)z + ay?,

(3) 3a a <0,
[(1— a)z + ay]® < (1 — a)a® +ay®.

Ysumajyhu a = —k, (k > 0), mobujamo

1 < (1 ) 1 n 1
— < (l—a)—= +a—,
[(1—a)z+ ay]* xk yk
OIHOCHO
k, k
(4) (1 - )z +ayl* > ———

(1 —a)y* + azk’
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Taxo, kax je @ > 1, mMaMO TBOCTPYKY HEjeIHAKOCT

Y <[ -a)etaylt < (1- )" +ay®

_ —a)r +« —a)x® + ay”.
Aoy v o S yl* < y

Yrmyuayjyhu u cayuaj a = 1, u3 3aame HejeQHAKOCTH CJIEIu IPONEHA MPOU3BOLA IBE
KOHBEKCHE KOMOWHANZje ca Pa3MemeHnM yJIOoraMa Tadaka T u Y,

(1-a)z+ay]-[(1 -a)y +az] >y

(a mTO ce MOkKe W elIeMEHTApHUje MOKa3aTh mocMarpajyiu KBaIpaTHy (yHKOUjY 1O
(v, HA JIEBOj CTPAHU OBE HEjeJHAKOCTH).
U3 mejemnakoctu (2), 3a a = 1/2, mmamo

(x;y> >x ;ry , (0<a<).

Jz+y VI + /Y
2 7 2 ’

Ksampupajyhu oBy mejemmaroct, nocie cpehuBama mobmjaMo mMO3HATY €JIE€MEHTAPHY
Heje THAKOCT

Kazx je a =1/2, duhe

Tty
5 = \/ry
(omHOC apuTMETHYKe U TeOMEeTPHUjCKe CpeauHe aBa Gpoja).

Oyurnuja f(r) = 2% je3aa # 1 ua # 0 CTPUKTHO KOHBEKCHA, OJHOCHO KOHKABHA,
3aBUCHO OJ BpeJHOCTH mapamerpa a. Ako je 0 < o < 1, y mejemgaroctuma (1), (2) u
(3) jaBma ce 3HAK jeIHAKOCTH caMO Kaj je x = y. Ta YMmeHuna MOKe 13 HAM CIYKA
3a oxpebhuBame Hajsehe u HajMame BpeqaOCTH, KaKkO hemo To y ciaemnehum npumepuma
UHTEPIPETUPATH.

IIpermocTaBumMo ma je 30mp MO3MTUBHUX OpPOjeBa T M Y KOHCTAHTAH, Tj. IPETIO-
craBuMoO 1a je x +y = s. Tama je, Ha OCHOBY HEjeIHAKOCTH O OIHOCY APUTMETUIKE
7 TEeOMETPHUjCKe CPeIuHe

M

s
x(s—z) < T
Taxo je dpyrrnmja
o) =z(s — )

0JI03T0 OTPAHUYEHA Ca 32/4 U TOCTIKE Ty BPENHOCT Kajl je £ = 8 — &, Tj. = §/2.

leomeTpujckm, OBy YNHEHNNY WHTEPIPETHPAMO TAKO IITO OX IPABOYTaOHUKA Ta-
Tor obuma 2s, majseliy nospmuny uma xBagpar crpame s/2.

Kan je 3a mosutusme OpojeBe T M Y IPOU3BOL T Y = P KOHCTAHTAH, Ha OCHOBY
uCTe HejeTHAKOCTH CIeNn

T+ = =2/,

1j. pynrnuja P(z) = x+ p y3uMa HajMamy BPeAHOCT 2,/p, Kam je v = B, Tj. T = /P
x x
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Heka cy a u b nosutusue koucrante u k # 1 u k # 0. [locmaTpajmo (pyHEIHjY

k
_ k_ k a b
f(x) = (ax +b)" = (a+0b) <a+bx+—a+b> , (x>0).
Yaumajyhe y = 1 —L 1-— -4 a k > 1, ummahemo
3 .]y y_ 7a_a_+_b7 a_a+b73 ’

ka+
a+b a+b

(az +b)" < (a+0b)" { ] = (a+b)*(az® +b),

OJHOCHO ( o
ax + b)" b1
—— <K .
ark +b = (a+b)
Tako ¢pymrnmja
(az + b)*
= >
)= w20)

» Jlim p(e) = ab
orpammdena u 3a k > 1 ysuma majsehy Bpemmoct (a + b)*~!, 3a 2 = 1.

Cmmamo, kan je 0 < k < 1, pymknmja ¢ y3uma majuamy spemmoct (a + b)F~1)
kax je ¢ = 1.

je mempexnmma, p(0) = bF! , 3a k > 0. Taxo je oBa ¢yEEmmja

2. ®ymxmmja y = Inx je komkasma, jep je ¥y’ = —1/2%2 < 0. 3a a € [0,1], z > 0
u y > 0, BaXKU HejeTHAKOCT

Injf(l-a)z+ay] > (1—a)lnz+alny.

Amrumorapurmyjyhu, nmahemo

(5) 7'y < (1-a)a +ay.
Kamxje 0 < a < 1, cmeroMm u = 21 7%, v = y®, HejemEakocT mocraje

1 1

w-v<(I—a)u' ™ +av®

1 . .
= p, — = ¢, IPETXOJHA HEjeTHAKOCT MOCTaje
«

Ca o3marama 1

1 1
(6) w-v —ul + =0l
p q

1 1
cap>1l,g>1lm -+ —-=1.
p q

Kopucrehn mejenmakocr (6), ussomumo ciaenelly 3mauajoy Kiacuuny HejegHAKO-
CT.

Hejemuakoct Hoélder-a (O. Holder, Nachrichten (1889).) Hexa je p > 1,
g>lu—4+—=1uneka cyx1, ---, Tn; Y1, - -- , Yn HU30BU NOZUMUSHUT OPOjeBa.

Tada eaxcu nejednarocm

x1y1+...+xnyn< {xll)_‘_...+xz}1/p{yf+...+yz}1/q.
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Joxas. Hexa je X = {2f + - +22}1/7 YV = {y? + .- + y2}/9, ¥3umajyhin

u="21 =Y y mejenmakoctu (6), mobujamo
X’ Y ’
vy 1 28 1 gyl .
- = 2 (i=1,...,n).
Xy Sy Xt ve U n)
Cyumumpajyhu oBe HejemnakocTu, mobuhemo
1 Py P 1 g4 ... q 1 1
LI DAy Lt 2 L
XY XY “op Xr q Y P q

OJaKiIe je
r1y1 + -+ Tpyn < XY,

mTo je m Tpeabio MOKa3aTH.
He mpernocrasmajyhu ma cy HH30BY 1, ..., Ty A Y1, ..., Yn CA TO3UTUBHAM
ynanoBuma, Holder-oBa HejemmakocT uma ciaemehy memrTo ommrTujy Gopmy

o191+ o+ @yl < {Jonl? 4+ Ll PP 7+

Hanowmena. 3a Bexrope = (T1,...,Zn) B Y = (Y1,...,Yn), CKAIAPHA HIPOM3-
BOJX ce Je(uHUIIEe Ca
(z,y) =191 + -+ + Tnn,

a HOpMa ([IysKuHA) ca

lzll = V{w,0) = {af + - + 2}V
Kan je p =2, ¢ = 2, Holder-oBa nejemnakoct ce comu ma Cauchy-eBy
eyn + - aayn] <{af o+ 2R Py gy
WM, 3a0uCyjynu y BEKTOPCKUM TEePMUHUIMA,

[z, ) < llzll - Nyl

IIa TakKo HOKA3yjeMO Ja je CKAIapHU IPOM3BOL IBA 7i-INMEH3MOHA BEKTODA jeJHAK N
MambU OJ IPOU3BOJAA BUXOBUX ayxkuHa (HopMmu). Cremehy BaxkHy KIacuuHy HejemHa-
koct m3Bemhemo caysxkehu ce mejemqnaxomhy Holder-a.

Hejemuaxkoct Munkosckor (H. Minkowski) Hexa je p > 1. Axo ¢y x1, - ..,
Tn UYL, - 5 Yn HU308U NOFUMUBHUT OPOjeBa, Mada 8aHCU KEJEORAKOCT

{(@+ g+ 4 (@ +y)P PP <l 2l P {4y

Zoxas. 30up
S=(x1+y)’ 4+ (2 +yn)’
HANWIIAMO KaO

S=xi(x1+y)P "+ Fra (@ Fy) P (e Ay Ay, Fyn)P T
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ma HA OBa ABa 30mpa mpomsBoxa mpumenumo Holder-oBy mejemmakoct
S<{al 4+ 2l PP +y) P e (g 4 ya) 7T

+{uf 4 P )P () PTDTR,

1 1
rze je crameno — = 1 — —. Kaxo je (p — 1)g = p, mecma crpama mva gaxrop S/,
p

kojuMm menehu mobumjamo

1-1
STl k2P gl R
. . .. 1 1
mTo je HejenmakocT MunkoBCKOT, jep je 1 — — = —.
p
Kagcy 1, ..., Zpuy1, ..., Y, IPOU3BOJBHEA HU30BH, npuMenyjyhin |z; +y;|P <

(|z;| + |y:|)?, mmamo u cnenehy ommrmjy Gopmy OBe HejeTHAROCTH
{lev g1+ fon + gl P <l P Y24 [P |1
Kax je p = 2, oBa HejemHaKOCT mUCaHA y BEKTOPCKAM TepMuUHHMA, Ouhie

lz + yll < llzll + [yl

Tj. HOpMa 30mpa ABa N-AUMEH3MOHA BEKTOPA jeNHAKA je WM Mama OX 30Mpa HUXOBUX
HODMU.

3. Ussemhiemo u mupextru (Tj. Ges kopumhema Holder-ose mejeanakoctu) n0ka3
HejeqaaxocT MUHKOBCKOT.
Hexa je

foal o+ Ll = Xl o P} = Y.
Tana, moskemo npernocrasutu X # 0 u Y # 0. Buhe

Yolwi+wl? Y (wl + )P Xz Vo wl\’
(X +Y)P S (X +Y)r _Z< " )

X+Y X X+4Y VY
Y
X+Y’

T; P 7:P
< Z {(1 - a)|X—L + a@—l}} (rme cmo yzemm o =

X .
l1—a= X1V u Kopucrunu KouBekcHocr (yuknuje f(z) = a?)
_ ol o lwal” _ _
=(1-a) 7 +a Ve =1l-a)+a=1,

Tj.

1/p
{Z|xl+yl|p} <X+Y.
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4. Hexa je f:[0,400) — R xonsexcra gynkyuja, a x1, ..., Tn HU3 NOFU-
musnuz bpojesa. Tada eancu wejednarocm

f(x1)++f(xn) gf(x1++xn)+(n_1)f(0)
(M. Petrovié¢, Publ. Math. 1 (1932)).
3a a; = %, s=x1+ - -+ a,, buhe z;, = (1 — ;) -0+ a; - s. Ilpumenyjyhn

OCHOBHY HeEjeIHAKOCT, IMaMO

flzi) A=) f(0) +aif(s) (i=1,...,n),

na cabupajyhu, nobujamo
fx) + -+ flazn) < (n=1)f(0) + f(s).

(macrasuhie ce)

OBABEIIITEIHE

OCHUBAIBE CABE3A TPYHIITABA
MATEMATNYAPA JYTOCJIABNJE

Y Beorpany je 27.05.1994. roquue ogp:kana ocHuBauka ckynmTura Casesa apy-
mTaBa Maremarmdapa Jyrocnasumje. omera je omayka o dgopmumpamy Casesa koju
ypnie [IpymrBo matemarnuapa Cpbuje u JpymTBo MaTemaTnyapa u ¢uzndapa lpue
T'ope. Cape3s he HacTaBUTH AEIATHOCTH KOje je y 00IaCTH MATEMATHKE U PAIYHAPCTBA
Bpmuo CaBe3 gpymrasa maremarniapa, pusmuapa u actporoma CPP Jyrocuasuje.

3a mpexncenuura Cape3a m3abpas je npod. np Baagmvup Muhuh, a 3a remepai-
mor cekperapa ap Cmobomamka Jamkouh. Octanm umamoBu V3spmmor oxbopa cy
npod. np 3opan Kameabypr (upencemmur IIpymrsa maremarudapa Cpbuje), mpod.
1p Panoje Tienanosuh (3amenuk npexncennnka Ipymrsa MaremaTudapa u uznda-
pa Ilpue Tope), upo¢. np Becenun Ilepuli (upencenuux Kommcuje 3a mayunum pan),
npod. xp Munocas Mapjanosuh (mpencemunk Komucuje 3a macrasy) u np Page o-
pocuoBauku (npencenuuk Komumcumje 3a Miame MareMaTudaape).

IIpenyseru cy xopamu ma ce obmoBu yuemhe Casesa y pany VaTepHanuonatme
MaTeMaTW4Ke yHEHje. Y Be3um ¢ TUM Hamr mpexctaBHuk np Becemwmn Ilepuh ywectBoBao
je v pany 12. 'emepanue ckymmTure Y HHEje, Koja je omp:kana y Jlymepuy 31. jyna u
1. aBrycra 1994. ronuge.



