
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dr Vesna Jevremovi�

ZADACI IZ PLANIMETRIJE

U okviru priprema za polaga�e prijemnog ispita iz matematike za upis na
fakultet koje se odr�avaju na Gra�evinskom fakultetu u Beogradu� nekoliko
qasova je posve�eno zadacima iz planimetrije� Zadaci su formulisani sa po�
nu�enim odgovorima� s obzirom da takvu formu imaju i zadaci na prijemnom
ispitu�

�� Date su paralelne prave p� q i r� pri qemu je rastoja�e pravih p i q
jednako �� a rastoja�e pravih q i r jednako 	� Pri tome je prava q izme�u pravih
p i r� Neka je ABCD kvadrat qija su temena A� B i C redom na pravim p� q
i r� Stranica kvadrata je


a�
p
��� b� 
� v�

p
��� g�

p
���

�� Dat je jednakokraki trougao osnovice �� Proizvo�ni pravougaonik koji
je upisan u taj trougao tako da je jedna stranica pravougaonika na osnovici
trougla� a ostala dva temena na kracima trougla� ima konstantan obim� Visina
koja odgovara osnovici takvog trougla jednaka je


a� �� b� �� v� 
� g� ��

�� Date su taqke P � Q� R i X� Taqka X se simetriqno preslika u odnosu
na P u taqku A� taqka A se simetriqno preslika u odnosu na Q u taqku B� taqka
B se simetriqno preslika u odnosu na taqku R u taqku C� Sa taqkom C se ceo
postupak ponovi� Tako se dobija


a� sredixte du�i AB� b� te�ixte trougla ABC� v� taqka X� g� sredixte
du�i AX�

�� Dat je jednakostraniqni trougao ABC stranice �� Taqka D je u ravni
trougla ABC� Najve�a mogu�a vrednost zbira rastoja�a taqaka B i C od prave
AD je


a� ���� b�
p
�� v�

p
�� g� ��

�� Visina jednakostraniqnog trougla ABC jednaka je �� Neka je D pro�
izvo�na taqka du�i AB� Koliko ima kru�nica polupreqnika � koje dodiruju
pravu CD i kru�nicu opisanu oko trougla ABC�

a� �� b� 
� v� �� g� ��

�� Koliko postoji kru�nica koje su jednako uda�ene od temena datog romba
za koji je oxtar ugao na osnovici jednak ����

a� beskonaqno mnogo� b� 	� v� 
� g� ��



�� V� Jevremovi�

	� Dat je jednakostraniqni trougao ABC stranice a i oko �ega je opisana
kru�nica� Neka je taqka D proizvo�na taqka na ma�em luku AB� Vrednost
AD �BD � CD je


a� konstantna� b� najve�a ako je D sredixte luka AB� v� najma�a ako je
D 	 A ili D 	 B� g� a tg�DAB�


� Kakvim se podudarnim qetvorouglima mo�e prekriti ravan


a� samo pravougaonicima� b� samo rombovima� v� paralelogramima ili
trapezima� g� konveksnim qetvorouglima proizvo�nog oblika�

�� Centar O kru�nice opisane oko trougla ABC se preslikava simetriqno
stranicama trougla u taqke M � N i P � U trouglu MNP prava MO sadr�i

a� visinu trouglaMNP � b� te�ixnu liniju trouglaMNP � v� simetralu
ugla trougla MNP � g� nijednu od tih linija�

��� Taqke M � N � P i Q su centri kvadrata konstruisanih nad stranicama
paralelograma ABCD u �egovoj spo�ax�oj oblasti� Qetvorougao MNPQ je


a� romb� b� trapez� v� kvadrat� g� pravougaonik�

��� Iz taqke P van kru�nice qiji je centar taqka O povuqene su prave koje
seku kru�nicu� Skup sredixta pri tom dobijenih tetiva je


a� luk kru�nice� b� luk elipse� v� luk parabole� g� luk hiperbole�

��� TaqkaM je u unutrax�oj oblasti raznostranog trougla ABC� ali nije
na nekoj od te�ixnih linija tog trougla� TaqkaM se kre�e paralelno stranici
BC dok ne dodirne stranicu AC� zatim se kre�e paralelno AB dok ne dodirne
BC� a onda paralelno AC dok ne dodirne AB itd� Pri tom kreta�u taqka �e
kroz poqetni polo�aj pro�i


a� u petom koraku� b� u sedmom koraku� v� u devetom koraku� g� nikada�

��� U oxtrouglom trouglu taqka O je ortocentar� Kru�nice opisane oko
trouglova OAB� OAC i OBC imaju


a� jednake polupreqnike� b� jednake polupreqnike samo ako je trougao jedna�
kostraniqni� v� polupreqnike koji se odnose kao odgovaraju�e stranice trougla�
g� polupreqnike koji se odnose kao kosinusi odgovaraju�ih uglova�

��� Konveksan ���tougao se mo�e razrezati na paralelograme


a� ako je pravilan� b� nikad� v� ako ima par paralelnih stranica� g� ako
ima dva para paralelnih stranica�

��� Dat je paralelogram ABCD i taqka P na AD tako da je AP 	 �

�
AD�

Neka je R presek dijagonale AC i prave BP � Ako je povrxina ABCD jednaka
S� tada je povrxina APR jednaka


a� S�
�� b� S�

� v� S���� g� S����

��� Ortocentar H trougla ABC simetriqno je preslikan u odnosu na sve
stranice trougla� Tako dobijeni trougao i dati trougao imaju zajedniqki


a� ortocentar� b� centar opisane kru�nice� v� centar upisane kru�nice�
g� te�ixte�
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�	� Te�ixne linije koje odgovaraju katetama u pravouglom trouglu su je�
dnake � i 
� Hipotenuza tog trougla je


a�
p
��� b� 	� v� �� g� nijedan od datih brojeva�

�
� Dat je trougao ABC i proizvo�ne taqke X � BC� Y � AC i Z � AB�
Sredixta du�i AX� BY i CZ


a� pripadaju jednoj pravoj� b� ne pripadaju nijednoj pravoj� v� poklapaju
se� g� su bli�a temenu koje je naspram najdu�e stranice trougla nego ostalim
temenima�

��� U konveksnom xestouglu ABCDEF taqke U � V � W � X� Y i Z su redom
sredixta stranica� Trouglovi UWY i V XZ imaju zajedniqko te�ixte


a� samo ako je xestougao pravilan� b� uvek� v� nikad� g� ako su naspramne
stranice xestougla paralelne�

��� Dat je jednakostranixni trougao ABC� Taqka P je u ravni trougla i
CP je paralelno AB� Kru�nica sa centrom u taqki P koja dodiruje pravu AB
seqe prave CA i CB redom u taqkama M i N � Ugao MPN je


a� konstantan i ve�i od ���� b� konstantan i jednak ���� v� konstantan i
jednak 
��� g� konstantan i ma�i od 
���

Rezultati
 uputstva i rexe�a

�� Taqan odgovor je g��

Rexe�e� Neka je ABCD kvadrat koji zadovo�ava uslove zadatka �vidi sli�
ku�� Neka je d prava koja sadr�i D i paralelna je datim pravim� Neka je E
presek d i BC� a F presek q i AD� Neka je s prava koja sadr�i taqku C i
normalna je na date prave i neka su U i V preseci te prave i pravih q i d�
Na osnovu podudarnosti trouglova ABF i CDE zak�uqujemo da je rastoja�e
pravih d i r jednako rastoja�u pravih p i q� Na osnovu podudarnosti trouglova
CBU i DV C dobijamo da je BU 	 CV � pa je BC� 	 BU� � UC� 	 ���

Sl� uz zadatak � Sl� uz zadatak �

�� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Neka je MNPQ jedan pravougaonik upisan u dati trougao� Du�
�ine stranica tog pravougaonika su MN 	 x i NP 	 y� Po uslovu zadatka je
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x�y 	 const� Iz pravouglog trougla PNB �v� sliku� nalazimo y 	 �

�
�c�x
 tg ��

c 	 AB� Znaqi da je

x�
�

�
�c� x
 tg � 	 const�

Odatle nalazimo tg� 	 �� pa je CH 	
AB

�
tg � 	 ��

�� Taqan odgovor je v��

Rexe�e� Neka su D� E i F taqke koje se dobijaju u nastavku postupka� Kako
je kompozicija dve centralne simetrija translacija� dobijamo da je �v� sliku�

���
XB 	 �

��
PQ�

��
BD 	 �

��
RP i

��
DF 	 �

��
QR�

Odatle je ���
XF 	

���
XB �

��
BD �

��
DF 	 �

��
PQ� �

��
RP � �

��
QR 	

��
� �

xto znaqi da je F 	 X�

Sl� uz zadatak � Sl� uz zadatak �

�� Taqan odgovor je v��

Rexe�e� Neka su B� i C � podno�ja normala iz B i C na pravu AD i neka
je �DAB 	 �� Tada je �B�BA 	 ��� � �� Da�e je

BB� � CC � 	 cos���� � �
 � sin��

Ekstremna vrednost ove funkcije posti�e se za � 	 ��� i jednaka je
p
�� �Ski�

cirajte sliku��

�� Taqan odgovor je v��

Rexe�e� Centar neke kru�nice koja zadovo�ava uslove zadatka nalazi se na
pravoj koja je paralelna pravoj CD i na rastoja�u � od �e� a tako�e se nalazi
na kru�nici koja je koncentriqna kru�nici opisanoj oko trougla ABC� a �en
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polupreqnik je za � ve�i ili za � ma�i od polupreqnika kru�nice opisane oko
trougla ABC� Prema datim podacima� bez obzira na polo�aj D� postoji xest
kru�nica sa navedenim svojstvom� Videti sliku�

�� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Oko datog romba se ne mo�e opisati kru�nica� tako da odgovor
ne mo�e biti a�� Skup temena mo�emo na vixe naqina podeliti na podskupove�
Izdvojimo temena A� B i D i neka je k kru�nica opisana oko tog trougla� Taqke
A� B i D su jednako uda�ene od bilo koje kru�nice koncentriqne kru�nici k�
Me�u tim kru�nicama je i ona koja je jednako uda�ena od sva qetiri temena
romba �v� sliku�� Slede�u kru�nicu koja zadovo�ava uslove zadatka nalazimo
u skupu kru�nica koje su koncentriqne kru�nici opisanoj oko trougla ABC�
Analogno� pri posmatra�u trouglova ACD i BCD nalazimo jox dve kru�nice�
Podela na A� B i C� D� kao i podela na A� D i B� C ne daju nijedno novo rexe�e�
Me�utim� kad temena podelimo na A� C i B� D imamo jox tri kru�nice koje
zadovo�avaju uslove zadatka �v� sliku��

Slike uz zadatak �

	� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Neka je M � DC i DM 	 BM � Trougao BMD je jednakostra�
niqni� a trouglovi BMC i BDA su podudarni� pa je DB � DA � DC 	 ��
Skicirajte sliku�


� Taqan odgovor je g��

Rexe�e� Jasno je da je mogu�e prekriti ravan pravougaonicima� paralelo�
gramima� trapezima� a da je mogu�e i proizvo�nim podudarnim qetvorouglovima
pokazuje slika�

�� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Imamo da je� vidi sliku� NP k Y Z k CB� a kako je OM � CB�
zak�uqujemo da je OM �MP �
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Sl� uz zadatak � Sl� uz zadatak 	

��� Taqan odgovor je v��

Rexe�e� Neka je M centar kvadrata nad AD� N centar kvadrata nad AB
i P centar kvadrata nad BC� Trouglovi AMN i BPN su podudarni� pa je
MN 	 NP � Kako je AN � NB i �ANM 	 �BNP � sledi da je MN � NP �
Skicirajte sliku�

��� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Neka je M sredixte jedne tetive� Tada je �MPO 	 ���� pa se
taqka M nalazi na kru�nici qiji je preqnik PO�

��� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Poxto je NP k RS k AB� ST k PQ k AC i RQ k MN k BC
zak�uqujemo da su trouglovi CNP � RAQ i STB podudarni� Stoga �e prava
koja sadr�i taqku T i paralelna je BC sadr�ati i taqkeM i N �videti sliku��

Sl� uz zadatak �� Sl� uz zadatak ��

��� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Dokaza�emo da je polupreqnik kru�nice opisane oko trougla AOB
jednak polupreqniku kru�nice opisane oko trougla ABC� Neka je S centar
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kru�nice opisane oko trougla ABC i neka suM i N sredixta AB i OB �videti
sliku�� a P centar kru�nice opisane oko trougla AOB� Imamo da je �PSB 	 ��
a da je �SPB 	 �SPN � �NPB 	 ���� � �
 � ���� � �
 	 �� Trougao PSB
je jednakokraki� pa je PB 	 BS� Analogno va�i za polupreqnike kru�nica
opisanih oko trouglova AOC i BOC�

��� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Ako bi bilo mogu�e razrezati mnogougao na paralelograme� za
svaku stranicu mnogougla morala bi postojati stranica koja joj je paralelna�
xto znaqi da bi mnogougao imao paran broj stranica�

��� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Visina tog trougla jednaka je jednoj petini visine paralelograma�
Skicirajte sliku i doka�ite ovo tvr�e�e na osnovu sliqnosti trouglova APR
i CRB�

��� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Neka je D taqka simetriqna taqki H u odnosu na BC� Kako je
�CAD 	 �CBD� zak�uqujemo da se taqka D nalazi na kru�nici opisanoj oko
trougla ABC�

�	� Taqan odgovor je a��

Rexe�e� Neka su a i b katete datog trougla� Primenom Pitagorine teo�
reme na pravougle trouglove qije su hipotenuze te�ixne linije datog trougla
dobijamo


a��
 � b� 	 ��� b��
 � a� 	 
��

Odatle je a� � b� 	 ���

�
� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Neka su M � N i P sredixta stranica datog trougla� Sredixta
du�i AX� BY i CZ su na razliqitim stranicama trougla MNP � pa ne mo�e
postojati prava kojoj te taqke pripadaju�

��� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Neka je O proizvo�na taqka� a T te�ixte trougla UWY � Tada je

��
OT 	

�

�
�
��
OU �

���
OW �

��
OY 


	
�

�

�
�

�
�
��
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��
OB
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�

�
�
��
OC �

��
OD
 �

�

�
�
��
OE �

��
OF 
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�
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OD �

��
OE �

��
OF 
�

Isti rezultat dobijamo i za
��
OS� gde je S te�ixte trougla V XZ� pa se taqke T

i S poklapaju�

��� Taqan odgovor je b��

Rexe�e� Neka su taqke M � i N � centralno simetriqne taqkama M i N u
odnosu na taqku C� Taqke M � i N � su na datoj kru�nici� pa je �N �PM � jednak
tra�enom uglu� Kako je �N �NM � 	 ���� to je �N �PM � 	 ���� Skicirajte
sliku�


