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MATEMATIKA ZA UQITE�E �

U proxlom prilogu o matematici u mla�im razredima osnovne xkole pisali
smo o rimskim brojevima�� �e�a nam je bila da uqite�u pru�imo xto vixe
novijih qi�enica koje treba da o�ive qas matematike i uqine ga bogatijim�
zanim�ivijim� Sada� u ovom novom prilogu �drugi �egov deo 	e biti objav�en u
narednom broju ovog qasopisa
 imamo isti ci� i �e�u sa operacijom mno�e�a�

GRAMATEUSOVE DIJAGONALE

Englez Otred �W� Oughtred� ��������	
� poznat u istoriji matematike po
pronalasku kinematiqkog raqunara � logaritmara �xibera
� u svom delu K�uq
matematike iz �
��� godine �Clavis mathematicae
 za operaciju mno�e�a kori�
sti znak � i pixe a� b� xto znaqi da broj a treba pomno�iti brojem b� recimo

� ��� Ovo je bilo i prvo pojav�iva�e znaka � u matematiqkoj literaturi�

U istoriji matematike bilo je veliko pita�e� kako je Otred doxao do ovog
znaka za mno�e�e� Postoje dva tumaqe�a i mi 	emo ih ovde izlo�iti� Naxa
analiza znaka za mno�e�e veoma je zanim�iva i uqite�u mo�e poslu�iti da
od prvih qasova� kada mno�e�e poqi�e da saopxtava �acima� probudi veliko
interesova�e i otkrije lepotu qina saznava�a novih istina�

PRVO� � U skupu prirodnih brojeva N operacija mno�e�a �N��� mo�e
se definisati operacijom sabira�a

��� a� b 
 a� a� a� � � �� a
� �z �

b puta

�

Relativno� ova je definicija svakom qoveku od rana poznata i nekako� prirodna
je� Utvrdili smo kod �udi da na pita�e� xta znaqi pomno�iti brojeve � i ��
uvek se dobija odgovor da to znaqi ��na tri mesta po dva�� Dakako da je ovo
uistinu direktna primena definicije ��
�

Znaqi� me�u operacijama mno�e�a i sabira�a postoji uzajamna veza� te nije
sluqajno da se one u ranijoj literaturi nazivaju zajedniqkim imenom direktne
operacije� Da bi korisnik matematiqkog pisma imao uvek na umu pomenutu
uzroqnu vezu me�u ovim operacijama� Otred je od znaka za sabira�e � naqinio
znak za mno�e�e � korix	e�em principa polumetafore�� Naime� on je znak za
sabira�e � rotirao za ugao od ��� i dobio nov polo�aj ovog znaka u obliku ��

�D� Trifunovi�� Matematika za uqite�e� Nastava matematike XXXVIII� ���� �����
�Princip polumetafore u semiotici matematike veoma je prisutan� Znak za integral

u obliku ��labudovog vrata	 nastao je primenom polumetafore na latinsko slovo S u qinu
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Znaqi� znak za sabira�e zadr�ao je svoj oblik� ali je dobio drugaqiji polo�aj�
te je time Otred iskazao nov znak za operaciju mno�e�a�

Ovu qi�enicu ��
 kod mno�e�a maksimalno iskoristiti u nastavi� Xta to
zanqi� To znaqi da pored propisanog metodiqkog zahteva da se tablica mno�e�a
osvaja posredstvom distributivnog zakona

��� a� �b� �� 
 a� b� a� � 
 a� b� a�

mo�e da koristi i ��sukcesivno� sabira�e ��
� Recimo� kod sluqaja �� � pored
tumaqe�a da je

�� � 
 �� �� � �� 
 �� � � �� � 
 �� � � � 
 �� � � 
 �
�

jer se zna od ranije da je �� � 
 �� i �� � 
 �� iskoristiti i definiciju ��
�
te je

��� �� � 
 � � � � � � ��

Dakako� ovde ne treba insistirati na va�e�u asocijativnog zakona u strukturi
�N��� da bi se zbir ��
 mogao odrediti� jer uqenik intuitivno ose	a kako treba
odrediti pomenuti zbir�

Ovim tumaqe�em nastanka znaka za operaciju mno�e�a dolazi se do svojstva
da je mno�e�e specijalni sluqaj sabira�a� Ovo je veliki podatak u nastavi
matematike na kojem se treba posebno zadr�ati i pri tome ukazati na najsa�
vremeniji podatak� Danas savremeni raqunari� qije su brzine u izvrxava�u
operacija neshvat�ivo velike� ne znaju mno�iti� ve	 samo sabirati� Na ulazu
u raqunar �tastatura
 postoji dugme � naredba sa oznakom � za mno�e�e� To
je taqno i recimo za proizvod 
� � izlazi rezultat �
� Ali� pri realizaciji
ove operacije raqunar se koristi definicijom ��
� odnosno mno�e�e svodi na
��sukcesivno� sabira�e� To korisnik raqunara spo�a ne vidi� ali je nu�no da
poznaje xta se zbiva u aritmetiqkom ure�aju pri operaciji mno�e�a��

Kada ve	 pomi�emo raqunar i mo	 polumetafore u matematiqkoj semiotici
da bi znak izazvao asocijaciju na suxtinu i nastanak samog znaka� navedimo i
sluqaj operacije de�e�a� Na tastaturama svih raqunskih maxina de�e�e je
oznaqeno znakom �� Pogrexno je misliti da je ova crta razlomaqka crta� Ovaj
znak je polumetaforom nastao od znaka za oduzima�e � i znaka za de�e�e � u
qinu �ihovog spaja�a� Jer� de�e�e se mo�e definisati operacijom oduzima�a�
a xto je bitno u analizi operacije� Recimo� sluqaj �� � � 
 �� jer je broj � pet
puta uzastopno oduziman� odnosno

�� � � 
 � �� ��� � 
 ��� ��� � 
 �� �� � 
 �� �� � 
 �� �� � 
 	�

��isteza
a	� znak za relacije ��ve�e od	� ili ��ma
e od	� nastao je primenom polumetafore na
znak za relaciju jednakosti �� tako xto je kraj znaka jednakosti ��pritisnut	 i spojen sa jedne
strane� znak za egzistencijalni kvantifikator � nastao je ��obrta
em	 velikog slova E za ����

itd� O polumetafori u matematiqkom pismu pogledati k
igu S� Markus� Matematiqka
poetika� Beograd �
���

�Po�e�no je da uqite�� bez usteza
a� na qas donese bilo koji raqunar ��epni� sred
i
i sl� i da deca vide na tastaturi znak za mno�e
e i liqno urade neke najjednostavnije
proizvode� Mix�e
a smo da je u ovom trenutku prisustvo raqunara bitno� Ne obazirati se
na prigovor da za decu na tom uzrastu nije po�e�an raqunar� U ovoj prilici raqunar slu�i
samo kao vizuelni dokaz o postoja
u znaka �� a ne da se on uvede u nastavu matematike�
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Znak za mno�e�e � izgubio se u osnovnoj nastavi matematike� To je velika
xteta iz napred navedenih saznajnih qi�enica� Prema naxim zna�ima� ovim
qinom uqite�u je oduzeto pravo blago iz ruku da razvije ��priqu o mno�e�u�� a
data mu je taqka potpuno beznaqajna bez korena i podstreka� Znak za mno�e�e �
treba vratiti uqite�ima koji 	e ga veoma dobro iskoristiti u nastavi tablice
mno�e�a i dr�

Koliko je poznato� danas je znak � u matematiqkom pismu zadr�an samo kod

vektorskog proizvoda �a��b� proizvoda dva skupa A�B i obele�ava�u formata
matrice n�m�

DRUGO� � Tumaqe�e nastanka znaka za mno�e�e � u direktnoj je vezi
sa shemom� algoritmom za izvrxava�e ove operacije� Kako je u prvo vreme kada
je pozicioni dekadni zapis broja ovladao naxom civilizacijom bilo veoma te�
xko obav�ati operaciju mno�e�a� Gramateus �Gramateus
 je ����� godine uveo
shematizovan postupak za mno�e�e� Naime� ako treba dva prirodna broja a� b
�a� b � �	
 pomno�iti� tada postupiti po shemi

a �	� a
b �	� b

Razlike po dijagonalama su jednake� odnosno

a� ��	� b� 
 b� ��	� a��

a to je cifra desetnog mesta a�b��	� Cifra mesta jedinica dobija se mno�e�em
komplemenata� tj� ��	� a���	� b�� Znaqi�

a� b 
 �	�a� b� �	� � ��	� a���	� b��

Poka�imo ovo Gramateusovo pravilo na primerima � � 
� � � �� � � � i � � 
�
Imamo da je
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Ove dijagonale u Gramateusovom postupku koje su povezale qinioce sa �i�
hovim komplementima� direktno su uticale da operacija mno�e�e dobije znak
�� U ovo veruju mnogi istoriqari matematike� pa i pisac ovih redova� Sva�
kako da su oba tumaqe�a� i Otredovo i Gramateusovo� prihvat�iva za istoriju
matematike i veoma korisna za nastavu matematike�

Matematiqke k�ige �
� i ��� veka bile su vidno optere	ene Gramateusovim
shemama� te na predlog znamenitog Lajbnica �Gottfried Leibniz� ���������
 �
���
godine uveden je za mno�e�e znak � �taqka
� recimo �� ��� ili � �
�� Od Lajbnica
poqi�e i vreme kada se za mno�e�e dva broja a� b ne koristi nikakav znak i pixe
samo ab� xto je do danas zadr�ano� Jedino� ako se u termu pored simboliqkih

�Korisno je ovde ukazati na slovensko poreklo velikog Lajbnica� Naime� on je bio po
narodnosti Lu�iqki Srbin i kada je to hteo da istakne u svoje prezime unosio je slovo t
	Leibnitz
� �egovo pravo ime je Bogomir Lajbni��
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slova nalaze i numeriqke vrednosti� tada se koristi znak za mno�e�e� Recimo�
�� � ��ab ili a�b��� � �c�

I za ve	e brojeve Gramateusove dijagonale va�e� pri qemu se me�a baza
komplementa� Na primer� treba pomno�iti �
� �� 
 ���	 ili ��� 
� 
 ���
�
Imamo slede	e

�
 �
�� ��

�� �	

�� ��

� �


�� �


Kao xto smo pomenuli� qoveku je u �egovom razvoju bilo veoma texko mno�
�iti� a kamoli deliti� Iz ovih razloga� razvilo se vixe razliqitih postupaka
koji su olakxavali rad na ovoj operaciji� kao xto je k�igovodstveno mno�e�e�
skra	eno mno�e�e i dr� Ove postupke nije potrebno unositi u nastavu matema�
tike� jer se pokazalo da oni optere	uju uqenika� a ne vode niqemu�

Pored pomenutog Gramateusovog postupka ��
 u istoriji matematike zabe�
le�ena su jox dva naqina mno�e�a iz ��� i ��� veka koji glase

a� b 
 �	a� a��	a� b�� �� 
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 �	� �� 
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Bilo bi mo�da korisno da uqite� sam obradi jedan od ova dva sluqaja i tako
dobije nov alat pri mno�e�u brojeva�

Sl� �� Prisustvo Gramateusovog postupka u mno�e
u brojeva u Aritmetici Vasilija Dam�
janovi�a iz ����� godine
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U naxim matematiqkim k�igama ��� i ��� veka nalazi se Gramateusova
shema� U fototipiji �sl� �
 ovde donosimo dva fragmenta o mno�e�u iz Damjano�
vi	eve aritmetike iz ��
�� godine� gde se lepo uoqava korix	e�e Gramateusovih
dijagonala��

Za potrebe broja�a� obav�a�a raqunskih operacija i mere�a� qovek se ko�
ristio svojim telom� U elementarnom raqunu koristio je svoje prste�� Nismo
uspeli da proverimo� ali verujemo da je Gramateus do svog postupka za mno�e�e
��
 doxao preko prstiju� Naime� vreme sve do pozne renesanse karakterixe doba
kada je qovek mno�io uz pomo	 svojih prstiju �narodna raqunica
� ili abakom
�raquna�ka
 u rukama vlastele� dvora i skupina ondax�ih intelektualaca� U
istoriji matematike ovaj se postupak naziva instrumentalnim� Ovako dobi�
jen rezultat na prstima ili abaku zapisivao se� Znaqi� veoma retko se mno�ilo
u pisanom obliku�

Na slici � smo ilustrovali primer mno�e�a 
 � � uz pomo	 prstiju� gde
se jasno uoqava Gramateusova shema� Pokuxati sam namestiti prste za slede	e
proizvode �� �� �� 
 i �� ��

Da zaokru�imo izlaga�e o znaku za mno�e�e� Kako je povrxina pravouga�
onika odre�ena proizvodom dva broja� to se u ranijim k�igama � inkunabulama
i rukopisnim k�igama slika pravougaonika koristila kao znak za mno�e�e� Na
primer� proizvod ����� pisao se kao ��� ��� U �� veku u Indiji �vreme Brahma�
gupte
 koristila se skra	enica od reqi proizvedeno �
 bhavita
� pa se pisalo

 � bha ��� xto znaqi �� 
 
 �
� U prvoj matematiqkoj k�izi Muhameda Muse
al�Hvarizmija ��������
 napisanoj na osnovama dekadnog brojevnog zapisa� nije
korix	ena matematiqka simbolika�

Nemaqki matematiqar Mihael Xtifel �Michael Stifel� ��
�� ����
 za znak
operacije mno�e�a uvodi slovo M i pixe aM b� npr� �M � 
 ��� Ovo je uradio

�Vasilije Damjanovi�� Novaja serbskaja aritmetika� Venecija ����� � Oqigledno da
je kod proizvoda ��� naqi
ena xtamparska grexka� Xtampa
e ove prve srpske aritmetike u
Teodosijevoj xtampariji u Veneciji sproveo je Zaharije Orfelin� a xto je utvrdio akademik
Miroslav Panti�� Na osnovu ovoga� mix�e
a smo da su u ovoj k
izi Gramateusove dijagonale
Orfelinovi grafiqki crte�i�

�Qovek je od iskona osetio da mu sopstveno telo mo�e pomo�i u mere
u i broja
u� Na
svom telu nalazio je i merne jedinice i brojevne sisteme� Iz ovih pobuda� recimo� nax mate�
matiqar i na glasu arhitekta Emilijan Josimovi� ��������
�� proglaxava svojim ��vjeruju	
iskaz ��BROJ I MERA� TO JE MOJA VERA	 i toga se pridr�ava u �ivotu� Nije sluqajno
xto stare mere imaju nazive� stopa� korak� hvat� lakat� peda�� palac i dr� ili xto je
va�e�i brojevni sistem dekadni� jer qovek ima deset prstiju� ili xto se Francuzi u broja
u
koriste i prstima nogu� pa za 
� izgovaraju ����
��� tj� quatre vent dix� ili xto se cifre u
engleskom jeziku nazivaju digits� xto je nastalo od latinskie reqi digitus xto znaqi prst� Kao
xto smo pisali� rimsko pet je znak ispru�ene xake sa otvorenim palcem� a deset dve takve
spregnute xake� Pomo�u prstiju odre�uje se broj dana u mesecu� polo�aj Meseca na nebeskom
svodu� da�ina objeta u prirodi i drugo�

Nax je Vuk bio upoznat sa antropoloxkim osnovama mera i brojeva te savetuje da se svo�
jim telom koristimo za raqun i mere
e� Pomo�u prstiju se broji� sabira� Prsti su doveli
do epohalnog pronalaska nule� xto je ravno pronalasku vatre i toqka� Pomo�u prstiju se
pamti tablica mno�e
a i dr�

�Pisac ovih redova pripremio je studiju o narodnoj raqunici kod Srba koja sadr�i
mnoge istra�ene pojedinosti iz etnomatematike na naxim prostorima� Dobijena sazna
a
upore�ivana su sa sliqnim sa podruqja Rusije� Francuske i Po�ske�
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Sl� �� Gramateusov postupak u mno�e
u brojeva nalazi se me�u prstima qovekovih ruku� ilu�
strovan je primer �� � �skica� Vladimir Trifunovi�� student�

u svojoj aritmetici sredinom �
� veka� taqnije u delu M� Stifel� Arithmetica in�

tegra� Norimbergae ����� Metodoloxki ukazano� Xtifel je za simbol mno�e�a
iskoristio prvo slovo glagola Multiplicare �mno�iti
� Ovaj Xtifelov postu�
pak znali su stari Aleksandrijci� Tako� npr� Diofant ���o��	
o�� �� vek
 je za
kvadrat jednog broja upotreb�avao znak � kao prvo slovo reqi ���	�
�� �sila�
kako su stari Grci zvali kvadrat
�

U matematiqkim k�igama za narod i osnovne xkole ranijih vremena znak za
mno�e�a i opxte� matematiqka simbolika nije postojala� Koristile su se reqi
na mestu znaka� Recimo� � puta � qini �
� Ovo nalazimo u k�igama Zapadne
Evrope� a tako�e kod Rusa i kod nas�

Primetimo da u matematiqkim delima stare Grqke� Vizantije� Italije nije
korix	en znak za mno�e�e i druge operacije�

U nax jezik glagol za operaciju a� b mno�iti uveo je Vuk Kara�i	� Bi�
lo je ovako� Zanim�iva je bila req mlogo u smislu ��mloge su rijeqi � � � �
ili ��Ko u jedan put mlogo ixte� s praznom se torbom ku	i vrati��� Od ove
reqi obrazovan je oblik za operaciju mno�e�a� Tako u Vukovom Rjeqniku iz
����� godine imamo za mlogo znaqe�e vixe �multo
 sa slede	im izvedenim re�
qima� mlo�e�e� mlo�ina� mlo�iti� Me�utim� u novom Rjeqniku iz �����
godine Vuk ovo isprav�a i dovodi na danax�i oblik� mno�e�e� mno�ina�
mno�iti�

Dugo je u naxoj matematiqkoj literaturi ��� i ��� veka za operaciju ��mno�
�iti� korix	ena strana req ��multiplicirati�� a re�e oblik ��mlo�iti� �npr�
radovi Manojla Jankovi	a ����������
� Atanasija Stojkovi	a ����������
 i
dr
� Postoje sliqni matematiqki termini stranog porekla koji su ostali do
sredine naxeg veka u upotrebi� Recimo� profesor Bogdan Gavrilovi	 ���
��
����
 u svojim raspravama i k�igama nikada se nije koristio reqju jednaqina�
ve	 ekvacija i dr�

�Vuk St� Kara�i�� Prvi Srpski Bukvar� Beq �����


