HACTABA MATEMATUWURE HA ARYJITETUUMA

Hp Hparociaas Jbyouh
BEKTOPU Y E? BE3 AKCMOMA IIOIYIAPHOCTU

Axcuomarcka Teopuja 3aCHOBaHA HA aKCHOMAaMa, 3- IMMEH3UOHOT €yKJIUICKOT IPO-
cropa E? 6e3 axcmoma IONyZapHOCTH HEje HUIITA APYTO AO AKCHOMATCKA TEOPIHja
a(UmEOT MPOCTOPA sz. um osor uimanka je ga JOKaxke (IpequU3HUje, CKUNUPA JI0-
ka3) 0Bo TBpheme jesuroM eykauacke reomerpuje. Mako je moruuno tpheme ommre
MO3HATA, YNHEHNUIQA, KOjy MHOTH NUCIYW YIOEHHKA NUTUPAjy, AyTOPY OBOT TEKCTA HUje
MO3HATO HU jEIHO MECTO TAE jé OHO M NOKA3AHO M3BAH OKBUPA MPOjEKTWBHE TeoMe-
tpuje. Ilum hemo moctmhn Tako mro hemo y mpocropy E3 mepummcarn BexTope me
xopucrelim akcmoMe moayapEOCTH! I MOKA3aTH Ja OBAKO Je(UHICAHN BEKTOPH 06pa-
3yjy 3-AMMEH3MOHEN BEKTOPCKH MPOCTOP HA I moJseM peatauux 6pojesa R. Tume dmemo
M3BPIIUIM MONA 3a4aTKa. [[pyru meo 3amarka, IpOBEPY eyRKIUICKUX AKCHOMA HA Tad-
KaMa, IpaBaMa M PaBHUMA a()UHOT TPOCTOPA sz7 BEOMa je jeZHOCTaBHO CIPOBECTH,
na heMo TO y OBOM YJIaHKY M30CTABUTH.

Bekropu, cabupame BeKTOpa

Ham amGujertrn mpoctop, 3saliemo ra e-agunu npocmop u osmadasatu ca E2,
jecTe aKCHOMATCKA TeOpHja 3aCHOBAaHA HA aKCHOMAaMa WHIUIEHIUje, IOPEeTKa U mapa-
JeTHOCTH eyKImACKOT 3-mmMensmomor mpoctopa E? (Axcmome I1-17, IT11-6, IV1-2,
V1 [2]). Yayrap osor mpocropa fieMo m3rpanuTu Mogen 3-IMMeH3NOHOT a()UHOT IPO-
cTOpa Ha X moskeM peanuux Opojesa R. Apury cTpykTypy meQUHMIIEMO Y TPU KOPAKA.
Hajupe medurumenmo mojam BexkTopa, nOTOM HeuHImEMO cabupame BEKTOPa U HAj3a1
MHOKEHEe BEKTOpPa U CKaJiapa. ¥ HAjrpyOsuM npraMa NeMo CKHIUPATH OBAj MOCTYIAK
ocraBmbajylin 3amHTEpECcOBAHOM YUTAOLY Ha ce ca HeTafhuMa ymno3ua u3 pana [1].

Bexrrope mepurmmenmo camano kao y B2 — kao kiace eKBUBaJeHIuje HeKe pesa-
nuje Ha CKymy ypehenmx maposa tauaka. OBor myra, MehyTum, Tpakumo ma mapoBu
(A, B) u (C, D) upeacrasibajy HCTU BEKTOP aKO Cy TO HapoBu oaroBapajylinx remena
napajenorpaMa. 3a kouumeapue mapose Tadaka (A, B) u (C,D) norpeban mam je
yoocperandku“ map rtadaka (E,F') sam npase AB. Ila 6u oBako neduaucama pe-
nanuja Oumia penamuja ekBuBastenmuje, moTpebua je Teopema 1. Teopemy 1 hemo
MOKa3aTH ma OMCMO WCTakam moTpeby 3a TpoamMem3moEmM mpocTopom?. Hehemo,
MeDyTnM, mOkasmBATH KaKO OBA TeOpeMa 3a MOCIeINNy Iaje TPAH3UTUBHOCT rope-
cuomenyTe penanumje. (Ioka3 je jemmocraBma mocienuma Teopeme 1 m cacroju ce u3
pasMarpama BHUIIE CIydajeBa.)

!Bekropu ce y E® obuuno nepuHmimy kao Kjace eKBUBaJIeHIMje pesaldje GUTH IOy IapaH,
rapaJiejlaH ¥ UCTOCMEPAH Ha CKYILy OPUjeHTUCAHUX Iy KU.

2¥Ynorpebom caMo paBaHCKMX akCHMOMa ce Teopema | He Moke Joka3aTu. Bumu HamoMmeHy Ha
Kpajy JiIaHKa.
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JesvHUIIA 1. Maposu (A, B) u (C, D), A # B, C # D, tadaka npocTopa
&3 cy y penamuju p ako je ABDC mapanenorpam, mim ako cy Tauke A, B, C, D
kommreapue a ABFE u CDFE cy mapanenorpaMu 3a Heke Tauke B, F € £3. Y
peranuju p cy u csu maposu (A, A) meTux Tagaka mpoctopa E3.

TeEoPEMA 1. Axo cy y npocmopy £3 ABDC v CDFE napanenozpamu, u
axo cy mauxe A, B, E, F nexoauneapre, mada je u ABFE napasenoepam.

Jokas. Mpumernmo vajupe na AB || CD u CD || EF nosnaun AB || EF, Tako
na tpeba camo nokazaru AE || BF.

Hexka cy pasuu napamemorpama ABDC u CDFE pasuse. Taga cy 36or AC ||
BD u CE || DF pasau ACE u BDF pasue napauxente pasau. lIpase AB u EF cy
pasHe mapaJjenHe mpase m 00pa3yjy paBal a kojy mucjyukrue pasuu ACE m BDF
ceky mo mapaJsuenaum npasama AE u BF.

Hera cy cama mapamemorpavu ABDC u CDFE y ucroj paBHE (@ U HEKA CYy
G un H rtauke Bam pasau « Takse na je ABHG napasnemorpam. Tagma, Ha OCHOBY
IPEeTXOMHO NOKA3aHOT, PeIOM 3akmbyuyjemo na cy mapaaerorpamuu CDHG, EFHG,
ABFE.m

TeEOPEMA 2. Peaauuje p je peaauuja exsusareryuje.

JIEeMHUIIMIA 2. Kiace ekBuBaJeHIuje pejamuje p 30BeMO BEKTOpHUMa. Bex-
Top mapa tadaka (A, B) osmaunliemo ca A—B)7 UM MAQJUM CJIOBOM JQTUHUNE YKOIMKO
auje moTpebro mcrahm npencraBEmka Kiaace ekpuBagennuje. CKyn CBEX BEKTOPA MPO-
cropa £3 hemo o3maunTu ca V3.

IIpasay, Korukeaprocm, I KONAGHAPHOCT, 8eKMOPG Te(GUHAMEMO HA yoOmda-
jeH HauWH.

3a cBaky Tauky A € £ u cBakm Bektop v € V3 mOCTOjE jeNMECTBEHa Tauka
B € &3 rakpa ma je E = v. OsBa ocobura he mHaM mocay:RuUTH 03 IePUHUIIEMO
cabupame BEKTOPa.

Jeeyvaimsa 3. Hera je A ¢urcma Taura mpocropa £3. 36mp BekTOpa U 1
¥ je BEKTOp W, TaKaB Ia je u = A—B), v = BC u w = AC 3a mexe Taue B,C e &3,

Jledpurannumja je KOPEKTHA YKOIHKO BEKTOD U + ¥ He 3aBUCH Of ,,OCPEeTHUYKE
rauke A. To hiemMo ycTaHOBUTH HApEIHOM TEOPEMOM.

TeoPEMA 3. Axoje A,B,C,D,E,F € £ uu,v € V3, u axo je AB = DE =
u,B—C)':ﬁ:v, maaajeA—C)':D—F)'.
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Zoxasz. Axko ce meke ne ox tavaka A, B, mokmamajy, TBpheme jemHOCTABHO
mokasyjemo. IIpermocraBumo, crora, ma cy A, B,C pasue tauke. Pehum hemo ma
je rauka X y CHEnmjaJHOM MOJOXKAjy y ONHOCY HA TPOjKy pasHux tadaka (U,Y, Z),
yroauko Huje Ha mpasama UY,UZ, uutn je a mpasoj kpo3 U mapajesnoj ca mpaBoM
YZ.

Ako taura D HEje y CIenujaJHOM IOJNOkAjy y onHocy Ha Tpojry (A, B, C), tana
je oBa Teopema mociequna reopeme 1, jep cy tana ADEB u BEF(C napanexorpamu,
na je tou ADFC.

Axko je, mag, rauka D y cmenujamsom momoxkajy y ommocy Ha Tpojry (A, B, C),
Ta1a TeopeMy nokasyjemo momohy ,mocpemmmuke Tpojke tauaka (D', E', F'), AB =
— - —

D'E’ = u, BC = E'F’ = v, takse na tauka D’ Hmje y CIeOUjaJHOM IIOJNOXKA]y HE
npema jennoj on tpojku tavaka (A, B,C), (D,E,F). m

ITo nedurnnuju 1 cBu BexTOpHU ﬂ, A € &3, cy mebycobro jemmarm, a mo me-
¢urnnUEjn 3 BEKTOD A4 je HeyTpax 3a cabumpame. O3maumhemo 0Baj BEKTOP ca O.
AconujarusaocT cabupama je HemocpegHa mocaequna meduHUNEje 3, a —A_B) je Bek-
TOp BA. KomyTaruBHOCT ce MO¥e NOKA3aTH NPUMEHOM ACONUjATHBHOCTH!

TeEOPEMA 4. A%xo je u,v € V3, mada je u +v = v + u.

—_— —
Jokxasz. Ako cy w m v HeKOIMHeapHM BekTopu, Tajga je 3a u = AB, v = BC

—_— = —
u gerspro TemMe D mapasaenorpama ABCD ucnymeno u +v = AB + BC = AC =

—_— =
AD + DC =v + u.

Axo ¢y w 1 v KOnUHEAPHU BEKTOPH, Taa UX PA3IOKAMO HA CADUPKe U = U1 + g,
v = v1 + v, OJ KOJUX HHMKOja IBa HUCY KOJWHEAPHA, A je HA OCHOBY HOPETXOIHO
OOKA3aHOT U +V =U1 + Uz +V; + V2 =V +V2+ Ul +Us=V+u. W

— — — —_—

ITocaemnnA 1. Axo je AB = CD, mada je AC = BD.
— —_— = — — -

Loxas. AC=AB+BC =BC+CD=BD.nmu
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TasiecoBa TeopeMa, MHOKEEHE€ BEKTOPA U PAlIOHAJIHUX OpojeBa

Manykrusro hemo mepumumcatn MHOM%eme BekTopa meamMm Opojem: O - AB = 0,
— — — . — —
n-AB=(n—-1)- AB+ AB, n majsan (—n)- AB = —(n - AB), n € N. Ha ocrosy
acoNUjaTUBHOCTH cabupama W ne(uHAnUje Cce JIAKO MOKa3yje ma je 3a m,n € Z u
—
AB e V3:

(1) (m+n)-T:m~T+n-T,
(2) (mn)-AB=m-(n-AB) =
(3) 1-AB = AB

Kmsyu mokasa Tamecose Teopeme je TeopemMa O CpemmOj IUHAJE TPOYTIA.

TeoPEMA 5. (Teopema o cpemmoj muHMju Tpoyraa) Axo je OA; =
A1A2 u OB1 = B1B2, maoda j@ A2B2 =2- AlBl.

Zoxas. Heka je C' rauka 3a kxojy je B1C = OA; = A1 A,. Tana je ma ocHOBY
— —
nocaemune 1 Ay By = A;C. W3 ucror pasmora je u A;C = OB, = B;B,, onakie
—_— —
je moHoBO Ha ocHOBY mociaemune 1 Ay By = CBs. Iakne, AoBy = AsC + CBy =
—
2. AlBl. |
. — —_—

Mocaeonua 2. Axo je OA; = A1As, Ay # O, u axo cy B1 u By mauke
nexe npase b xoja cadpacu mawky O u pazsuvwuma je 00 npase OAy, mada je
— — . L —— —_—
OB; = B B> axo u camo axo je A1 By || A2B2, axo u camo axo je AyBy = 2- A1 By.

TeEOPEMA 6. Hexa cy Ay, Az, A3, Ay mauke nexe npase a u By, By, B3, By
mayke NPecexa NaPaiesHUT NPasur kposz Ay, Ao, Az, Ay u nexe npase b. Axo je
—_— s L —— —_—

A1A2 = A3A4, mada Je BlBQ = B3B4.

Zoxasz. Hera cy C' m D tauke 3a koje je B1C = A1 Ay u BsD = A3A,. Tana
je BiyC = B3D, na je ma ocmoBy nociemune 1 BiBs = CD. Axo je C = D, Ttana
je By = Bs u By = By, ma je y 0BOM CIydYajy TeopeMa moka3aHa. IIpermocTaBmmo
crora C' # D.

Tauke C' u D cy ma mapainenama kpo3 A u A4 Koje cery mpaBy b y Taukama Bo
n B47 Ia KaKoO Je u CD “ BQB47 TO Je BQB4 =CD = BlB3. Hapa,u, BlB3 = BQB4

B —_—
u nocaemuna 1 majy B1By = B3By. m
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IMocaemunia 3. Heka napaseane npase co,Ci,-..,Cn ceky npage a u b y

S —— —_— —_—

mavyrama Ao,Al, N ,An U 1307317 .. Bn Axo Je AOA1 = AlAQ == An—lAn7

. == . .

mada je BBy = BiBs = -+ = B, 1B,. Axo je yz mo Ay = By, mada je
—_— —

Aan =Nn- AlBl.

Zoxas. Ilpsu meo tBphema je mocaemuna teopeme 6. Ipyrm meo tBphema mo-
Ka3yjeMO WMHIYKOW]jOM, ¢ THM [a je IPBH KOPak MHAYKNZje marT TeopemoMm 5. Heka
je Ag = By = O m meka je C rtaura 3a kojy je A,C = A,_1B,_1. Tazna je na

. — —
ocHOBY mEayknujcke npernocraske A,C = (n —1)- A; By, a ma ocHOBY mocaemune 1
Bn_lC = An—lAn = OA1 Crora je CBn = CBn_l + Bn_an = A10 + OBl =
— . —
AlBl, ma je Aan = AnC + CBn =n- A1B1. L

IMocaenniA 4. Hexa pasne xonaanapre npase Cy,Ci,...,C, CEKY NPABE G

s —
u b y mawkama Ag,A1,...,An u By, B1,...B,. Axo je AgA1 = A1Ay = - =
—_ . .

An_1A,, BBy = BiBy = -+ = B,_1B,, u axo je ¢1 || co, mada je npasa ¢
NAPAAECARE U OCMAAUM NPAEAMAE Co, - ..,Cn. AKO je y3 ucme npemnocmaske u
Ag = By, mada je A,B, =n-ABj.

HAnnoMEHA. Hpumernmo ma ako je Ay = By, y mocaequnu 4 MoxkeMO u3banuTn
IpaBy Co U MPETHOCTABKY Co || ¢1-

Ha ocmoBy mocaemune 4, 3a mekoaummreapue Bexrope u = A10, v = OB; u 1eo
6poj n Bpemu
(4) n-(u+v)=n-u+n-v,

a YMTAONy OCTABHAMO A HOKake na (4) Bpemu W 3a KOJIHHEAPHE BEKTODE.
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MHuoxeme BeKTopa paumoHasiHuM OpojeBuma. Cana MoxkeMo 1a meQuHu-

meMo BeKTOpe ~.apn -AB, m € Z, n € N, ra0 u na IOKa:KEMO I3 MHOKEHE
BEKTOPA pa.III/IOHa.JIHI/IM 6p(§3eBmMa nMa OYeKHBAHE O0CODWHE.

Ha ocmoBy teopeme 6, 3a maru mpupomarm OpPoj n u HATH BEKTOP O—An) # o,
TOCTOju BEKTOD O—Al) TakaB na je O—An) = nO—Al) 3ancra, ak0O HA TPOU3BOJBHO] IPABO]
b ;é OA,, kpo3 rauky O ogpenumo tauke By, Bs, ..., B,, Takse na je O—Bl) = Bl—BQ) =

= B,_1B,, Tana ce trauka A, nobuja y mpecery npase OA, u mpase KOJa canp}im
rauky B; u mapajenma je mpasoj A,B,. C mpyre crpame, ako je n - OA = OA
3a Hery Tauky A}, rama je A|B; || A,B, Ha ocHOBy mociexuue 4, na je A1 = A,
OJHOCHO ,,n-TH I€0 BEKTOpa O—An) je jemmosuauno oxpehen. OBo mam omoryhyje ma

— m —
neduanmemo BekTop — - AB, a tume u Bektop — - AB, m € Z, n € N.
n n
1 — . — . —
JEemHULINIA 4. Bektop —-AB, n € N, je sekrop C'D, takas ma je n-CD =
n
—_— m — . 1 —
AB. Bektop — - AB, m € Z, n € N, je BexTop m - (— -AB).
n n
Hajope ycramoB®BYyjeMO ma Bpenn
m- m
—p'14_B):—'14—B)7 n,peEN, meZ
n-p n
Tj. T4 CMO TPETXOMHOM NePUHUNUjOM AEOUHMCAIA MHOKEHE BEKTOPA W PANMOHAIHOT
Bpoja (He3aBUCHO OJ 3amUCa PALUOHAIHOT OPOja KA0 KONMYHUKA LEJIOr W IPUPOIHOT
6poja). Ilorom mokazyjemo jemmaroct
1 — 1 —
(5) m-<—~AB>:—-(m~A ), meZ neN.
n n
1 1 ;o .
Ocobuna (2) Bpemn 3a m = —,n = —, m',n' € N, a ma ocroBy pemnamuje (5)
m n
BPeIu W 3a IPOU3BOJbHE PANMOHAJEE DPOjeBe m,n.
Ocobuna (1) 3a nene Gpojese mokasyje ocobuny (1) 3a panmonamme Gpojese.
1
Ocobuna (4) Bpeau 3a mene Opojese, a 3a panuoHaJHE Opojese 00auEa N = —

12 )
n' € N caegu u3 nocunenune 4. Hajzan, ma ocuosy meduaunumje 4, ocobuna (4) Bpe T;[
3a IPOU3BOJbAH palUOHAJIAH OpOj M.

Kako ocobune (1)—(4) Bpeze 3a npou3sBosbHE PANUOHAIHE OPOjeBe 1M, N U IPOU3-
BOJBHE BEKTODPE U, v, TO je V3 BekTopCEH TpOCTOp HAK Q. 1B

3a mBa _KOJIHEApHA BEKTOPa AB u CD # 0 meQuHUmEMO KOMUYHUK — = k,
YKOIIMKO je AB=k- CD, keQ.

TeoPEMA 7. (TamecoBa Teopema) Axo pasne Konaanaphe npaee a,b,c,
b || a, cexy pasne npase p u p' pedom y mawkama A, B,C uw A',B',C" u axo je 3a

— —
., AB . AP

nexu payuonaaah 6poj k, — = k, mada je b || ¢ axo u camo axo je — = k.
AC AIC/

Axo je A = A’, mada je, y3 buso xojy 00 o8e 08e exB8UBANEHMMNE NPEMNOCTABKE
) ) )

—

BB’

—
cc’

=k.
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. m
Joxas. Heka je k = —, m € Z,n € N, m' = |m| u mera cy A, Ao, ...,
n L. — —_— _—
Api—1, Cp, Cy, ..., Cph_q Taure 3a roje je AA) = AjAy = - = A, _1Bu
— — P
AC, =C1Cy =---=C,_1C. Caga tBpheme caenu ma OCHOBY mociemuue 3. M

ITonynapuoct. llogynaproct meduunmenmo HA ckymy ypelenunx maposa Tagaka
TPaBUX UCTOT MPABIA.

—

JeenHMIIMIA 5. [Maposu tavaka (A, B) u (C, D) cy noxynapuu ako je AB =
— — —
CD, uwmu AB = DC.

[TonymaprOCT mapoBa Tauaka je peranuja eKBUBAJECHI]je jep je TO U pelanuja p.
Ha ocroBy came mepununuje je map tasaka (A, B) moaymapar mapy rauaka (B, A),
ma je TO y CTBApW pelanuja Ha CKymy Heypehemmx maposa Tawaka (mpaBmx uCTOT
mpasna). Jlumeapme akcmome moxymaprEOcTH mpocTopa E3 (ome koje ce ommoce ma
[0y JAPHOCT IAPOBa Ta4aka UCTe OHpaBe) Cy jeAHOCTABHE mOcienune oarosapajyhinmx
CBOjCTaBa, BEKTOPA.

HenpeknnaocT, MHOKEH:€ BEKTOPA U peaJHUX OpojeBa.

Henpernaroct y £2 yoamvo kao y [2] akcnomama IV 1 (Apxnvenosa akcmoma) u
IV 2 (KamToposa axcuoma). (Hedununumja 5 omoryhyje ma npuxBaTuMo (OopMyIamnu]jy
axcuome IV 1 u3 [2].)

Axcuome IV 1 u 2 omoryhyjy ma ce, ka0 y CBUM CTaHIAPIHAM KEACaMa OCHOBA
reoMeTpuje, Ha IpaBoj (a TMMe W Ha IpaBaMa MCTOT MPABIA) YBEIE MEPEnE 0YIHCU.
OBo Mepeme ce crake ca IPETXOLHO YBEeNEHUM MHOKEHEM BEKTODA M PANNOHATIHUX
Opojesa, Tj. ako je AB =k - 037 k € Q, tama je AB = |k|- CD. (Kao mTo je
yobu4ajeno, Mepy Oy U 03HAYaBAMO MCTO KAO U CAMy IyK.)

3a cBaky nyx AB, A # B, cBaku IO3MTHBaH peajan Opoj k, M CBaKy Tad-
ky C, Ha mpasoj p || AB, C € p, nocroje tauno nse tauke D, Do Takse ma je
CD; = CDy = k-AB. OBo cBOjcTBO HAM Aaje AeQUHUNU]Y TPOU3BOLA PEATHOT BPO-
ja u BekTopa. Hamme, k- AB je OHAj O BEKTOPa C’Bl, C—D)g KOJU je MCTOT CMepa Kao
BEKTOP A—B), a (—k) - AB je omaj npyru. U oBa omepammja ce ciake ca IPETXOLHO
IeQUHICAHOM ONEPANUjOM MHOMXKEHmA BEKTODA M PANUOHAJIHOT Opoja, Tj. Omepamujy
MHOeMHha BEKTOpPA U PANMOHAJHOr Opoja CMO MPOMUPUIM HA ONEPANWjy MHOXKEDHA
BeKTOpa u peaanor 6poja. Ocobume (1)-(3) 3a MHOKEHE BEKTOpA W PEAIHOT OpOja
cleje AUPEKTHO u3 ocobuHa Mepema ny#xu, a ocobuna (4), oxaocuo Tamecosa reope-
Ma, ce jeIHOCTABHO NOKa3yje mpuMeHOM TajecoBe TeopeMe 3a pamuoHagHe OpojeBe u
AKCHOMA HEIPEKUIHOCTH.

Kako ocobune (1)-(4) Bpene 3a mpousBosmHe peaine ODPojeBe M, n U IPOU3BOBHE
BEKTOpE u, v, TO je V3 BexTopckm mpoctop Ham R. TuMe je MOCTUTHYT MUB KOju CMO
ce0u MOCTaBUIN HA MOYETKY OBOT MOTJIABJbA, Tj. MOKA3AHO je Ia je aKCHOMATCKA TeO-
PHUja 3aCHOBaHA Ha aKCHOMaMa, 3-TMMEH3HOHOT eyKamackor mpoctopa B Ge3 akcmoma
TOAYJAPHOCTH HUIITA OPYTO J0 aKCMOMATCKA TEOPHUja a()mHOT MPOCTOPA Ri g
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HANIOMEHA. PaBaHCke akcmoMe eyKImicke reomerpuje mucy (0e3 akcmoma Imo-
Iy JADHOCTH) 10BOJEE 3a meduummujy Bexropa! Axo y R? ,mpormacmao® ma 3a k > 0
IpaBe UMajy jeqHaYnHe

_{k(x—a), 3a ¢ > a,
| 2k(z —a), 3ax<a,

a OCTABHMO jeJHAYMHEe HpaBaMa T = ¢, y =cu y = k(z —a), k < 0, nobujamo monexn
e-aune paenu (Buau [3, crp. 22]). ¥ oBom Mogeny, Mmehyrum, 3a rauke A = (—1,0),
B=(-1,-1),C=(1,0), D=(1,-1), E=(0,2) u F = (0,1) e Bpexu Teopema 1.
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