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VEKTORI U E��� BEZ AKSIOMA PODUDARNOSTI

Aksiomatska teorija zasnovana na aksiomama ��dimenzionog euklidskog pro�
stora E� bez aksioma podudarnosti nije nixta drugo do aksiomatska teorija
afinog prostora R�

af � Ci� ovog qlanka je da doka�e �preciznije� skicira do�
kaz� ovo tvr�e	e jezikom euklidske geometrije� Iako je dotiqno tvr�e	e opxte
poznata qi	enica� koju mnogi pisci u
benika citiraju� autoru ovog teksta nije
poznato ni jedno mesto gde je ono i dokazano izvan okvira projektivne geome�
trije� Ci� �emo posti�i tako xto �emo u prostoru E� definisati vektore ne
koriste�i aksiome podudarnosti� i pokazati da ovako definisani vektori obra�
zuju ��dimenzioni vektorski prostor nad po�em realnih brojeva R� Time bismo
izvrxili pola zadatka� Drugi deo zadatka� proveru euklidskih aksioma na taq�
kama� pravama i ravnima afinog prostora R�

af � veoma je jednostavno sprovesti�
pa �emo to u ovom qlanku izostaviti�

Vektori� sabira�e vektora

Nax ambijentni prostor� zva�emo ga e�afini prostor i oznaqavati sa E��
jeste aksiomatska teorija zasnovana na aksiomama incidencije� poretka i para�
lelnosti euklidskog ��dimenzionog prostora E� �Aksiome I��I�� II���� IV����
V� �
��� Unutar ovog prostora �emo izgraditi model ��dimenzionog afinog pro�
stora nad po�em realnih brojevaR� Afinu strukturu definixemo u tri koraka�
Najpre definixemo pojam vektora� potom definixemo sabira	e vektora i najzad
mno�e	e vektora i skalara� U najgrub�im crtama �emo skicirati ovaj postupak
ostav�aju�i zainteresovanom qitaocu da se sa deta�ima upozna iz rada ����

Vektore definixemo sliqno kao u E� � kao klase ekvivalencije neke rela�
cije na skupu ure�enih parova taqaka� Ovog puta� me�utim� tra�imo da parovi
�A�B	 i �C�D	 predstav�aju isti vektor ako su to parovi odgovaraju�ih temena
paralelograma� Za kolinearne parove taqaka �A�B	 i �C�D	 potreban nam je
��posredniqki� par taqaka �E�F 	 van prave AB� Da bi ovako definisana re�
lacija bila relacija ekvivalencije� potrebna je teorema �� Teoremu � �emo
dokazati da bismo istakli potrebu za trodimenzionim prostorom�� Ne�emo�
me�utim� pokazivati kako ova teorema za posledicu daje tranzitivnost gore�
spomenute relacije� �Dokaz je jednostavna posledica teoreme � i sastoji se iz
razmatra	a vixe sluqajeva��

�Vektori se u E� obiqno definixu kao klase ekvivalencije relacije biti podudaran�
paralelan i istosmeran na skupu orijentisanih du�i�

�Upotrebom samo ravanskih aksioma se teorema � ne mo�e dokazati� Vidi napomenu na
kraju qlanka�
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DEFINICIJA �� Parovi �A�B	 i �C�D	� A �
 B� C �
 D� taqaka prostora
E� su u relaciji � ako je ABDC paralelogram� ili ako su taqke A� B� C� D
kolinearne a ABFE i CDFE su paralelogrami za neke taqke E� F � E�� U
relaciji � su i svi parovi �A�A	 istih taqaka prostora E��

TEOREMA �� Ako su u prostoru E� ABDC i CDFE paralelogrami� i
ako su taqke A� B� E� F nekolinearne� tada je i ABFE paralelogram�

Dokaz� Primetimo najpre da AB k CD i CD k EF povlaqi AB k EF � tako
da treba samo pokazati AE k BF �

Neka su ravni paralelograma ABDC i CDFE razne� Tada su zbog AC k
BD i CE k DF ravni ACE i BDF razne paralelne ravni� Prave AB i EF su
razne paralelne prave i obrazuju ravan � koju disjunktne ravni ACE i BDF
seku po paralelnim pravama AE i BF �

Neka su sada paralelogrami ABDC i CDFE u istoj ravni � i neka su
G i H taqke van ravni � takve da je ABHG paralelogram� Tada� na osnovu
prethodno dokazanog� redom zak�uqujemo da su paralelogrami i CDHG� EFHG�
ABFE�

TEOREMA �� Relacija � je relacija ekvivalencije�

DEFINICIJA �� Klase ekvivalencije relacije � zovemo vektorima� Vek�

tor para taqaka �A�B	 oznaqi�emo sa
��
AB� ili malim slovom latinice ukoliko

nije potrebno ista�i predstavnika klase ekvivalencije� Skup svih vektora pro�
stora E� �emo oznaqiti sa V ��

Pravac� kolinearnost� i koplanarnost vektora definixemo na uobiqa�
jen naqin�

Za svaku taqku A � E� i svaki vektor v � V � postoji jedinstvena taqka

B � E� takva da je
��
AB 
 v� Ova osobina �e nam poslu�iti da definixemo

sabira	e vektora�

DEFINICIJA �� Neka je A fiksna taqka prostora E�� Zbir vektora u i

v je vektor w� takav da je u 

��
AB� v 


��
BC i w 


��
AC za neke taqke B�C � E��

Definicija je korektna ukoliko vektor u � v ne zavisi od ��posredniqke�
taqke A� To �emo ustanoviti narednom teoremom�

TEOREMA �� Ako je A�B�C�D�E� F � E� i u� v � V �� i ako je
��
AB 


��
DE 


u�
��
BC 


��
EF 
 v� tada je

��
AC 


��
DF �



�� D� �ubi�

Dokaz� Ako se neke dve od taqaka A�B�C poklapaju� tvr�e	e jednostavno
dokazujemo� Pretpostavimo� stoga� da su A�B�C razne taqke� Re�i �emo da
je taqka X u specijalnom polo�aju u odnosu na trojku raznih taqaka �U� Y� Z	�
ukoliko nije na pravama UY�UZ� niti je na pravoj kroz U paralelnoj sa pravom
Y Z�

Ako taqka D nije u specijalnom polo�aju u odnosu na trojku �A�B�C	� tada
je ova teorema posledica teoreme �� jer su tada ADEB i BEFC paralelogrami�
pa je to i ADFC�

Ako je� pak� taqka D u specijalnom polo�aju u odnosu na trojku �A�B�C	�

tada teoremu dokazujemo pomo�u ��posredniqke� trojke taqaka �D�� E�� F �	�
��
AB 


���
D�E� 
 u�

��
BC 


���
E�F � 
 v� takve da taqka D� nije u specijalnom polo�aju ni

prema jednoj od trojki taqaka �A�B�C	� �D�E� F 	�

Po definiciji � svi vektori
��
AA� A � E�� su me�usobno jednaki� a po de�

finiciji � vektor
��
AA je neutral za sabira	e� Oznaqi�emo ovaj vektor sa o�

Asocijativnost sabira	a je neposredna posledica definicije �� a �
��
AB je vek�

tor
��
BA� Komutativnost se mo�e dokazati primenom asocijativnosti�

TEOREMA 	� Ako je u� v � V �� tada je u� v 
 v � u�

Dokaz� Ako su u i v nekolinearni vektori� tada je za u 

��
AB� v 


��
BC

i qetvrto teme D paralelograma ABCD ispu	eno u � v 

��
AB �

��
BC 


��
AC 


��
AD �

��
DC 
 v � u�

Ako su u i v kolinearni vektori� tada ih razlo�imo na sabirke u 
 u��u��
v 
 v� � v�� od kojih nikoja dva nisu kolinearna� pa je na osnovu prethodno
dokazanog u� v 
 u� � u� � v� � v� 
 v� � v� � u� � u� 
 v � u�

POSLEDICA �� Ako je
��
AB 


��
CD� tada je

��
AC 


��
BD�

Dokaz�
��
AC 


��
AB �

��
BC 


��
BC �

��
CD 


��
BD�
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Talesova teorema� mno
e�e vektora i racionalnih brojeva

Induktivno �emo definisati mno�e	e vektora celim brojem� � �
��
AB 
 o�

n �
��
AB 
 �n� �	 �

��
AB �

��
AB� i najzad ��n	 �

��
AB 
 ��n �

��
AB	� n � N� Na osnovu

asocijativnosti sabira	a i definicije se lako pokazuje da je za m�n � Z i
��
AB � V ��

�m� n	 �
��
AB 
 m �

��
AB � n �

��
AB���	

�mn	 �
��
AB 
 m � �n �

��
AB	 i��	

� �
��
AB 


��
AB���	

K�uq dokaza Talesove teoreme je teorema o sred	oj liniji trougla�

TEOREMA �� �Teorema o sred�oj liniji trougla
 Ako je
���
OA� 


����
A�A� i

���
OB� 


����
B�B�� tada je

����
A�B� 
 � �

����
A�B��

Dokaz� Neka je C taqka za koju je
���
B�C 


���
OA� 


����
A�A�� Tada je na osnovu

posledice �
����
A�B� 


���
A�C� Iz istog razloga je i

���
A�C 


���
OB� 


����
B�B�� odakle

je ponovo na osnovu posledice �
����
A�B� 


���
CB�� Dakle�

����
A�B� 


���
A�C �

���
CB� 


� �
����
A�B��

POSLEDICA �� Ako je
���
OA� 


����
A�A�� A� �
 O� i ako su B� i B� taqke

neke prave b koja sadr�i taqku O i razliqita je od prave OA�� tada je
���
OB� 


����
B�B� ako i samo ako je A�B� k A�B�� ako i samo ako je

����
A�B� 
 ��

����
A�B��

TEOREMA �� Neka su A�� A�� A�� A� taqke neke prave a i B�� B�� B�� B�

taqke preseka paralelnih pravih kroz A�� A�� A�� A� i neke prave b� Ako je
����
A�A� 


����
A�A�� tada je

����
B�B� 


����
B�B��

Dokaz� Neka su C i D taqke za koje je
���
B�C 


����
A�A� i

���
B�D 


����
A�A�� Tada

je
���
B�C 


���
B�D� pa je na osnovu posledice �

����
B�B� 


��
CD� Ako je C 
 D� tada

je B� 
 B� i B� 
 B�� pa je u ovom sluqaju teorema dokazana� Pretpostavimo
stoga C �
 D�

Taqke C i D su na paralelama kroz A� i A� koje seku pravu b u taqkama B�

i B�� pa kako je i CD k B�B�� to je
����
B�B� 


��
CD 


����
B�B�� Najzad�

����
B�B� 


����
B�B�

i posledica � daju
����
B�B� 


����
B�B��
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POSLEDICA �� Neka paralelne prave c�� c�� � � � � cn seku prave a i b u

taqkama A�� A�� � � � � An i B�� B�� � � �Bn� Ako je
����
A�A� 


����
A�A� 
 � � � 


������
An��An�

tada je
����
B�B� 


����
B�B� 
 � � � 


������
Bn��Bn� Ako je uz to A� 
 B�� tada je

����
AnBn 
 n �

����
A�B��

Dokaz� Prvi deo tvr�e	a je posledica teoreme �� Drugi deo tvr�e	a do�
kazujemo indukcijom� s tim da je prvi korak indukcije dat teoremom �� Neka

je A� 
 B� 
 O i neka je C taqka za koju je
���
AnC 


��������
An��Bn��� Tada je na

osnovu indukcijske pretpostavke
���
AnC 
 �n� �	 �

����
A�B�� a na osnovu posledice �

�����
Bn��C 


������
An��An 


���
OA�� Stoga je

���
CBn 


�����
CBn�� �

������
Bn��Bn 


���
A�O �

���
OB� 


����
A�B�� pa je

����
AnBn 


���
AnC �

���
CBn 
 n �

����
A�B��

POSLEDICA 	� Neka razne koplanarne prave c�� c�� � � � � cn seku prave a

i b u taqkama A�� A�� � � � � An i B�� B�� � � �Bn� Ako je
����
A�A� 


����
A�A� 
 � � � 


������
An��An�

����
B�B� 


����
B�B� 
 � � � 


������
Bn��Bn� i ako je c� k c�� tada je prava c�

paralelna i ostalim pravama c�� � � � � cn� Ako je uz iste pretpostavke i

A� 
 B�� tada je
����
AnBn 
 n �

����
A�B��

Napomena� Primetimo da ako je A� 
 B�� u posledici � mo�emo izbaciti
pravu c� i pretpostavku c� k c��

Na osnovu posledice �� za nekolinearne vektore u 

���
A�O� v 


���
OB� i ceo

broj n vredi

��	 n � �u� v	 
 n � u� n � v�

a qitaocu ostav�amo da doka�e da ��	 vredi i za kolinearne vektore�
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Mno
e�e vektora racionalnim brojevima� Sada mo�emo da defini�

xemo vektore
�

n
�
��
AB i

m

n
� AB� m � Z� n � N� kao i da doka�emo da mno�e	e

vektora racionalnim brojevima ima oqekivane osobine�

Na osnovu teoreme �� za dati prirodan broj n i dati vektor
���
OAn �
 o�

postoji vektor
���
OA� takav da je

���
OAn 
 n�

���
OA�� Zaista� ako na proizvo�noj pravoj

b �
 OAn kroz taqku O odredimo taqke B�� B�� � � � � Bn� takve da je
���
OB� 


����
B�B� 


� � � 

������
Bn��Bn� tada se taqka A� dobija u preseku prave OAn i prave koja sadr�i

taqku B� i paralelna je pravoj AnBn� S druge strane� ako je n �
���
OA�

�


���
OAn

za neku taqku A�

�
� tada je A�

�
B� k AnBn na osnovu posledice �� pa je A�

�

 A��

odnosno ��n�ti deo vektora�
���
OAn je jednoznaqno odre�en� Ovo nam omogu�uje da

definixemo vektor
�

n
�
��
AB� a time i vektor

m

n
�
��
AB� m � Z� n � N�

DEFINICIJA 	� Vektor
�

n
�
��
AB� n � N� je vektor

��
CD� takav da je n�

��
CD 


��
AB� Vektor

m

n
�
��
AB� m � Z� n � N� je vektor m �

�
�

n
�
��
AB

�
�

Najpre ustanov�ujemo da vredi
m � p

n � p
�
��
AB 


m

n
�
��
AB� n� p � N� m � Z

tj� da smo prethodnom definicijom definisali mno�e	e vektora i racionalnog
broja �nezavisno od zapisa racionalnog broja kao koliqnika celog i prirodnog
broja�� Potom dokazujemo jednakost

��	 m �

�
�

n
�
��
AB

�



�

n
� �m �

��
AB	� m � Z� n � N�

Osobina ��	 vredi za m 

�

m�
� n 


�

n�
� m�� n� � N� a na osnovu relacije ��	

vredi i za proizvo�ne racionalne brojeve m�n�
Osobina ��	 za cele brojeve dokazuje osobinu ��	 za racionalne brojeve�

Osobina ��	 vredi za cele brojeve� a za racionalne brojeve oblika n 

�

n�
�

n� � N sledi iz posledice �� Najzad� na osnovu definicije �� osobina ��	 vredi
za proizvo�an racionalan broj n�

Kako osobine ��	���	 vrede za proizvo�ne racionalne brojeve m�n i proiz�
vo�ne vektore u� v� to je V � vektorski prostor nad Q�

Za dva kolinearna vektora
��
AB i

��
CD �
 o definixemo koliqnik

��
AB
��
CD


 k�

ukoliko je
��
AB 
 k �

��
CD� k � Q�

TEOREMA �� �Talesova teorema
 Ako razne koplanarne prave a� b� c�
b k a� seku razne prave p i p� redom u taqkama A�B�C i A�� B�� C � i ako je za

neki racionalan broj k�

��
AB
��
AC


 k� tada je b k c ako i samo ako je

���
A�B�

���
A�C �


 k�

Ako je A 
 A�� tada je� uz bilo koju od ove dve ekvivalentne pretpostavke�
���
BB�

���
CC �


 k�



�� D� �ubi�

Dokaz� Neka je k 

m

n
� m � Z� n � N� m� 
 jmj i neka su A�� A�� � � � �

Am�
��� C�� C�� � � � � Cn�� taqke za koje je

���
AA� 


����
A�A� 
 � � � 


������
Am�

��B i
���
AC� 


����
C�C� 
 � � � 


�����
Cn��C� Sada tvr�e	e sledi na osnovu posledice ��

Podudarnost� Podudarnost definixemo na skupu ure�enih parova taqaka
pravih istog pravca�

DEFINICIJA �� Parovi taqaka �A�B	 i �C�D	 su podudarni ako je
��
AB 


��
CD� ili

��
AB 


��
DC�

Podudarnost parova taqaka je relacija ekvivalencije jer je to i relacija ��
Na osnovu same definicije je par taqaka �A�B	 podudaran paru taqaka �B�A	�
pa je to u stvari relacija na skupu neure�enih parova taqaka �pravih istog
pravca�� Linearne aksiome podudarnosti prostora E� �one koje se odnose na
podudarnost parova taqaka iste prave� su jednostavne posledice odgovaraju�ih
svojstava vektora�

Neprekidnost� mno
e�e vektora i realnih brojeva�

Neprekidnost u E� uvodimo kao u �
� aksiomama IV � �Arhimedova aksioma� i
IV 
 �Kantorova aksioma�� �Definicija � omogu�uje da prihvatimo formulaciju
aksiome IV � iz �
���

Aksiome IV � i 
 omogu�uju da se� kao u svim standardnim k	igama osnova
geometrije� na pravoj �a time i na pravama istog pravca� uvede mere�e du�i�
Ovo mere	e se sla�e sa prethodno uvedenim mno�e	em vektora i racionalnih

brojeva� tj� ako je
��
AB 
 k �

��
CD� k � Q� tada je AB 
 jkj � CD� �Kao xto je

uobiqajeno� meru du�i oznaqavamo isto kao i samu du���

Za svaku du� AB� A �
 B� svaki pozitivan realan broj k� i svaku taq�
ku C� na pravoj p k AB� C � p� postoje taqno dve taqke D�� D� takve da je
CD� 
 CD� 
 k �AB� Ovo svojstvo nam daje definiciju proizvoda realnog bro�

ja i vektora� Naime� k �
��
AB je onaj od vektora

��
CD��

��
CD� koji je istog smera kao

vektor
��
AB� a ��k	 �

��
AB je onaj drugi� I ova operacija se sla�e sa prethodno

definisanom operacijom mno�e	a vektora i racionalnog broja� tj� operaciju
mno�e	a vektora i racionalnog broja smo proxirili na operaciju mno�e	a
vektora i realnog broja� Osobine ��	���	 za mno�e	e vektora i realnog broja
slede direktno iz osobina mere	a du�i� a osobina ��	� odnosno Talesova teore�
ma� se jednostavno dokazuje primenom Talesove teoreme za racionalne brojeve i
aksioma neprekidnosti�

Kako osobine ��	���	 vrede za proizvo�ne realne brojeve m�n i proizvo�ne
vektore u� v� to je V � vektorski prostor nad R� Time je postignut ci� koji smo
sebi postavili na poqetku ovog poglav�a� tj� pokazano je da je aksiomatska teo�
rija zasnovana na aksiomama ��dimenzionog euklidskog prostora E� bez aksioma
podudarnosti nixta drugo do aksiomatska teorija afinog prostora R�

af �
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Napomena� Ravanske aksiome euklidske geometrije nisu �bez aksioma po�
dudarnosti� dovo�ne za definiciju vektora� Ako u R� ��proglasimo� da za k � �
prave imaju jednaqine

y 


�
k�x� a	� za x � a�

�k�x� a	� za x � a�

a ostavimo jednaqine pravama x 
 c� y 
 c i y 
 k�x�a	� k � �� dobijamo model
e�afine ravni �vidi ��� str� 

��� U ovom modelu� me�utim� za taqke A 
 ���� �	�
B 
 ������	� C 
 ��� �	� D 
 �����	� E 
 ��� �	 i F 
 ��� �	 ne vredi teorema ��
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