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MNO�E�E U SKUPU Q�
��

�

�� Ovaj qlanak produ�uje izlaga�e iz dva prethodna qlanka� V� Mi�i��
�� Vukovi�� Nastava matematike XXXVIII� � i V� Mi�i�� Nastava matema�
tike XXXVIII� �� a bi�e tako	e posve�en intuitivnom poima�u nenegativnih
racionalnih brojeva� Nastoja�emo� pre svega� da damo intuitivnu osnovu ope�
racijama mno�e�a i de
e�a u Q�

� � podstiqu�i formira�e shema koje doprinose
spoznava�u pojmova� Izrazi kao ��razde
iva�e veliqine�� ��odnos veliqina� i
sl� koriste se u ci
u opisiva�a tih shema u konkretnim situacijama� qijim
apstrahova�em se vezujemo za te sheme� Ovo istiqe znaqaj tih izraza � iako
oni nisu matematiqki� tj� formalni termini�

Kad vidimo na m mesta po n elemenata i �elimo da utvrdimo broj tih
elemenata� mi reagujemo mno�e�i i pixemo m �n� Izra�avaju�i ovu intuitivnu
situaciju u terminima skupova� m � n je broj elemenata skupa koji je unija m

disjunktnih skupova od kojih svaki ima po n elemenata�
Izgleda nam najprirodnije ovu istu situaciju vezati za intuitivno osmi�

x
a�e mno�e�a u skupu Q�

� �

Sl� �

�� Na situaciju prikazanu na slici � reaguju�i sabira�em� pisali bismo
�

�
�

�

�
�

�

�
� xto� produ�uju�i pravilo zapisiva�a zbira jednakih sabiraka uN�

mo�emo oznaqiti i sa � �
�

�
� tj� pisati

�

�
�

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

S druge strane� na slici vidimo na tri mesta po
�

�
� pa ukupnu koliqinu ozna�

qavamo sa � �
�

�
� Ukupan broj petina je � � �� zbog toga tu koliqinu mo�emo



Mno�e�e u skupu Q�

� ��

izraziti razlomkom
� � �

�
� Poxto isto znaqe�e povlaqi izjednaqava�e oznaka�

imamo ��jednakost�

� �
�

�
�

� � �

�
�

Primer� Ode
e�e od �� uqenika je na izletu� U paket�u�ini svaki od �ih

ima po
�

�
table qokolade� Koliko je tabli qokolade razde
eno uqenicima�

Svaki od �� uqenika ima po
�

�
table� pa je to ukupno �� �

�

�
tabli qokolade�

Broj petina je �� � � � ��� xto znaqi da je ukupno razde
eno
��

�
� �� tabli�

Ovakvim primerima indukujemo pravilo mno�e�a prirodnog broja i raz�
lomka u vidu

k �
m

n
�

k �m

n
�
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�� Vratimo se na sliku � upotpu�avamo je na naqin koji prikazuje slika
�� Na �oj prikazane isprekidane linije podstiqu novo sagledava�e situacije�

Uoqavamo da osenqeni delovi qine
�

�
od ukupno � �qokolade�� ako se podela

vrxi du� tih linija� Videli smo da je to� bez �ih� � �
�

�
� Na taj naqin ��

�

�
od

�� izra�avamo sa � �
�

�
�a to je

	

�
��

Ovakvim primerima reqenicu ��
m

n
od k� vezujemo za mno�e�e� tj� izraz k �

m

n
�

Dakle� reqenice ��na k mesta po
m

n
� i ��

m

n
�ti deo od k� imaju isto znaqe�e i

vezujemo ih za isti izraz k �
m

n
� �

k �m

n
��

Smisao koji na ovaj naqin dajemo mno�e�u prirodnog broja i razlomka
proxiri�emo na sluqaj mno�e�a dva razlomka�

	� Poqnimo pita�ima�


I� Koliko je ��
�

�
od

�

�
� �


II� Koliko je ��
�

�
od

�

�
� �
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Odgovore �emo skicirati slu�e�i se slikama kojima mo�emo davati i neko
stvarno znaqe�e �tabli qokolade ili sl���
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�
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Uoqavamo da je celina izde
ena na � �� � �� delova� Izdvojena su � �� �  dela�

pa je to
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�


II�

�

�
��
�

�
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Celina je izde
ena na � � � � �� delova� a izdvojeno je � � � � 	 delova� To

je
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�
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�
od
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�
� �emo pisati kao izraz
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�
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�
� a jednaqe�i� da
e kao
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� � �
�
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Isto tako ��
�

�
od
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�
� zapisujemo i jednaqimo ovako
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Prime�ujemo da je � � � � � � � i � � � � � � �� pa ��
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� pixemo kao
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Mno�e�e u skupu Q�
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Ovakvim primerima indukujemo pravilo zapisiva�a ��
m

n
�ti deo od

p

q
� sa

m

n
�
p

q

i ka�emo da je to
m � p

n � q
� odnosno pixemo

m

n
�
p

q
�

m � p

n � q
�

Operaciju oznaqenu sa �� � � proglasimo mno�e�em razlomaka i ka�emo da je
formula

m

n
�
p

q
�

m � p

n � q

pravilo mno�e�a� Mo�emo ga iskazati reqima� mno�e�em dva razlomka dobi�
jamo razlomak qiji je brojilac jednak proizvodu brojilaca a imenilac jednak
proizvodu imenilaca ta dva razlomka�


� Slede�i korak mora biti provera pravila koja su va�ila za mno�e�e
u skupu N�� Mix
e�a smo da pri tome treba kombinovati �ihovo indukova�e
ve� opisanim putem �formira�em odgovaraju�ih shema i neposrednim izraqu�
nava�ima� sa izvo	e�em tih pravila u opxtem sluqaju primenom pravila u N��
Prikaza�emo to na primerima distributivnog zakona �prvi pristup�� komuta�
tivnog i asocijativnog zakona �drugi pristup��

Izraqunajmo prvo proizvod
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Izraqunajmo zatim zbir proizvoda
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Poslu�imo se slikom �sl� �� na kojoj su dve koliqine� uslovno� razdvojene

neprekidnom linijom p� ��Levo� od te linije imamo ��
�

�
od

�


�� a ��desno� od �e

��
�

�
od

�

�
�� pa je to zajedno ��
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�
od

�


� i ��
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od
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� Ako ne vodimo

raquna o liniji p� imamo ��
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od
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� Poxto se radi o istim

koliqinama� to su ovi brojevi jednaki� pa pixemo
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xto smo ranije� izraqunava�em� proverili� Na taj naqin indukujemo distribu�
tivni zakon
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Iz jednakosti
m
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n � q
�
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q � n
�

p

q
�
m

n

�koristili smo se kommutativnox�u mno�e�a u N�� zak
uqujemo da je mno�e�e
komutativno u Q�

� � Sliqno� jednakosti
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pokazuju asocijativnost uvedene operacije mno�e�a u Q�

� �koristili smo se
asocijativnox�u mno�e�a u N��� Na isti naqin mo�emo izvesti i neka druga

pravila� Na primer� zbog ve� upoznatog pravila skra�iva�a

�
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�� Izraz � � � nema vrednost u skupu N� ali smo mu u skupu Q�

� dali

smisao� Naime� jednaqili smo � � � sa
�

�
� U opxtem sluqaju smo� za m � N��

n � N pisali m � n kao
m

n
�

Podsetimo se da smo� na primer� rexe�e jednaqine �x � 	 nalazili u N po
pravilu x � 	 � �� x � �� Formlano pixu�i �po pravilu rexava�a u N� rexe�e

jednaqine �x � �� nalazimo x � � � �� i to� odnosno
�

�
� zaista jeste rexe�e ove

jednaqine u Q�

� � xto proveravamo mno�e�i u Q�

� � � �
�

�
�

� � �

�
� ��

Generalno� jednaqina

m � x � n� m � N� n � N��

ima rexe�e u Q�

� � x �
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n
� xto proveravamo mno�e�i u Q�
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n
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�
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� n�



Mno�e�e u skupu Q�
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�� Pita�e koliko se puta � sadr�i u �� rexavamo de
e�em �� sa �� dakle
� � � � 	� i nalazimo odgovor da se � sadr�i u �� xest puta� Ako isto pita�e
postavimo za brojeve � i �� nalazimo da se � sadr�i u � xest puta i ostatak

je �� Imaju�i � � � osmix
eno kao
�

�
� mo�emo pisati

�� � � � 	 �
�

�
�

Proverimo da je zaista tako��
	 �

�

�

�
� � � 	 � � �

�

�
� � � � � � � ���

Vra�a�e na de
e�e sa ostatkom u ovom obliku mo�e biti uvod u de
e�e
razlomaka�

� Xta je
�


� �� Koriste�i se naxom shemom �sl� �� predstavi�emo

�


� pa

uzeti peti deo toga� Dobijamo � dela celine razbijene na  � � delova� Dakle�
to je

�

 � �
�

�

��
�

Na taj naqin mo�emo indukovati pravilo de
e�a razlomka prirodnim brojem�

m

n
� p �

m

n � p
�

Sl� � Sl� �

Xta je
�


�
�


� Ovo pita�e mo�emo shvatiti kao� Koliko se puta

�


sadr�i

u
�


� Koriste�i se slikom �sl� �� nalazimo da je oqigledan odgovor ��

Reqenicu ��� se sadr�i u �� zamenimo reqenicom ��odnos brojeva � i ��� Taj
odnos oznaqavamo sa

� � � �
�

�
�

Odnos brojeva�


I� �� i � je �� � � � � �
�

�
� 
II� � i  je  � �� �
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III�  i � je
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�
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Tako� vra�aju�i se na naxe prethodne primere� imamo da je odnos brojeva�
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�� Xta je odnos brojeva
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�
� Dovedimo ova dva razlomka na isti

imenilac� Imamo
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�
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Stoga je �ihov odnos
��
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�
��

��
�

��

��
�

Sad mo�emo pre�i na opxti sluqaj i pitati� xta je odnos brojeva
m

n
i

p

q
�

Dovedimo brojeve
m

n
i

p

q
na zajedniqki imenilac�

m

n
�

m � q

n � q
�

p

q
�

p � n

q � n
�

n � p

n � q
�

Odnos brojeva
m � q

n � q
i
n � p

n � q
jednak je

m � q

n � p
� Sad se izraz

m

n
�
p

q
jav
a kao oznaka

tog odnosa� a izra�en je razlomkom
m � q

n � p
� Na taj naqin indukujemo pravilo

m

n
�
p

q
�

m � q

n � p
�

��� Poveza�emo sada razmatra�a izlo�ena u � sa rexava�em jednaqine

p

q
� x �

m

n
� p� q� n � N� m � N��

Formalno mo�emo pisati

x �
m

n
�
p

q
�

�qime produ�ujemo pravilo rexava�a jednaqina� i odnosu
m

n
�
p

q
mo�emo dati

znaqe�e
m � q

n � p
� Na taj naqin mo�emo de
e�e u Q�

� definisati jednaqe�em izraza

m

n
�
p

q
�

m � q

n � p
�

Primetimo da je
m � q

n � p
�

m

n
�
q

p
� pa jednakost kojom definixemo de
e�e u Q�

�

mo�emo pisati i ovako
m

n
�
p

q
�

m

n
�
q

p
� m � N�� p� q� n � N�

Dakle� deliti razlomkom
p

q
je isto xto i mno�iti �emu reciproqnim razlomkom

q

p
� Ovo svo	e�e de
e�a na mno�e�e jedno je od opravda�a za uvo	e�e pojma

reciproqnog razlomka�



Mno�e�e u skupu Q�

� ��

Primetimo da je sada osnova za rexava�e jednaqina u Q�

� ista kao u skupu
N�� Naime� ako su a� b� c � Q�

� � tada su relacije

a � b � c� a � c � b� b � c � a 
a �� �� b �� ��

ekvivalentne i slu�e i ovde kao veza izme	u operacija mno�e�a i de
e�a�

��� Napomenimo da je Q� � Q�

� n f�g sa operacijom mno�e�a komutativna

grupa� To omogu�uje formalni pristup uvo	e�u razlomaka
m

n
�m � N�� n � N�

koji je oslo�en na pravila o rexava�u jednaqina� Mislimo da to treba da
bude posled�i� a nikako prvi korak u postupku izlaga�a i izgrad�e strukture

Q�� � ��

Na primer�
m

n
je rexe�e jednaqine n � x � m� a

p

q
jednaqine q � y � p� Xta

je x � y� Mno�e�em nalazimo


n � x� � 
q � y� � m � p�

odnosno �primenom asocijativnosti i komutativnosti�


n � q� � 
x � y� � m � p�

Odatle je

x � y �
m � p

n � q
�

Xta je
x

y
� De
e�em nalazimo

n � x

q � y
�

m

p
� tj�

n

q
�
x

y
�

m

p
�

Oznaqimo u �
x

y
� Onda je

n

q
� u �

m

p
�


n � p� � u � m � q�

Dakle�

u �
m � q

n � p
�

m

n
�
q

p
�

S druge strane je

u �
x

y
� x � y �

m

n
�
p

q
�

qime je pokazano da iz oquva�a pravila sledi uvedena definicija de
e�a u Q�

� �

��� Skicirali smo glavne korake kojima osmix
avamo operaciju mno�e�a
i� u vezi sa �ome� operaciju de
e�a u skupu Q�

� � Niz me	ukoraka i pravila
raquna�a i va�nih operativnih postupaka smo izostavili�

Ci
 nam je bio da skiciramo put kojim se prvo razvija znaqe�e �uz pode�
sne prostorne kodifikacije�� pa odatle indukuju pravila i postupci raquna�a�
Takav put� koliko god da je po�e
an� nije uvek izvod
iv u potpunosti� U stvar�
noj nastavi� poxtuju�i ��lex parsimoniae� qesto �emo prednost davati praktiqno
izvod
ivijem pristupu� Na primer� de
e�u razlomaka mo�emo pristupiti for�
malnije� oqekuju�i da �e se u svesti uqenika odgovaraju�a kognitivna shema
formirati kroz odgovaraju�i izbor primera i �ihovo rexava�e�


