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��� BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

�� Informacije o takmiqe�u

Deseta Balkanska matematiqka olimpijada odr�ana je u glavnom gradu Ki�
pra Nikoziji u vremenu od �� do �� maja ����� godine� Na ovom takmiqe�u uqenika
sred�ih xkola uqestvovale su xestoqlane ekipe iz Albanije� Bugarske� Grqke�
Jugoslavije� Kipra i Rumunije� Ekipu Jugoslavije na ovom takmiqe�u qinili
su slede�i uqenici�

�� Gvozdenovi� Nebojxa� uqenik IV razreda Gimnazije ��Svetozar Marko�
vi�� u Subotici�

�� �api� Petar� uqenik III razreda Gimnazije ��Jovan Jovanovi� Zmaj� u
Novom Sadu�

�� Nikoli� Vladimir� uqenik IV razreda Va	evske gimnazije u Va	evu�
	� Ostoji� Darko� uqenik III razreda Gimnazije ��Jovan Jovanovi� Zmaj� u

Novom Sadu�

� Stavrov Iva� uqenica III razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu�
�� Stevanovi� Dragan� uqenik IV razreda Gimnazije ��Svetozar Markovi��

u Nixu�
Rukovodioci jugoslovenske ekipe bili su�

�� Dr Pavle Mladenovi�� docent Matematiqkog fakulteta u Beogradu� ruko�
vodilac ekipe�

�� Mr Predrag Tanovi�� saradnik Matematiqkog instituta u Beogradu� zame�
nik rukovodioca�

�� 
ubica Kiseliqki� profesor matematike iz Subotice�

Uqenici naxe ekipe postigli su slede�e rezultate�

Stevanovi� Dragan osvojio je zlatnu meda	u� �api� Petar� Ostoji� Darko
i Gvozdenovi� Nebojxa osvojili su srebrne meda	e� a Nikoli� Vladimir i
Stavrov Iva su osvojili bronzane meda	e� Prema ukupnom broju osvojenih poena
jugoslovenska ekipa se u nezvaniqnom ekipnom plasmanu nalazi na drugom mestu
iza ekipe Bugarske�

I pored uvo�e�a novih i pooxtrenih sankcija protiv naxe zem	e� Druxtvo
matematiqara Kipra pozvalo je ekipu Jugoslavije da uqestvuje na ��� Balkanskoj
matematiqkoj olimpijadi i posebno pokazalo spremnost da bude doma�in naxoj
ekipi na ovom takmiqe�u�

Putova�e naxe ekipe organizovalo je Druxtvo matematiqara Srbije�
Sve troxkove boravka naxe ekipe na Kipru snosio je organizator takmiqe�

�a� U sponzorisa�u putnih troxkova naxe ekipe uqestvovali su Ministarstvo



�� P� Mladenovi�

prosvete Republike Srbije� Sekretarijat za javne slu�be Nixa� Matematiqki
institut u Beogradu� a najve�i deo sredstava obezbedio je anonimni darodavac
sa Kipra�

Tokom traja�a ��� Balkanske matematiqke olimpijade naxa ekipa je u Ni�
koziji i drugim Kiparskim gradovima i mestima naixla na izuzetno srdaqan
prijem� a uqex�u naxe ekipe data je velika pa��a i u kiparskim sredstvima
javnog informisa�a� Svi uqesnici ��� Balkanske matematiqke olimpijade bi�
li su prim	eni i kod kiparskog arhiepiskopa gospodina Hrizostomosa� Tom
prilikom je gospodin Hrizostomos posebno srdaqno razgovarao sa qlanovima
jugoslovenske delegacije i za�eleo nam svima mir i sre�u�

iri ��� Balkanske matematiqke olimpijade koji su qinili rukovodioci
ekipa jednoglasno je doneo odluku da se organizacija ��� Balkanske matematiqke
olimpijade ����� godine poveri Saveznoj Republici Jugoslaviji� Nama sada
predstoji da se dobro pripremimo za to takmiqe�e� kako bismo slede�e godine
bili dobri doma�ini matematiqkim ekipama balkanskih zema	a�

�� Zadaci

�� Ako su a� b� c� d� e� f realni brojevi za koje va�i

a	 b	 c	 d	 e	 f 
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�a� ��� 	 �b� ��� 	 �c� ��� 	 �d� ��� 	 �e� ��� 	 �f � ��� 
 �����

odrediti maksimalnu vrednost broja f �

�� Pozitivan ceo broj sa decimalnom reprezentacijom

aN � ��N 	 aN�� � ��
N�� 	 � � �	 a� � �� 	 a�

�ai su cifre iz �� ���� zove se ��monoton� ako je aN � aN�� � � � � � a��
Odrediti broj svih monotonih brojeva sa ne vixe od ���� cifre�

�� Neka se krugovi C� i C� sa centrima O� i O�� respektivno� dodiruju spo	a u
taqki �� Neka je� da	e� C krug sa centrom O koji dodiruje krugove C� i C� u
taqkama A i B� respektivno� tako da se centri O� i O� nalaze unutar kruga
C� Zajedniqka tangenta u taqki � krugova C� i C� seqe krug C u taqkama
K i L� Ako je D sredixte du�i KL� dokazati da je �O�OO� 
 �ADB�

	� Neka je p prost broj� a m prirodan broj� m � �� Dokazati da jednaqina

���
xp 	 yp
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ima rexe�e �x� y� �
 ��� �� u skupu pozitivnih celih brojeva ako i samo ako
je m 
 p�

� Vreme za rad � sata i �� minuta�
� Svaki zadatak vredi �� poena�

�� Rexe�a zadataka

�� Iz jednakosti ��� i ��� dobijamo
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 ��a	 b	 c	 d	 e	 f� 
 ���



��� Balkanska matematiqka olimpijada ��

Koriste�i nejednakost izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine dobijamo
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odakle sledi ��a� 	 b� 	 c� 	 d� 	 e�� � �a 	 b 	 c 	 d 	 e��� Kako je
a 	 b 	 c 	 d 	 e 
 �� � f i a� 	 b� 	 c� 	 d� 	 e� 
 �� � f�� to da	e
dobijamo � � ���� f�� � ���� f��� Posled�a nejednakost je ekvivalentna sa
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� Prema tome�

maksimalna vrednost broja f pri datim uslovima jednaka je
��

�
�

�� Neka je A skup svih monotonih brojeva sa ne vixe od ���� cifre i B skup
svih nizova du�ine ���� koji imaju slede�i oblik

�� � � � �� �z � �� � � � �� �z � �� � � � �� �z � � � � �� � � � �� �z �
i sadr�e bar jedan qlan razliqit od nule� �U nekim nizovima mogu se
pojav	ivati samo neke� a ne sve cifre�� Nizovi takvog oblika su �����
kombinacije sa ponav	a�em elemenata �� �� � � � � �� pa je broj elemenata skupa

B jednak

�
���� 	 ��� �

��� �

�
� �� Izme�u skupova A i B postoji bijekcija� pa

sledi da je i broj elemenata skupa A jednak

�
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�
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�� Prvo rexe�e� Neka su M � N taqke u kojima prave A�� B�� respektivno�
seku krug C� sl� �� Tada je O�O� k OM i O�O� k ON � Prema tome� taqkeM �
D� O� N su kolinearne i trougao ABD je trougao qija su temena podno�ja
visina trougla MNP � gde je P presek pravih AN i BM � Poxto je taqka
O sredixte du�i MN � to taqke A� O� D i B pripadaju Ojlerovom krugu
trougla MNP � Na osnovu toga sledi �O�OO� 
 �AOB 
 �ADB�

Sl� � Sl� �
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Drugo rexe�e� Zajedniqka tangenta krugova C i C� u taqki A� zajedniqka
tangenta krugova C i C� u taqki B i zajedniqka tangenta krugova C� i C�
u taqki � seku se u jednoj taqki� �Doka�ite to�� Oznaqimo tu taqku sa S�
sl� �� Tada va�e slede�e jednakosti

�SAO 
 �SDO 
 �SBO 
 ����

Zato taqke S� A� D� O i B pripadaju krugu sa preqnikom SO� pa odatle
sledi �O�OO� 
 �AOB 
 �ADB�

	� Za m 
 p jednaqina ��� prima oblik
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mnogo rexe�a oblika �x� x�� gde je x pozitivan ceo broj�
Obrnuto� pretpostavimo da jednaqina ��� ima rexe�e �x� y�� gde su x i y

pozitivni celi brojevi� Ako je x 
 y� onda ��� prima oblik xp 
 xm�
odakle sledi m 
 p� Razmotrimo sada sluqaj x �
 y� Dovo	no je jox
pokazati da u tom sluqaju jednakost ��� dovodi do kontradikcije� Zaista�
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odakle induktivno dobijamo da za svaki ceo broj n � � va�i nejednakost
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� Kako za brojeve x i y po pretpostavci va�i jednakost
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pa odatle dobijamo m � p� Neka je �x� y� 
 d� x 
 ud� y 
 vd� gde je
�u� v� 
 �� Tada jednakost ��� prima oblik

��� up 	 vp 
 �dm�p
�
u	 v
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Ako x �� y �mod ��� onda je u	v neparan broj i va�i �u	v�m j up	vp� a to
je kontradikcija� jer je m � p� Prema tome� u i v su oba neparni brojevi�
Pretpostavimo da je u 	 v 
 ��t� gde je � � � i t neparan broj� U tom
sluqaju� za p 
 � imamo

��� u� 	 v� 
 ���t� v�� 	 v� 
 ���t� � ����tv 	 �v��

a za p � � dobijamo
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���


 ��t

�
���t�p�� �

�
p

�

�
���t�p��v 	 � � � �

�
p

p� �

�
��tvp�� 	 pvp��

�
�

gde je pvp�� neparan broj� Iz jednakosti ��� i ��� sledi da stepen broja
� u kanonskoj reprezentaciji broja up 	 vp nije ve�i od �� Kako je stepen
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dvojke u desnoj strani jednakosti ��� ve�i ili jednak �����m	�� to sledi
nejednakost

��� �� � ��m	 � � ��

Kako je m � p � �� to iz nejednakosti ��� sledi � 
 �� Prema tome�
u	 v 
 �t� gde je t neparan broj i t � �� a jednakost ��� prima oblik

��� ��t� u�p 	 up 
 �dm�ptm�

Poxto je �u� v� 
 �� to sledi da je i �u� t� 
 �� pa iz jednakosti ��� sledi
da je p �
 �� Prema tome� p je neparan broj� a jednakost ��� prima oblik
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�
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Jednakost ��� mo�emo zapisati u slede�em pogodnijem obliku�
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Iz jednakosti ���� sledi da t j p� Prema tome� t 
 p � �� Poxto je p prost

broj� to sledi p j

�
p
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�
� Zato su svi sabirci u jednakosti ����� razliqiti od

�pup��� de	ivi sa p�� a sabirak �pup�� nije de	iv sa p�� Kontradikcija�

	� Napomene

iri je zadatke predlo�ene na takmiqe�u klasifikovao po te�ini na sle�
de�i naqin� prvi � lak� drugi � lak� tre�i � sred�e te�ine� qetvrti � te�ak�
Rezultati naxih uqenika po zadacima bili su slede�i�

Ime uqenika � � � � � meda	a
�api� Petar �� �� � � �� srebro

Gvozdenovi� Nebojxa � �� � � �� srebro
Nikoli� Vladimir �� � � � �� bronza
Ostoji� Darko �� �� � � �� srebro
Stavrov Iva � � � � �� bronza

Stevanovi� Dragan �� �� �� � �� zlato
� �� �� �� �� ���

Slab rezultat naxih uqenika na zadatku � mo�e se opravdati te�inom tog
zadatka� Me�utim� relativno slab rezultat i na zadatku � treba� verovatno�
objasniti neadekvatnom priprem	enox�u za rexava�e geometrijskih zadataka�
O tome bi svakako trebalo voditi raquna prilikom organizova�a priprema za
slede�e cikluse takmiqe�a�


