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U svom nedavnom qlanku ���� posve�enom nastavi matematike� jedan od bri�
�antnih matematiqara danax	ice� dobitnik Fildsove meda�e� topolog i geo�
metar Vilijem Terston tvrdi da je nastava matematike u neprihvat�ivo loxem
sta	u
 I mada se 	egova konstatacija odnosi na Ameriku� razlozi koje navodi
su univerzalni i pomenuta tvrd	a se mo�e odnositi i na nas
 Ovde �u pokuxati
da dam jedno vi�e	e predmeta� ci�eva i principa nastave na prvim godinama
studija matematike


Poqnimo od predmeta i ci�eva nastave matematike
 Bez upuxta	a u filo�
sofske rasprave o 	enom predmetu� mo�emo se slo�iti da matematika prouqava
matematiqke strukture
 Ona je ��intuitivna� realna� xiroka i visoka
 ����

Terston je upore�uje sa skelama� qija struktura je povezana ne samo vertikalno
i horizontalno� ve� i unakrsno
 Matematika je jedinstvena i ne trpi podelu na
nepovezane discipline
 Svaka podela je samo uslovna a veze su mnogostruke i
duboke
 Citiram Kostrikina i Ma	ina ���� str
���

��Tradicija u predava	u dovodi do sekcira	a �ivog tela matema�
tike na izolovane organe koji se onda moraju vextaqki odr�avati u
�ivotu
 � � � Mi smo u k	izi �eleli da izrazimo i nove tendencije
sinteze matematike kao sredstva za istra�iva	e spo�nog sveta



Pored osnovnih zna	a� taj ose�aj jedinstva matematike je ono najva�nije
xto student mora ste�i tokom svojih studija
 Insistira	e na mnoxtvu klasi�
qnih metoda i tehnika koje� pre svega u algebri i analizi� jox uvek postoji u
naxim matematiqkim studijama� predstav�a arhaiqni ostatak proxlosti kada
se matematika uqila kroz ��matrice� kriterijume konvergencije i recepte za re�
xava	e diferencijalnih jednaqina
 Takav� ��farmaceutski
 pristup mora biti
zame	en pristupom predava	u matematike kao nauke o matematiqkim struktu�
rama� sa potencira	em mnogobrojnih veza izme�u struktura i jedinstva raznih
matematiqkih disciplina� pre svega geometrije� topologije� analize i algebre�
u qemu� naravno� moraju imati velikog udela i primene
 Ostav�aju�i po strani
primene u numeriqkoj matematici i u raqunarstvu� upravo na po�u primena u
teoretskoj fizici posled	ih je godina doxlo do prave revolucije
 Danas smo u
situaciji da diplomirani fiziqari bo�e ose�aju jedinstvo matematike �geome�
trije� topologije� algebre i analize� nego diplomirani matematiqari
 Zad	i

�Tekst predstav�a proxirenu verziju predava�a koje je autor odr�ao na Republiqkom

seminar o nastavi matematike i raqunarstva ��� ��� ���	�
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je qas da se to promeni
 Osnovni ci� nastave matematike ne sme biti kvanti�
tet� ve� kvalitet dobijene informacije� dovo�no dobro shva�eni osnovni poj�
movi� neprenatrpanost drugostepenim deta�ima
 Isto tako� va�an ci� je razvoj
opxteg mix�e	a� logiqkog zak�uqiva	a i argumentacije� matematiqke intui�
cije
 Kako ka�e Terston� ��nastava koja postav�a pred sebe uske ci�eve u stvari
zaglup�uje

 Mnogo je bo�e ako studenti koriste svoj puni intelekt
 Nastavnik
treba studentu da pribli�i intelektualno zadovo�stvo bav�e	a matematikom�
��leteti tamo gde smo do tada hodali�
 ����


Razmotrimo nastavu na prvoj godini studija
 Opxte je poznato da razvoj
nauqne matematike svoje poqetke ima u helenskoj Grqkoj
 Kruna tog razvoja
je nesum	ivo Euklidovo delo ��Elementi
 u kome je sistematski i deduktivno
izlo�ena geometrija prostora u kome �ivimo na bazi pojmova taqke� prave i
ravni
 To delo je ostavilo jedinstveni trag u �udskoj civilizaciji� utiqu�i
ne samo na naqin izlaga	a geometrije� ve� i nauke uopxte pa i na sam naqin
mix�e	a �udi u ova dvadesettri veka koliko nas deli od Euklida
 I dan da�
nax	i� geometrija koja se predaje �acima u xkolama xirom sveta je u svojoj
suxtini� a i u naqinu izlaga	a� upravo ta� Euklidova geometrija
 Koordina�
tnu metodu u geometriji uveli su Dekart i Ferma
 Glavna ideja analitiqke
geometrije Dekarta je da se geometrijski oblici kvantitativno opixu jednaqi�
nom koja izra�ava funkcionalnu zavisnost koordinata zajedniqku za sve taqke
tog ��lokusa

 Dugi niz decenija je Dekartov koordinatni metod zajedno sa opi�
som elementarne geometrije euklidskog prostora i krivih i povrxi drugog reda
u 	emu predstav�ao osnovu univerzitetskog kursa tzv
 ��Analitiqke geometri�
je

 Takav kurs se i da�e dr�i na mnogim tehniqkim fakultetima� gde je glavni
ci� nauqiti studenta da analitiqki rexava neke geometrijske probleme�
 Na�
ravno� i za danax	eg studenta matematike va�no je da ume da koristi tu metodu�
bez toga nema nikakvog da�eg rada
 Ali nije samo koordinatna metoda ono xto
treba da nauqi


Ci� danax	e nastave geometrije za matematiqare je da uspostavi qvrstu
vezu izme�u pojmova elementarne geometrije koje student donosi sa sobom iz
prethodnog xkolova	a po obrascu Euklidovih ��Elemenata
 s jedne strane� i
pojmova transformacija prostora koje sa sobom nose strukturu grupe s druge
strane� u duhu Erlangenskog programa Feliksa Klajna
 Analitiqka geometrija�
kao prva faza ove nastave� treba da ostvari sintezu intuitivnih geometrijskih
pojmova taqaka i vektora u pojmu afinog prostora� da da koordinatnu inter�
pretaciju afinih prostora i transformacija na bazi prethodno usvojenih poj�
mova koordinata u vektorskom prostoru i da razjasni strukturu grupe afinih
transformacija
 Da�e� treba da uvede metriqke pojmove � rastoja	a� du�ine�
uglove � u afinu geometriju na bazi euklidskih prostora
 Osim toga� treba
da da osnovu pojmova krive i povrxi i 	ihovih jednaqina kao i da klasifikuje
hiperpovrxi drugog reda u afinoj i euklidskoj geometriji


Radi pravilnog rasporeda materijala i akcenta na neraskidivoj vezi iz�

�

Analitiqki� nije dobra req
 ve� je to pre 

algebarski�
 ali je termin 

algebarska

geometrija� rezervisan za teoriju koja predstav�a dalekose�nu nadgrad�u naxe 

analitiqke

geometrije��
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me�u geometrije kao suxtine pojmova i algebre kao sredstva za laku i taqnu
analizu geometrijskih predstava� kao i radi lakxeg usvaja	a od strane stude�
nata� neophodno je da pre ili jox bo�e uporedo sa kursem analitiqke geometrije
teqe kurs linearne algebre
 Kako ka�u Jefimov i Rozendorn ���� str
����

��Geometrijski karakter terminologije i osnovnih pojmova linear�
ne algebre odra�ava 	enu vezu sa geometrijom
 I vixe od toga� line�
arna algebra i analitiqka geometrija su toliko tesno povezane da je
texko povu�i oxtru granicu izme�u 	ih
 Tome mi i ne te�imo



Predmeti ��Linearna algebra
 i ��Analitiqka geometrija
 za studente ma�
tematike na Matematiqkom fakultetu u Beogradu se predaju na prvoj godini
studija� i to linearna algebra sa � qasa u prvom i � u drugom semestru� a
analitiqka geometrija sa � qasa samo u drugom semestru�
 Nekoliko reqi o
nastavnim planovima ovih kurseva
 U linearnoj algebri posle prvog dela o
grupama� polinomima i brojevima�� zatim matrica i determinanti� pa teorije
vektorskih prostora uk�uquju�i bazu� dimenziju i koordinate� sledi izlaga	e
strukture endomorfizama� �ordanova normalna forma i kvadratne funkcije

Najzad� kurs se zavrxava euklidskim odnosno unitarnim vektorskim prostorima
i strukturom odgovaraju�ih operatora
 Za to vreme u analitiqkoj geometriji
se izla�e afina� a zatim euklidska geometrija da bi se zavrxilo klasifika�
cijom kvadrika i analizom krivih i povrxi drugog reda
 Ovakav raspored ima
svoje mane
 Zbog nedovo�nog fonda qasova u kursu linearne algebre se obiqno
ne mo�e pre�i ceo nastavni plan� a u kursu analitiqke geometrije za klasiqno
izlaga	e koordinatne metode fond je prevelik
 Ukoliko se to� me�utim� treti�
ra kao jedinstveni kurs unutar koga se vrxi preraspodela gradiva� dolazimo
do dobrih rezultata
 Pri tome se posti�e vixe pedagoxkih ci�eva� sopstvene
vrednosti operatora dobijaju svoj geometrijski sadr�aj� euklidska teorija se
predaje tamo gde joj je i mesto i iz 	e se izvode klasiqni pojmovi analitiqke
geometrije� izlaga	e o kvadrikama dolazi na kraju� posle opxteg istra�iva	a
bilinearnih i kvadratnih funkcija� a �ordanova normalna forma se mo�e za�
vrxiti �xto obiqno nije sluqaj�
 Za kurs je potrebno elementarno predzna	e o
skupovima� funkcijama i relacijama� elementarne funkcije �polinomi� trigono�
metrija� i poznava	e i rad sa kompleksnim brojevima
 Sve ovo spada u nastavne
planove proseqnih sred	ih xkola
 Pa ipak� s obzirom da je upu�en studentima
matematike� kurs treba da postavi pred sluxaoca relativno visoke zahteve i
tra�i odre�eni matematiqki potencijal
 Radi se u stvari o delovima jedin�
stvenog kursa koji je prirodno zvati ��Linearna algebra i geometrija

 Ovakav
kurs koji na prvoj godini studija realizuje vezu izme�u geometrije i algebre�
usput upoznaju�i studente sa neophodnim algebarskim tehnikama� trebalo bi da
se u drugoj godini prirodno nastavi u kurs koji ostvaruje da�u vezu izme�u
geometrije i analize i koji bi se mogao zvati ��Diferencijalna geometrija



�Polako se uspostav�a praksa da se analitiqka geometrija predaje sa � qasom u prvom i 


qasa u drugom semestru
 xto je mnogo bo�e i dopu�uje se na taj naqin sa linearnom algebrom�
�Neki kolege osporavaju nu�nost takvog uvodnog dela
 ali mislim da nijedan ozbi�an

argument protiv toga ne stoji� Naprotiv
 bez tog uvodnog dela svaki razgovor o matematiqkoj

zasnovanosti
 koherentnosti i konceptualnom razumeva�u kursa je bespredmetan�



O nastavi linearne algebre i analitiqke geometrije ��

U�benik ��� je skromni prilog autora procesu formira	a koherentnije koncep�
cije nastave linearne algebre i analitiqke geometrije u naxoj sredini
 Da bi
moj kredo bio sasvim jasan� navex�u dva du�a citata koji ga dobro izra�avaju


��Euklidska geometrija u analitiqkoj interpretaciji i linearna
algebra euklidskih vektorskih prostora su identiqne po svom suxtin�
skom matematiqkom sadr�aju
 � � � Algebra i geometrija u matematici
predstav�aju pravi primer jedinstva suprotnosti
 Analitiqka geo�
metrija omogu�uje objedi	ava	e delova algebre i geometrije� a da se
pri tome ni algebra ne gubi u geometriji� ni geometrija u algebri
 � � �
Predmet ovih predava	a je Linearna algebra i analitiqka geometri�
ja
 Akcenat je stav�en na aksiomatsko�deduktivnu izgrad	u linearne
algebre
 Zbog identiqnosti suxtine matematiqkih sadr�aja linear�
ne algebre i analitiqke geometrije nije neophodno paralelno graditi
deduktivnu teoriju analitiqke geometrije
 Svaki rezultat linearne
algebre ve� ima i geometrijsko znaqe	e
 Zadatak predavaqa je da da od�
govaraju�u interpretaciju� pomo�u geometrijskih predstava i ve�bi


���� str
����

��Od samog poqetka izlaga	e je aksiomatsko� a geometrijska intui�
cija se koristi propedeutiqki
 Iz jasnih razloga� me�u mnogobrojnim
mogu�im sistemima aksioma izabrana je ��vektorsko�taqkasta
 aksioma�
tika poreklom od Vajla
 Time se objax	ava dosad neuobiqajeno rano
uvo�e	e opxteg pojma vektorskog prostora
 Iskustvo pokazuje da stu�
denti po pravilu nemaju texko�a sa usvaja	em ovog materijala
 � � �
Analitiqka geometrija� o kojoj govori ova k	iga� ne predstav�a neka�
kvu odre�enu oblast matematike� ve� predmet �kurs� sa promen�ivim
sadr�ajem� koji se koncentrixe oko pojma koordinata
 � � � Pre nego xto
pre�emo na analitiqku geometriju tj
 koordinate� uvodimo u geome�
triju pouzdanu aksiomatsku osnovu
 Obiqno se aksiomatsko zasniva	e
elementarne geometrije sprovodi u duhu Euklida na pojmovima taqke�
prave i ravni
 Kako pokazuje iskustvo� to dovodi do priliqno slo�ene
aksiomatike sa dvadesetak aksioma koja se� xto je i najgore� ne koristi
nigde vixe u matematici� ni potpuno ni delimiqno
 Mnogo praktiqni�
ja i jednostavnija aksiomatika se dobija ako se za osnovni pojam uzme
pojam vektora
 Pojednostav�e	e nastaje za raqun toga xto vektorska
aksiomatika koristi teoriju realnih brojeva� qiji se veliki deo u te�
orijama euklidskog tipa mora ponovo izvoditi
 Sem toga� delovi ove
vektorske aksiomatike igraju u savremenoj matematici izuzetno va�nu
ulogu i 	ih student mora nauqiti pre ili posle
 Na taj naqin� za�
sniva	e geometrije na pojmu vektora omogu�uje nam da jednim udarcem
ubijemo dve muve

 ���� str
��

Ovde dolazimo do slede�eg problema u nastavi matematike � zasniva	a
geometrije
 Svakako je neophodno da matematiqari u toku svojih studija quju
naqin izlaga	a geometrije zasnovan na savremenoj aksiomatskoj obradi klasi�
qnog Euklidovog pristupa � na primer na Hilbertovoj aksiomatici
 Me�utim�



�� A� Lipkovski

diskutabilan je momenat u kome se to kod nas radi � druga godina studija� kao
i znaqaj koji se tom izlaga	u pridaje
 Po mom ube�e	u� to ne treba da bu�
de prvi stepen stica	a strogo zasnovanih geometrijskih zna	a� ve� posled	i�
stepen koji treba da poka�e istorijski aspekt razvoja geometrije� kao i da iz�
gradi jednu aksiomatsku teoriju duha sasvim drugaqijeg od algebarskih teorija
sa kojima su se studenti upoznali u prethodnom toku studija
 Pomenuta Po�
stnikov�eva argumentacija je vrlo jasna po tom pita	u
 Gledano hronoloxki�
aksiomatski zasnovana sintetiqka geometrija je prva strogo zasnovana matema�
tiqka disciplina� mo�e se re�i prototip aksiomatske metode u matematici

Me�utim� insistira	e na ovakvom uvo�e	u geometrije u toku studija nasil�
no otkida vitalnu granu geometrije iz stabla matematike� vextaqki je izoluje
od ostalih matematiqkih disciplina� a ima i efekat odbija	a studenata od
geometrije kao neqeg arhaiqnog i okoxtalog
 Svakako da to nije tako i da je
geometrija u stvari naj�iv�a� mo�e se re�i glavna grana matematiqkog stabla

Ci� nastave geometrije mora biti upravo da se to poka�e studentima � mno�
gostranost i va�nost geometrije kao matematiqke discipline� a ne kao primera
stroge aksiomatizacije
 Naravno� i sintetiqka geometrija je jedna od znaqajnih
disciplina te �ive� mnogostrane geometrije� ali nije i najzgodnija za prezen�
taciju primarnih geometrijskih sazna	a studentima na drugoj godini studija

U 	oj ne dolazi do izra�aja strukturni� unificiraju�i aspekt matematike kao
nauke o matematiqkim strukturama koje me�usobno imaju mnogo zajedniqkog� taj
strukturni aspekt koji je postao centralan u savremenoj matematici
 Svakako�
potrebno je imati u vidu i opasnost od druge krajnosti u nastavi geometrije�
	eno utapa	e u algebri� xto bi bilo kraj	e loxe
 Kako ka�e Frojdental �����

��Geometriju ugro�avaju dogmatske ideje o matematiqkoj strogosti

One se manifestuju na dva naqina� guta	e geometrije u matematiqkom
sistemu kao xto je linearna algebra� ili dav�e	e geometrije krutom
aksiomatikom
 Stoga geometriji ne preti jedno� ve� dva zla
 Izlaz koji
preostaje je duboko more
 To je bezbedan izlaz ako znate da plivate
 U
stvari� geometriju i treba uqiti upravo kao pliva	e



�eleo bih da pomenem osnovne ci�eve koji se postav�aju pred kurseve na
prvoj godini studija matematike
 Pored kursa ��Linearna algebra i geometri�
ja
� sa glavnom idejom linearnosti i koordinatizacije� tu je i kurs ��Analiza

qija je glavna ideja graniqni proces i neprekidnost
 Najzad� mora biti prisu�
tan i kurs ��Raqunarstvo
� qija glavna ideja u ovoj etapi studija treba da bude
algoritamski pristup problemima� kao i efektivan rad na raqunaru
 Problem
nastave raqunarstva zahteva posebnu� dub�u analizu
 Ovde bih samo pomenuo
grexku koja preti kod rasprave o matematiqkim zna	ima neophodnim studenti�
ma raqunarstva �i drugih matematici bliskih disciplina�
 Kako ka�e Kud�
rjavcev ���� ta zna	a se ne mogu odrediti sa qisto pragmatiqne taqke gledixta�
ne vode�i raquna o unutrax	oj logici same matematike
 Na taj naqin bi iz
Terstonove skele bili izvuqeni va�ni elementi� xto dovodi do ruxe	a cele
zgrade


Dolazimo do principa na kojima se mora bazirati realizacija postav�enih
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ci�eva nastave
 Najva�niji princip mora biti� poqeti od najjednostavnijeg

Izlaga	e mora biti prosto� jasno i razumno strogo
 Umesno je setiti se Hil�
bertovih saveta Hermanu Vajlu kada je ovaj poqi	ao svoju karijeru nastavnika�
poqni od najjednostavnijeg� ne dozvoli da raqunica na tabli pre�e nivo tablice
mno�e	a
 Svoja predava	a o obiqnim diferencijalnim jednaqinama Hilbert bi
poqi	ao ispisiva	em jednaqina

y�� � �� y�� � y � �

i govorio� Gospodo� na ovim jednaqinama mo�ete nauqiti svu teoriju i qak
uvideti razliku izme�u zadataka sa poqetnim i graniqnim uslovima ���
 Po�
stoji priliqno rasprostra	en stil izlaga	a matematike na studijama� stil od
opxteg ka posebnom
 Stil koji iz najopxtije strukture koja se izla�e na samom
poqetku postepenim dodava	em uslova i aksioma dolazi do novih� specijalnijih
struktura koje u stvari predstav�aju glavni interes predavaqa i studenata

Takav je recimo pristup algebri od grupoida preko semigrupa� grupa itd� takav
je i pristup geometriji od prve grupe aksioma� apsolutne geometrije� pa postu�
pno do Plejferove aksiome i euklidske �i neeuklidskih� geometrije
 Ovakav
stil ima neke prednosti� pre svega zbog jasno�e koju posti�e u kauzalnoj orga�
nizaciji tkiva matematike� xta iz qega proizilazi
 Me�utim� on ima i mnoge
nedostatke� posebno ako se neumereno prime	uje na prvim godinama studija ma�
tematike
 Kako to vrlo taqno zapa�a Kvodling ����

��Apstrakcija nije hormon koji se mo�e uneti spo�a� ve� ga student
mora razviti sam kao odgovor na odgovaraju�u stimulaciju



Jedan od velikih nedostataka ovog pristupa je xto se najva�nije struktu�
re ostav�aju za kasnije i posve�uje im se relativno ma	e pa�	e
 Sa tim u
vezi je i redosled izlaga	a pojedinih tema
 Psiholoxki najbo�i redosled je
qesto sasvim drugaqiji od logiqki najefikasnijeg
 Svi �emo se slo�iti da u
matematiqkom stablu postoji centralni� najva�niji deo� a postoje i boqne� ma�
	e va�ne granqice
 Na primer� zna	e iskaznog raquna i logiqkih tautologija
ne�e pomo�i studentu da logiqki misli
 Svakako da su polugrupe znaqajan ma�
tematiqki objekt� vredan prouqava	a� ali u procesu uqe	a matematike grupe su
mnogo va�nije
 Isto tako� va�no je znati koje se geometrijske qi	enice mogu
dedukovati samo iz aksioma incidencije� ali je mnogo va�nije da student nauqi
euklidsku geometriju
 Taj centralni deo matematiqkog stabla se mo�e detekto�
vati na osnovu vixe kriterijuma
 Jedan od osnovnih je interdisciplinarnost�
najva�niji su oni objekti� koji se koriste i jav�aju u najve�em broju glavnih
matematiqkih grana
 Drugi kriterijum mogu biti glavni trendovi u savremenoj
matematici� koji se oqituju po radu najznaqajnijih matematiqara naxeg doba� po
dode�enim Fildsovim meda�ama� po preglednim predava	ima na me�unarodnim
kongresima matematiqara itd
 Ci� nastave matematike na redovnim studija�
ma treba da bude da studenta nauqi da radi sa najva�nijim strukturama i�
koliko je mogu�e� pribli�i tim glavnim trendovima matematike
 Poqeti od
va�nih struktura� od centralnih tema� umesto od opxteg ka posebnom� grupe a
ne polugrupe� euklidska geometrija a ne apsolutni prostori� mnogostrukosti a
ne deta�i opxte topologije
 Naravno� stil od opxteg ka posebnom je dobar kod
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kasnijih� sistematskih sintetiqkih izlaga	a� kojima je mesto na poslediplom�
skim studijama


Na kraju bih �eleo da pomenem jednu negativnu pojavu koja postoji u or�
ganizaciji nastave matematike
 Prisutno je veziva	e matematiqkih kurseva za
pojedine nastavnike na osnovu 	ihovih nauqnih oprede�e	a� zatvara	e unu�
tar katedarskih okvira� pa qak i odrica	e drugima kompetencije za predava	e
kurseva iz pojedinih disciplina
 Qesto se prema zanima	u za pita	a nastave
pokazuje sum	iqavost
 Opet Terston� ��nije pametno meriti doprinos matemati�
qara samo 	egovim nauqnim dostignu�ima

 Da li uopxte treba pomi	ati da
bi svaki nastavnik matematike morao biti u sta	u� uz ma	e ili ve�e napore� da
predaje bilo koji kurs na redovnim studijama� Drugo je pita	e organizacione
i pedagoxke opravdanosti takvog postupka
 Ali sigurno je potrebno i veoma
korisno da se u toku svoje nastavne delatnosti svaki nastavnik oproba u pre�
dava	u ve�eg broja redovnih kurseva
 Posebno je opravdan i po�e�an interes
nastavnika za kurseve koji dr�e 	egove kolege
 To mo�e samo pobo�xati opxte
sta	e nastave na fakultetu
 Treba obezbediti bo�u komunikaciju izme�u svih
nosilaca i svih delova obrazovnog sistema
 Kako ka�e Terston� ��U�imo jedan
drugom u uqionice�



Vi�e	e nastave na prvim godinama studija matematike izneto u ovom pri�
logu �e verovatno biti od mnogih osporavano
 Time �e posti�i svoj ci�� da
podstakne razmix�a	e o ovim temama u trenutku kada je pred nama reorganiza�
cija nastavnih planova na Matematiqkom fakultetu
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