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Dr Rade Doroslovaqki

O INVERZNIM TRIGONOMETRIJSKIM FUNKCIJAMA
� NA DRUGI NAQIN�

Po planovima i programima matematike naxih sred�ih xkola izuqavaju se
funkcije� inverzne funkcije� trigonometrijske funkcije� itd� xto se efektivno
u xkolama i radi� Odavde logiqno sledi da se izuqavaju i inverzne trigo�
nometrijske funkcije� Me�utim� faktiqko sta�e stvari je da se to uopxte ne
radi� Qak i naxi najbo�i uqenici koji su uqesnici me�unarodnih matematiq�
kih olimpijada� na jednim pripremama na Pali�u nisu znali odgovor na pita�a

kao xto su arccos

�
cos

�p�

�

�
��� arccos�cos �� ��� arccos�cos �� �� itd� Time su

svi oni� iako su uqenici tre�ih i qetvrtih razreda sred�ih xkola� pokazali da
nemaju skoro ni elementarnih zna�a o inverznim trigonometrijskim funkcija�
ma� Sa druge strane� znaqaj inverznih trigonometrijskih funkcija u metodiqko�
pedagoxkom� pa i struqnom smislu je ogroman� Najlepxi i najkarakteristiqniji
�ponekad i jedini	 primeri za ilustraciju va
nih teorema u raznim oblastima
matematike� crpe se iz skupa inverznih trigonometrijskih funkcija� Ci� ovog
rada je da doprinese u otkla�a�u te praznine u sred�oxkolskom matematiqkom
obrazova�u� xto je da�e od znaqaja za sve one uqenike koji �e i�i na studije
matematike� fizike� tehnike i dr�

�� Osnovne definicije

Prvo �emo dati definicije trigonometrijskih funkcija na jednostavan na�
qin� razum�iv i za uqenike osnovnih xkola� Naravno� te definicije �e biti i
korektne�

DEFINICIJA �� Funkcija sinus� u oznaci sin� preslikava realni broj x �
	
� ��� koji je merni broj luka AB jediniqne kru
nice k� u rastoja�e taqke A
od preqnika kru
nice k kome pripada taqka B� Ako je x � ���� 
�� tada je
sinx � � sin��x�� A ako x �� ���� ��� tada je sinx � sin�x � �k��� gde je k ceo
broj takav da je x� �k� � ���� ��� sl� ��

Znaqi� funkcija sin preslikava skup svih realnih brojeva na skup 	�� � i
ona je periodiqna sa periodom ��� Broj � � ����� � � � je poluobim jediniqne
kru
nice�

�Saopxteno na Republiqkom seminaru o nastavi matematike i raqunarstva ��� ��� �����
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DEFINICIJA �� Funkcije kosinus� tangens i kotangens� u oznakama cos�
tg i ctg� definisane su jednakostima

cosx � sin
��
�
� x

�
� x � R�

tgx �
sinx

cosx
� x � R n

n �

�
� k� j k � Z

o
�

ctg �
cosx

sinx
� x � R n f k� j k � Z g�

Sl� �

Neka su taqke A i B na jediniqnoj kru
nici k sa centrom O� du
ina luka
�
AB neka je x� projekciju taqke A na preqnik kru
nice k kome pripada taqka B
oznaqimo sa C i neka je taqka D ona taqka kru
nice k za koju je �BOD � ���

�du
ina luka
�
BD je ���	 i taqka A pripada luku

�
BD� Neka taqka E pripada

luku
�
BD i neka je du
ina luka

�
DE jednaka x� Projekciju taqke E na polupre�

qnik OD oznaqimo sa F � a na polupreqnik OB sa G� sl� �� Sada je oqevidno

da je cosx � sin���� � x� � sin
�
BE � EG � FO � OC� jer je cela slika si�

metriqna u odnosu na simetralu ugla �BOD� Znaqi� ako je
�
AB � x� tada je

rastoja�e taqke A od preqnika kome pripada taqka B jednako sinx� a od pre�

qnika normalnog na prethodni je cosx� Oznaku
�
AB koristimo i za luk

�
AB i

�egovu du
inu �tj� merni broj luka
�
AB	� Po Pitagorinoj teoremi iz �OCA

sledi sin� x� cos� x � �

Ako je t tangenta u taqki B luka
�

AB i taqka M presek prave t sa pravom
kroz taqke O i A� onda je zbog sliqnosti trouglova OCA i OBM � tgx � BM �
sl� �� Ako je l tangenta kru
nice u taqki D i N presek prave l i prave kroz
taqke O i A� onda je zbog sliqnosti trouglova OCA i NDO� ctg x � DN � sl� ��
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Sl� �

Poznato je da funkcija f ima sebi inverznu funkciju f�� ako i samo ako
je injektivna ���	 funkcija� Kako funkcije sin� cos� tg i ctg oqevidno nisu
injektivne� jer je� na primer� sin��� � sin ����� cos��� � cos������� tg ��� �
tg ���� i ctg ��� � ctg ����� to one nemaju sebi inverzne funkcije� Me�utim� �i�
hove injektivne restrikcije imaju sebi inverzne funkcije� Restrikcija
sin���������� funkcije sin je injektivna� pa ima inverznu koja se oznaqava sa

arcsin �tj� sin��
���������� � arcsin	� Znaqi� arcsin preslikava 	�� � na 	����� ����

�tj� arcsin� 	�� � � 	����� ����	� Analogno� arccos� arctg i arcctg su po de�
finiciji inverzne funkcije redom funkcijama cos������ tg���������� i ctg������ tj�

arccos� 	�� �� 	
� ��� arctg� R� ������ ���� i arcctg� R� �
� ��� sl� ��

Sl� �
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PRIMER ��

arccos

�
cos

�p�

�

�
� arccos

�
cos

p
�

�

�
�

p
�

�
� 	
� ���

arccos�cos �� � arccos�cos��� � ��� � �� � � � 	
� ���

arccos�cos �� � arccos�cos��� ���� � �� �� � 	
� ���

arccos�cos ���� � arccos�cos����� ������ � ���� ���� � 	
� ���

�� Osnovne teoreme i identiteti

TEOREMA �� arccos�cosx� � �x � �k� za neki ceo broj k i za jedan od

znakova � ili �� tako da bude �x� �k� � 	
� ���

Dokaz� Kako je arccos z � 	
� �� za svako z � 	�� �� to je arccos�cos t� � t
samo za t � 	
� ��� Prema tome� da bismo izraqunali y � arccos�cosx�� treba
prona�i takav realan broj y za koji va
e slede�a dva uslova�

�� cosx � cos y�
�� y � 	
� ���

S obzirom da je cos� � cos���� i cos� � cos�� � �k�� za svaki ceo broj k�
to �e tra
eni broj y biti y � �x � �k�� jer je time prvi uslov zadovo�en� a
znak � ili � i broj k biramo tako da �x��k� pripada intervalu 	
� ��� xto je
oqevidno mogu�e za jedinstven izbor znaka � ili � i samo jedan ceo broj k�

PRIMER �� cos�arccosx� � x za svaki realni broj x � 	�� ��

PRIMER �� Nacrtati grafik funkcije f�x� � arccos�cosx��

Sl� �

PRIMER �� sin�arcsinx� � x za svaki realan broj x � 	�� ��
arcsin�sinx� � x samo za x � 	����� �����

PRIMER �� arcsin�sin
p
�� �

p
�� arcsin�sin

p
�� � � � p

�� arcsin�sin �� �
�� ��� arcsin�sin �� � �� � �� arcsin�sin �� � �� � ��

LEMA Za proizvo�ni realni broj x postoji taqno jedan ceo broj k ta�

kav da taqno jedan od brojeva x � �k� i � � �x � �k�� pripada intervalu

	����� �����
Dokaz� Jasno je da postoji samo jedan ceo broj k za koji je x � �k� �

	����� ������ gde je x proizvo�ni realan broj� jer je interval 	����� �����
du
ine ��� I sad ako je x � �k� � 	����� ����� lema je dokazana� a ako je
x� �k� � ����� ������ onda je � � �x� �k�� � 	����� �����
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TEOREMA �� Za proizvo�ni realni broj x va�i

arcsin�sinx� �

�
x� �k�� za x� �k� � 	����� �����
� � �x� �k��� za x� �k� � ����� ������

gde je k ceo broj za koji je x� �k� � 	����� ������
Dokaz� Kako je sinx � sin�x � �k�� � sin�� � �x� �k��� i arcsin�sin�� � �

samo za � � 	����� ����� to je tvr�e�e teoreme taqno� jer

y � arcsin�sinx� �� sinx � sin y � y � 	����� �����

PRIMER �� Nacrtati grafik funkcije f�x� � arcsin�sinx��

Sl� �

TEOREMA �� �	x � R n f ��k � ���� j k � Z g� arctg�tg x� � x � k� �
������ ���� za neko k � Z�

Dokaz� Kako su tangensi leve i desne strane ove jednakosti me�usobno je�
dnaki i kako su brojevi arctg�tg x� i x � k� oba iz intervala ������ ���� nad
kojim je tangens injektivna funkcija� to je teorema taqna�

TEOREMA �� �	x � R n f k� j k � Z g� arcctg�ctg x� � x � k� � �
� �� za
neko k � Z�

Dokaz� Kako su kotangensi leve i desne strane jednakosti me�usobno jednaki
i kako su brojevi arcctg�ctg x� i x � k� oba iz intervala �
� �� nad kojim je
kotangens injektivna funkcija� to je teorema taqna�

PRIMER �� tg�arctgx� � x za svako x � R�
ctg�arcctgx� � x za svako x � R�
arcctg�ctg��p��� � � �p��

PRIMER �� Nacrtati grafike funkcija

f�x� � arctg�tg x�� g�x� � arcctg�ctg x� i h�x� � arcsin�cosx� �v� sliku �	�



� R� Doroslovaqki

Sl� 	

TEOREMA �� Va�e slede�i identiteti�

�� cos�arcsinx� �
p
� x� za x � 	�� ��

�� sin�arccosx� �
p
� x� za x � 	�� ��

�� sin�arctgx� �
xp

 � x�
za x � R�

�� sin�arcctgx� �
p

 � x�
za x � R�

�� cos�arcctgx� �
xp

 � x�
za x � R�

�� tg�arcsinx� �
xp

� x�
za x � ��� ��

�� tg�arccosx� �

p
� x�

x
za x � 	�� � n f
g�

�� tg�arcctgx� �


x
za x � R n f
g�

�� ctg�arcsinx� �

p
� x�

x
za x � 	�� � n f
g�

��� ctg�arccosx� �
xp

� x�
za x � ��� ��

��� ctg�arctgx� �


x
za x � R n f
g�

��� arcsinx� arccosx �
�

�
za x � 	�� ��

��� arctgx� arcctgx �
�

�
za x � R�

��� arccos�sinx� �
�

�
� x za x � 	����� �����

��� arcsin�cosx� �
�

�
� x za x � 	
� ���

��� cos�arctgx� �
p

 � x�
za x � R�
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Sl� 


Dokaz� Doka
imo samo jednakost pod �� jer se ostale sliqno dokazuju� Iz
�OBD 
 �OCA sledi BD � OB � CA � OC� odakle je tg�arccosx� �  �
p
� x� � x i najzad tg�arccosx� �

p
� x�

x
�

TEOREMA 	�

arctgx� arctg y �

���������������
�������������	

arctg
x� y

� xy
� za xy � �

� � arctg
x� y

� xy
� za xy �  i x � 
�

�� � arctg
x� y

� xy
� za xy �  i x � 
�

�

�
� za xy �  i x � 
�

��
�
� za xy �  i x � 
�

Sl� �

Dokaz� Neka je arctgx � arctg y � ���� Tada je x � 
� y � 
 i imamo

situaciju kao na slici �� Kako je arctgx � arctg y � ��� i arctgx �
�

AB�

arctg y �
�
AE� to mora biti

�
AE �

�
BD� a odatle sledi AF � DC� tj� y � DC�

Sada iz �OAG 
 �OAF sledi AG � AO � AO � AF � tj� x �  �  � y � odnosno
xy � � Istim putem u nazad iz xy �  i x � 
 sledi arctgx�arctg y � ���� Ako
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je x � 
 i xy � � tada zbog neparnosti funkcije arctg� na osnovu prethodnog
sledi da je arctgx� arctg y � �����

Zbir arctgx�arctg y � ������ ���� ako i samo ako je xy � � xto je oqevidno
iz razmatra�a sa slike �� I sada iz

�� tg�arctgx� arctg y� �
tg�arctgx� � tg�arctg y�

� tg�arctgx� tg�arctg y�

sledi arctgx � arctg y � arctg
x� y

� xy
� jer je arctgx � arctg y � ������ �����

Ponovo iz razmatra�a sa slike � je jasno da arctgx�arctg y � ����� �� va
i ako
i samo ako je xy �  i x � 
� U tom sluqaju iz ��	 sledi tg�arctgx�arctg y��� �
x� y

� xy
� a odatle je arctgx�arctg y�� � arctg

x� y

� xy
� jer je arctgx�arctg y�� �

������ ����� Analogno se pokazuje da je arctgx�arctg y � ��������� ako i samo
ako je xy �  i x � 
 i da je u tom sluqaju arctgx�arctg y � ���arctg

x� y

� xy
�

PRIMER ��

arctgx� arctg
� x

 � x
�

�
���� za x � ��

������ za x � ��

arctgx� arctg
x� 

x� 
�

� ����� za x � �

����� za x � �

arctgx� arctg


x
�

�
���� za x � 
�

����� za x � 
�

Ovi primeri su posledica teoreme ��

TEOREMA 
�

arcsin
�x

 � x�
�

���
�	
�� � � arctgx� za x � �������

� arctgx� za x � 	�� ��

� � � arctgx� za x � 	����

Dokaz� Ako je sin z� � sin z� i ako su z�� z� � 	����� ����� onda je z� � z��

Neka je sada z� � arcsin
�x

 � x�
i z� � �arctgx� Jasno je da z� � 	����� ���� za

svako x � R� a da bi z� bio iz intervala 	����� ����� mora biti x � 	�� �� pa

je arcsin
�x

 � x�
� �arctgx za x � 	�� �� jer je

sin



arcsin

�x

 � x�

�
�

�x

 � x�
�

sin�� arctgx� � � sin�arctgx� cos�arctgx� � �
xp

 � x�
� p

 � x�
�

�x

 � x�
�

Uzmimo sada da je x � ������� Tada je �� � � arctgx � ������ 
�� pa je zbog

sin



arcsin

�x

 � x�

�
� sin��� � � arctgx� i zbog x � ������� tj� arcsin

�x

 � x�
�
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�� � � arctgx � ������ 
�� taqna jednakost arcsin
�x

 � x�
� �� � � arctgx� Ana�

logno se pokazuje da za x � 	��� va
i jednakost arcsin
�x

 � x�
� � � � arctgx�

jer su tada i leva i desna strana jednakosti iz intervala �
� ����� a sinus leve
i desne strane su jednaki�

PRIMER ��� Na�i sve prirodne brojeve m� n i k� za koje je arctgm �
arctgn � k����

Rexe�e� Na osnovu teoreme �� arctgm� arctgn � ��� za m � n � � a ako

je �m�n� � �� �� tada je arctgm�arctgn � ��arctg
m� n

�mn
� Tako prvi sluqaj

daje rexe�e �m�n� k� � �� � ��� a u drugom sluqaju je arctg
m� n

�mn
�



�
�k�����

odakle sledi
m� n

�mn
� f�� 
� g� Ako je

m� n

�mn
� �� tj� m�n � � � n � �

onda je �m�n� � f��� ��� ��� ��g� pa su ��� �� �� i ��� �� �� jox dva rexe�a� Ako je
m� n

�mn
� 
� onda rexe�a nema� a ako je

m� n

�mn
� � tj� m�n� � � � n� onda

oqevidno opet nema rexe�a� jer su m i n prirodni brojevi� Znaqi� skup svih
rexe�a je f�� � ��� ��� �� ��� ��� �� ��g�

PRIMER ���

arcctgx �

�����
���	

� � arctg


x
� za x � ���� 
��

���� za x � 
�

arctg


x
� za x � �
����

Ovo je posledica teoreme ���� i primera ��

TEOREMA �� Ako za realne brojeve x i y va�i jxj �  i jyj � � tada je

arcsinx� arcsin y �

�

���
�	

arcsin�x
p

� y� � y
p
� x��� za xy � 
 ili x� � y� � �

� � arcsin�x
p

� y� � y
p
� x��� za x � 
� xy � 
 i x� � y� � �

�� � arcsin�x
p

� y� � y
p
� x��� za x � 
� xy � 
 i x� � y� � �

Dokaz� Ako je xy � 
� tada je oqevidno arcsinx � arcsin y � 	����� �����
Lako se pokazuje da je i za x��y� �  tako�e arcsinx�arcsiny � 	����� ����� I
sada� kako su sinusi leve i desne strane jednakosti u prvom sluqaju jednaki �tj�

iznose x
p

� y� � y
p
� x�	� to je tvr�e�e teoreme u prvom sluqaju dokazano�

Sliqno se dokazuje i u ostala dva sluqaja�

TEOREMA �� Ako za realne brojeve x i y va�i jxj �  i jyj � � tada je

arccosx� arccosy �

�
arccos�xy �p� x�

p
� y��� za x� y � 
�

�� � arccos�xy �p� x�
p

� y��� za x� y � 
�

Dokaz� Kako je arccosx � arccosy � 	
� �� za jxj � � jyj �  i x � y � 
 i

kako kosinus i leve i desne strane jednakosti iznosi xy�p� x�
p

� y�� to je
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tvr�e�e u prvom sluqaju taqno� U drugom sluqaju je arccosx�arccosy � ��� ���

i ���arccos�xy�p� x�
p

� y�� � ��� ���� pa je zbog jednakosti kosinusa obeju
strana tvr�e�e taqno i u ovom sluqaju �restrikcija kosinusa nad intervalom
��� ��� je injektivna funkcija�	�

I na kraju poka
imo kako �e nam ova zna�a omogu�iti da doka
emo da je
jedan neodre�eni integral elementarna funkcija�

PRIMER ��� Izraqunati I �

Z
arcsin

�
p
x

 � x
dx�

Ovaj zadatak se nalazi u mnogim zbirkama matematiqke analize� kao na pri�
mer u Demidoviqu� ali je na 
alost u svima �ima dat pogrexan rezultat� O
qemu se� naime� radi� Rexavaju�i ovaj integral metodom parcijalne integracije

�u � arcsin
�
p
x

 � x
� dv � dx	 dolazi se do

I � x arcsin
�
p
x

 � x
� ��

p
x� � arctg

p
x� sgn�� x� � C�

xto jeste taqno nad intervalom �
� � i jeste taqno nad intervalom ����� ali
nije taqno nad �
���� jer dobijena funkcija ima prekid u taqki �� Koriste�i
teoremu � dobija se

I � �x� � arcsin
�
p
x

 � x
� �

p
x� C� za x � �
� ��

I � �x� � arcsin
�
p
x

 � x
� �

p
x� � � C� za x � �����

Da bismo uklonili prekid u taqki � uzmimo da je I � �x � � arcsin
�
p
x

 � x
�

�
p
x� �� C za x � �
� � i I � �x� � arcsin

�
p
x

 � x
� �

p
x� � � C za x � �����

odnosno I � �x� � arcsin
�
p
x

 � x
� ���px� sgn�� x� � C� tj�

I � �x� � arcsin
�
p
x

 � x
� �

q
 � x� �

p
x� C�

xto jeste elementarna funkcija i jeste rexe�e zadatka nad �
����


