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PREBROJAVA�E KONAQNIH SKUPOVA

�� Uvod

Poqe�u ovo izlaga�e� jednim primerom kombinatornog zadatka� a kasnije �u
navesti razlog koji me je naveo da poqnem sa ovim primerom �videti napomenu
na str� ����

ZADATAK� Na koliko naqina se � istih olovaka� � istih svezaka i ��

istih k�iga mogu podeliti trojici uqenika� tako da svaki od �ih dobije
bar jedan predmet svake vrste�

Ovaj zadatak mo	e rexiti uqenik qetvrtog razreda gimnazije� na primer� na
slede�i naqin
 Na slede�oj slici prikazana je podela � istih olovaka trojici
uqenika� tako da prvi uqenik dobije dve� drugi qetiri i tre�i dve olovke�

� � j � � � � j � �

Podela je grafiqki prikazana tako xto su olovke nacrtane� pore�ane u niz i
dvema vertikalnim crtama oznaqena mesta na kojima treba ��prese�i� taj niz�
Na sliqan naqin mo	e biti predstav
ena i svaka druga podela � olovaka� Pri
tome� ima � mesta na kojima mo	e biti postav
ena crta� a od tih � mesta biramo

dva� To se mo	e uraditi na

�
�

�

�
� �� naqina� Analogno� � istih svezaka mogu

se podeliti trojici uqenika na

�
�

�

�
� �� naqina� a �� istih k�iga mogu se

podeliti trojici uqenika na

�
�

�

�
� �	 naqina� Kako svaku podelu olovaka

mo	emo ��kombinovati� sa svakom podelom svezaka i svakom podelom k�iga� to je
tra	eni broj podela olovaka� svezaka i k�iga jednak
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�

�
� �� � �� � �	 � �� �	��

�Predava�e odr�ano na Republiqkom seminaru o nastavi matematike u osnovnoj xkoli�
sred�im xkolama� na vixim xkolama i na fakultetima� ��� januara ����� godine u sekciji za
osnovne xkole�



Prebrojava�e konaqnih skupova �

�� Primeri pebrojava�a konaqnih skupova

Poka	imo pomo�u nekoliko jednostavnijih primera kako se uqeniku osnovne
xkole mo	e pomo�i da rexi zadatak formulisan u uvodu�

PRIMER �� Na koliko naqina se � istih olovaka mo	e podeliti dvojici
uqenika� tako da svaki dobije bar jednu olovku�

Rexe�e� Mogu�ne podele su �
 	� �
 �� � 
 �� � 
 �� �
 �� 	
 �� pri qemu
prvi sabirak uvek oznaqava broj olovaka koje dobija prvi uqenik� Prema tome�
postoji 	 razliqitih podela�

PRIMER �� Na koliko naqina se trojici uqenika mo	e podeliti � istih
olovaka� tako da prvi dobije taqno jednu� a da svaki od ostale dvojice dobije
bar jednu�

Rexe�e� Ako prvom uqeniku damo jednu olovku� onda ostaloj dvojici tre�
ba podeliti � olovaka� a to se prema prethodnom primeru mo	e uraditi na 	

naqina�

PRIMER �� Na koliko naqina se trojici uqenika mo	e podeliti � istih
olovaka� tako da svaki od �ih dobije bar jednu olovku�

Rexe�e zadatka dato je u slede�oj tabeli


Prvi dobija Drugi i tre�i dobijaju Broj podela
� olovku � 
 	� � 
 �� � 
 �� � 
 �� � 
 �� 	 
 � 	 podela
� olovke � 
 �� � 
 �� � 
 �� � 
 �� � 
 � � podela
� olovke � 
 �� � 
 �� � 
 �� � 
 � � podele
� olovke � 
 �� � 
 �� � 
 � � podele
� olovaka � 
 �� � 
 � � podele
	 olovaka � 
 � � podela

Ukupno �� podela

Drugo rexe�e� Osam olovaka pore�amo u niz i u razmacima izme�u olovaka�
kojih ima �� treba postaviti dve ��pregrade� kao na slede�oj slici�

� � � � j � � � � � � � � j � � �

Oznaqimo te razmake brojevima �� �� �� �� �� 	� �� Podela na slici odre�ena je
razmacima � i 	� tj� brojem �	� Sve podele date su slede�im brojevima

��� ��� ��� ��� �	� ���

��� ��� ��� �	� ���

��� ��� �	� ���

��� �	� ���

�	� ���

	��

Tih dvocifrenih brojeva ima ��� pa je i broj podela � istih olovaka trojici
uqenika� tako da svaki od �ih dobije bar jednu olovku� jednak ���
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PRIMER �� Izme�u gradova A i B ima tri direktna puta� izme�u gradova
B i C ima dva direktna puta� a izme�u gradova C i D ima dva direktna puta�

�a� Na koliko naqina se iz grada A mo	e do�u u grad C�
�b� Na koliko naqina se iz grada A mo	e do�u u grad D�

Rexe�e� Oznaqimo puteve izme�u A i B brojevima �� � i �� puteve izme�u
B i C brojevima � i �� a puteve izme�u C i D brojevima 	 i �� kao na slede�oj
slici


�a� Jednostavno mo	emo zapisati sve puteve izme�u A i C� To su
 ��� ���
��� ��� ��� ��� Tih puteva ima 	 � � � �� tj� broj puteva izme�u A i C jednak je
proizvodu broja puteva izme�u A i B i broja puteva izme�u B i C�

�b� Svi putevi izme�u A i D su
 ��	� ���� ��	� ���� ��	� ���� ��	� ���� ��	�
���� ��	� ���� Tih puteva ima �� � � � � � �� tj� broj puteva izme�u A i D jednak
je proizvodu broja puteva izme�u A i B� broja puteva izme�u B i C i broja
puteva izme�u C i D�

PRIMER �� Razmotrimo ponovo zadatak formulisan u uvodnom delu
 Na
koliko naqina se � istih olovaka� � istih svezaka i �� istih k�iga mogu
podeliti trojici uqenika� tako da svaki od �ih dobije bar jedan predmet
svake vrste�

Rexe�e� U primeru � smo videli da se � istih olovaka mogu podeliti
trojici uqenika na �
�
�
�
�
	� �� naqin� Analogno dobijamo da se � istih
svezaka mogu podeliti trojici uqenika na �
�
�
�
�
	
�� �� naqina� a da
se �� istih k�iga mogu podeliti trijici uqenika na �
�
�
�
�
	
�
� � �	

naqina� Analogno kao kod odre�iva�a broja puteva izme�u gradova A i D u
primeru �� dobijamo da je broj podela � olovaka� � svezaka i �� k�iga trojici
uqenika jednak �� � �� � �	 � �� �	��

Napomena� Zadatak iz uvodnog dela i primera � bio je predlo	en na pri�
jemnom ispitu za upis na studije matematike na Matematiqkom fakultetu u Be�
ogradu u junu ����� godine� Na tom ispitu je za �	� mesta konkurisalo oko ���

svrxenih uqenika sred�e xkole� Oni su rexavali i navedeni zadatak i rezul�
tat na tom zadatku je bio da je 	 �xest� uqenika dalo taqno rexe�e� xto je oko
�
 ukupnog broja�
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�� Osnovna pravila kombinatorike

Pri odre�iva�u broja elemenata skupa A elementima tog skupa pridru	uju
se redom prirodni brojevi �� �� �� � � � � Ako se to pridru	iva�e zavrxava brojem
n� onda ka	emo da skup A ima n elemenata�

� � � � � � n� � n

� � � � � � � �
� � � � � � � �

Qi�enicu da skup A ima n elemenata oznaqava�emo ovako
 jAj � n�

Na osnovu primera koje smo razmatrali u prethodnom paragrafu mo	emo
formulisati nekoliko osnovnih kombinatornih pravila koja se na vrlo zgodan
naqin mogu koristiti prilikom odre�iva�a broja elemenata konaqnih skupova�

Pravilo jednakog broja� Ako se me�u elementima skupova A i B

mo�e uspostaviti obostrano jednoznaqno pridru�iva�e� onda skupovi A

i B imaju isti broj elemenata� tj va�i jednakost jAj � jBj�

Ilustraciju ovog pravila daje slede�a slika


A
a� a� a� � � � an�� an
� � � � � � � �

B
� � � � � � � �
b� b� b� � � � bn�� bn

Pravilo jednakog broja koristimo u situaciji kada 	elimo da odredimo
broj elemenata nekog skupa B� pri qemu umemo da uspostavimo obostrano jedno�
znaqnu vezu �egovih elemenata sa elementima skupa A� qiji nam je broj elemenata
poznat ili ga je lakxe odrediti�

Recimo� u primeru � �vidi drugo rexe�e�� trebalo je odrediti koliko ima
podela � olovaka trojici uqenika� a mi smo taj zadatak sveli na odre�iva�e
koliko ima dvocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo�u cifara �� �� �� �� �� 	�
� i kod kojih je prva cifra ma�a od druge�

Iako je formulacija ovog pravila sasvim jednostavna� a tvr�e�e vrlo bli�
sko intuiciji� �egova primena ne mora biti jednostavna� Razlog je u tome xto za
uspexnu primenu ovog pravila treba prepoznati elemente koje prebrojavamo�
Drugim reqima� prilikom rexava�a konkretnog kombinatornog zadatka prebro�
java�a elemenata� treba zanemariti nebitna svojstva i qi�enice koje figurixu
u formulaciji� nego im pridru	iti apstraktne elemente koje lako prebrojava�
mo� Tako smo u drugom rexe�u zadatka iz primera � iz ��gomile� u kojoj se
nalaze olovke� sveske� k�ige� uqenici kojima delimo olovke i uslova pod kojima
se vrxi deoba� izdvojili skup dvocifrenih brojeva qiji broj elemenata lako
odre�ujemo�
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Pravilo zbira� Ako elemente nekog skupa A mo�emo rasporediti u
nekoliko me�usobno disjunktnih skupova A�� A�� � � � � Ak� onda je broj eleme�
nata skupa A jednak zbiru broja elemenata skupa A�� broja elemenata skupa
A�� � � � i broja elemenata skupa Ak� tj va�i jednakost

jAj � jA�j
 jA�j
 � � �
 jAkj�

Recimo� u prvom rexe�u zadatka iz primera �� sve podele � olovaka trojici
uqenika qine skup A� Taj skup smo razbili na podskupove A�� A�� � � � � A�� pri
qemu podskup A� sadr	i one podele kod kojih prvi uqenik dobija jednu olovku�
podskup A� sadr	i one podele kod kojih prvi uqenik dobija dve olovke itd�

Pravilo proizvoda� Ako prvi postupak �rad�u	 mo�emo obaviti na
m naqina� a drugi postupak �rad�u	 mo�emo obaviti na n naqina� onda i
prvi i drugi postupak mo�emo obaviti na mn naqina�

Ovo pravilo primenili smo kod rexava�a zadatka iz primera � �a�� Ana�
logno se mo	e formulisati pravilo proizvoda za vixe od dve rad�e koje se mogu
obaviti na ve�i broj naqina�

PRIMER 	� Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji su de
ivi sa � i u
qijem zapisu nema ponav
a�a cifara�

Rexe�e� Neka je A� skup qetvorocifrenih brojeva u qijem zapisu nema po�
nav
a�a cifara i koji se zavrxavaju cifrom �� Prva cifra broja iz skupa A�

mo	e biti izabrana na � naqina� druga na � naqina i tre�a na � naqina� Na
osnovu pravila proizvoda dobijamo da skup A� sadr	i taqno � � � � � � ��� bro�
jeva� Neka je A� skup qetvorocifrenih brojeva u qijem zapisu nema ponav
a�a
cifara i koji se zavrxavaju cifrom �� Prva cifra broja iz skupa A� mo	e
biti izabrana na � naqina� druga na � naqina i tre�a na � naqina� Na osnovu
pravila proizvoda dobijamo da skup A� sadr	i taqno � � � � � � ��� brojeva� Na
osnovu pravila zbira tra	eni broj jednak je ��� 
 ��� � ����

�� Zadaci

�� U ravni je dato � taqaka� tako da nikoje tri ne pripadaju jednoj pravoj�
Koliko je pravih odre�eno ovim taqkama�

�� U ravni je dato � pravih� tako da nikoje dve od �ih nisu paralelne� a nikoje
tri se ne seku u istoj taqki� Koliko ima preseqnih taqaka ovih pravih�

�� Koliko dijagonala ima sedmougao�

�� U ode
e�u ima �� uqenika� Na koliko naqina mogu biti izabrani predse�
dnik� sekretar i blagajnik ode
e�ske zajednice�

�� Koliko ima petocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo�u pet razliqitih
cifara�


