SAOAIIN N3 MATEMATUKE

Jp Becua JeBspemoBuh
JEIJAH N3BOP 3AINATAKA N3 TEOMETPUIJE

PasmoBpcHOCT m GOraTcTBO 3aJaTaka M3 reOMeTpHje — IPEeBHe MaTeMAaTHYKe
MUCHUIINHE, VBEK TPUBJIAYe pelmaBade. 3aJalu KOjU CJaene IpeacTaBibajy Ha oxpebe-
HY HAYMH CHCTEMATH3ANUjy rPAJUBA W3 TeOMeTpHUje 3a CPelme IKOJe, a MOry OuTH
KODHUCHE 7 KAaO0 MaTepujaa 3a oOHAB/paRe IPAJUBA NPUIMKOM IPHUIPEME MPUjeMHOT
HCIHUTA 33 Y HUBEP3UTET.

3ananm w3 mIAHUMETpHUje U cTepeoMeTpuje Koju ce cpeliy Ha mpujeMHEOM mCIUTY
Cy Pa3In4uTe CIOKEHOCTH U Y 3aBUCHOCTHU OJ TOTA MOBE3Yjy V HEIUHY Mawmu uin Behu
6poj mojmosa. M3 mocraske 3amarka Tpeba yOUMTH CBe MOAATKE, BUXOBY MehycobHy
IOBE3aHOCT U omabparu HeKy OJ MeTOAa Koja Om MOria OUTH DOTOIHA 33 PEeIIaBabe.
Y Tory pemaBama Tpeba TPUMEHHTH jeIHy WIU BUme ,m03HATUX“ opmyna: Ilura-
TOPUHY TEOpeMy, CHHYCHY TeopeMmy, XepoHOB obpasam, ..., HEKy O TPHUIOHOMET-
pujckux (GopMyina, GOpMyie 3a MOBPUIUHY W 3AMPEMUHY TEOMETPHjCKUX Tena UT.
IIpu pemaBamy Twx 3amaTaka HE HAJIA3MMO CaMO MOjMOBe um3 reomerpuje, Beh ce jas-
Jbajy W cucTeMu jemHadmua, oxpeljyje ekcTpeMmHA BpemHOCT (yHKIUje, padyHa 30HUD
reoMeTpujCKe mporpecuje, . . .

1. Y tpanes ABCD ce moxe ynucatu kpyr. Jy:RHuHe KpakoBa Tpamesa cy 3 1
5. Cpemma nuHEWja meiw Tpame3 HA ABa AeIa JYHje ce MOBPIIHHE OXHOCe Kao 5 : 11.
OmpemuTu OCHOBHIE Tpame3a.

Pewewe. Hera cy ocuosume AB = a u CD = b. Hera je O uenrap kpyra
yOmcaHor y matm Tpame3 u Heka cy X, Y, Z m U Tauke y KOjuMa KpPyT NOTUDY]je
crpanune tpanesa (B. cauky). Heka je M N cpemma nummja Tpamesa. Vimamo ma je
MN = (a+b)/2. Takobe je O € XZ u XZ 1 AB, na je Bucusa tpamesa jegHaxa
2r, rge je r nonyunpeunuk kpyra. Crora O € M N. Ilospumue tpamesa ABNM u
MNCD cy

AB + MN MN + DC
Pipny = ——F—r, Puncp=——F5——"-7r
2 2
Kako je PABNM = 11/5 . PMNCD7 I[O6I/IjaMO Ja je a="Tb.
[Tomro je maTm 4eTBOPOYrao TAHTEHTHW, 30MPOBYM HACHPAMHUX CTPAHUNA CY jen-
HaKW, ma Tako mobumjamo m a + b = 8. W3 mobujeHux jemHavmHa HAJAZAMO @ = 7 U

b=1.

2. ¥ omrpoyriaom tpoyriay ABC koucrpyucame cy Bucure AP u C'Q pemnoMm Ha
crparune BC u AB. Ilosmaro je ma cy mospmure tpoyriaosa ABC u BP(Q penom
jemmake 18 u 2, kao u ma je PQ = 2v/2. OxpeiuTn mOLyIPEYHHK KPyra OMECAHOT
oko tpoyraa ABC.
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Cux. y3 3amarak 1 Cux. y3 3amaTak 2

Pewewe. Yersopoyrao AQPC je rerusuu, na je ZPQB = ZAC B, mto 30a4n
na cy tpoyriosu ABC u PBQ camurn. IlomTo ce mUXOBe MOBpIIMEE OXHOCE KAo
1:9, omrosapajyhe crpanume ce omroce kao 1 : 3, ma je AC' = 3-PQ = 6y/2. IIpema
CHHYCHO] T€OPeMH je

. AC

~ sinZABC’
rae je R noaynpeunuk kpyra onucanor oko rpoyriaa ABC. Ila 6ucmo ompemumun AC,
yoummo 1a je (y3 crammapmme ozaake a = BC, ¢ = AB, = LABC):

1 1 1
Ppop = 3 -PB-QQ' = §accos2ﬁsin6, Pipc = iacsinﬂ.

Omatae je cos? 3 =1/9, sin f = /8/3, ma je R =9/2.

3. llyx KL je mpeunurk kpyra. Tauke P um @) cy ma mctom ayry KL, a X je
npecek KP u LQ. Axro je ZPKL =7/3u PX = XQ =1, ogpenuru K L.

Pewewe. mamo ma je tpoyrao K LP mpaBoyrim m ga je
(1) KIL* = PK? + PL%

Mebyrnm, tpoyrao KOP je jemmakocrpamuwusu, na je KP = KL/2. Ocraje na
ce ompenn PL. Kaxko je werBopoyrao K LQP rterusHu, 30up HACOPAMHUX yIIOBA
My je m, ma mobujamo ma je ZPQL = 2w /3. Crora je ZPQX = 7/3, a kaxko je
tpoyrao PQX jenmakokparm, ciaenm Oa je W jeAHAKOCTPAHMYHE. L[akKo HAJIA3UMO 1A
je PL/PX =tgn/3 = /3, noroco PL = /3. 3amenom y (1) nobujamo KL = 2.
Hamomena: mokaskumre ma X He MOke OMTH yHYTpallba TadKa HATOT KPYTa.

4. Y Tpoyray je jemaH yrao jemgHaK pa3iuOu APYra IBa, a HajMama CTPAHUNA
je myxwue 1. 30mp moBpmuHA KBagpaTa KOHCTPYUCAHUX HAJX APyre ABE CTPAHUIE
Tpoyria je nsamyt Behm onx mopmmue Kpyra ommcaHor oko Tor tpoyria. Oxpenuru
OCTaJIe CTPAHUIE TPOYTIA.

Pewemwe. Heka cy «, 3 u 7y yraosu Tpoyraa. Vmamo ga je a+ 3+ v =7 u na
je B = v — «a, na mobujamo v = 7/2. Ilakie, TpOYrao je mpaBOYIJIH, A je MEHTAp
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Cux. y3 3amaTtak 3 Cux. y3 3amatak 4

ONUCAHOT KPyra CpeaummTe Xumorenyse. Heka cy a, b m ¢ cTpaHume TOr TPOYTia u
HEKa je ¢ xumorenysa, a b = 1 majuMama cTpanuna. Baxkm:

2
c2+a2:2~(§) rom 1244% =2

_ T—2 _ 2
a_\/4—7r7 C_V4—7r'

8

5. Y jemmakokpakoMm tpoyriy ABC ca ocuoBunoMm AB je /B = arctg T
KEpyr noaympeunuga 1 momupyje kpake Tpoyria, a OCHOBULIY cede y Taukama K u F.
Onpemurtu nospmuny Tpoyriaa K M B ako je MB =15/8, a tauke A, K, E, Bcy y

maBenenoMm penocueny wa AB u M € BC.

Oparne mobujamo:

Pewemwe. W3 npasoyriaor tpoyraa OM B 3akmyuyjemo na je ZOBM = ZABM
u ga je tauka O ma ayxum AB. Ilpum tome je O cpemumre nyxum AB. Tpaxena
NOBPIUHA je jemnaka 30upy moBpmumua Tpoyraosa OM B u KOM . Nmamo na je
1 15

IloBpmuua Tpoyrna KOM je %cos B. Iomro 3maMo tg 3, MOKEMO M3pAaYyHATH
cos f = 15/17. Mospmura tpoyraa KM B je 375/272.

Ha rexumukum ¢parynrernma (a ox ose rogune u Ha Marematudkom pakyarery
y Beorpany) samanu 3a OpujeMHE HCOUT Cy y ODJIUKY TecTa, ca mOHyDhemumMm omro-
BopuMa. AKO je y IHTamby HEKH DAYYHCKU 3aJaTak, MOHYyDeHN oAroBopum Ha IPBH
moryen HUCY HETAUMHM, [a Ce M3PAavyyHABame MODa COIPOBECTH. AKO je y OUTABY
HeKO TBpheme umjy TavyrocT Tpeba MOKA3ATH WIN OMOBPTHYTH, AaHAJMN3A MOHYDHeHHX
OAroBOpa MOKe Ia MOMOTHe mpu pemaBaky 3axarka. Cuenehu 3amarak mmycrpyje
HaBeJEHy cUTyanujy (Tadad OArOBOD Tpeda 3a0KDYKUTH).

6. IIpeunux AB xpyra ca mearpom O jemmar je 10. Ha mpeumuky AB cy
um3abpane Tauke C' u D, tako na je AC = BD = 4. Heka je P npou3sBo/bHA Tauka
Ha kpyry. 36up CP + PD
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Cux. y3 3amaTtak 5 Cux. y3 3amatak 6

(a) mMa WCTY AyRUHY 3a CBAKU MOJNOKA] Tauke P,

(6) mma nysxumy Beliy ox 10 3a cBaku mosoxkaj Tauke P,

(B) Huje Behm ox 10,

(r) majrpaliu je ako je rpoyrao C'DP upasoyrum,

(m) majayxu je ako je CP = PD.

Pewemwe. Aro je P = B, 30up je 10, a ako je PO L AB, rtama je CP =
PD > 5, na je 36up Behu ox 10. Crora oxbanyjemo oxrosope (a), (6) u (). Ia
OUCMO yTBDPAMIU KOJU j€ OJ IPEOCTAINX OArOBOPA TadaH, M3pasueMo Tpaskenu 30up
y ¢ymEEnmju ox a (8. camky). loGmjamo, IpUMEHOM KOCHHYCHE TE€OPEMe:

CP + PD = /26 + 10 cos @ + /26 — 10 cos a.

IIpBm m3Box 0Be PpyHENH]je je jemrak 0 3a cosaw = 0, 1 MOMTO je MPBU M3BOJ TO3UTHUBAH
ako je cosa < 0, a HeraTmBaH 3a cos & > 0, 3aKBYIyjeMO I je MAKCHIMYM IOCMATPaHe
¢yurnmje 3a cosa = 0, mro 3Haum ma je 36mp majsehm ako je PO 1L AB, omHocHO
ako je CP = PD. [akne, ta4an je ogrosop (x).

7. Hara je Tpocrpara mupamuza ABCD unmja 6oura meuma AD = /12 rpan
yrao 7/3 ca pasau ocHose. Crpanune tpoyraa ABC ny jemmake 3, 4, u 5. Ilupamuzga
je mpecedeHa jeTHOM DaBHU KOja je MapaJjielHa PAaBHU OCHOBE, TAKO Ia je HajMama
crparuna nobujenor mpeceka jemraka 1. Ouppemurn 3anpemumny nobujene 3apyOibene
nupaMuie.

Pewewe. Hexra je DD’ sucmma mmpamumze. I3 mpasoyraor Tpoyriaa DAD'
mamazumo DD’ = 3. Tako mobmjamo ma je 3ampemmua mate mapamumpe 6. IlomTo
cy tpoyrao ABC u mpeceunn tpoyrao A;BiC) ciu4yau, a OZHOC BUXOBAX OITO-
Bapajyhux cTpamuma 3, 3HAYM A ce 3a0pEeMUHA HaTe NUPAMUAE HPeMa 3aIPeMUHA
nupamuge DAy ByC, ommocu xao 27 : 1, ma mobumjamMo ma je TpaskeHa 3aIlpeMUHA
52/9.

Wctw 3amarak MOREMO (OPMYINCATH KA0 33,JaTAK 33 TECT, CA MOHY HeHUM OaroBO-
puma. Tarxobe moxemo mematm ZDAD', Tako ma ce sin ZDAD' moxe uzpauyraTu.
3anaTak MOke OUTH CIOKEHWjW UIN jeIHOCTABHUJH M Y 3aBUCHOCTH OJ TOTA KOjUM
eneMerTuMa je 3amar tpoyrao ABC. Jemma on BapujanTu 3amaTka Omiaa Om ma Cy
sagarn yraosu ZDAB = ZDAC u yrao CAB. Y ToMm ciay4dajy ce IPUMEHOM Teo-
peMe 0 Tpu HOpMaJe MOxe oxpenutn Bucuaa nupamune ABCD. Ywuecto 3apy0bibene
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nupaMuUAe MOKEMO 3aXTeBAaTH Ja Ce OIpenu 3alpeMWuHA Ipu3Me Koja ce nobumja kan
ce A1 B1Cy npojekryje (opTOromasno uim koco, Hup. A; ce mpojexkryje y tauky A).

ITocraBmame u pemaBame PA3HOBPCHUX 33JaTaka HA OCHOBY jexHor, moncrtahm
he u yuenmre Ha pasMummsbathe n ynyhwBaTw mX HA CaMOCTAJAH W KPEATHBAH DAL
kakaB je u morpeban O6yayhem crymenty. HaBomumo jom jemam mpumep KOju MoOKe
Oout; ocHOBa 3a Behm Opoj 3amaraka.

8. Ilara je Tpocrpana nupamuga ABCD u tauke Ay, As, ... ma AD. IIpu Tom
je DAy = DA/2*. Kpos tauke Ay, Ay, ... TOCTaBLeHE Cy PABHE MAPAJETHE DABHI
ocHOBe m Tako cy mobujeru npecenu ApBiCr, k € N. Oxpemuru 30up 3ampemMusa
mupamuga DAL BrCh, k € N.

Pewewe. Hera je Vi sanpemmna mumpamuzne A BpCpD, a V 3anpemumnra mate
nupamuge. Ha OCHOBY CIMYHOCTH MMAMO

3 k
1 1
= () v=(z) v
ma je 30Up CBUX 3ampeMUHA jeTHAK
[e%S) o] k
1 v
Sh=Y () V-t
k=1 k=1
YwmecTo 36upa 3anpeMuHa CBUX MHPAMEIA MOKE Ce 3axTeBarn oapehusame 36upa

3ampPEMUHA JIONTH ONMCAHUX OKO THX IHPAMUAA, MOKEMO OIPeAuTH 30Up HOBPIINHA
CBUX MHPAMUIA, MOKEMO HA Pa3He HauwHe 33aaBaru momerny myxum AD.



