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RECHERCHE DES ENSEMBLES MINIMUM POUR
UNE CASCADE DE FILES D'ATTENTE AVEC IMPATIENCE

Abdalkader Gheriballah et B�enamar Chouaf

R�esum�e. Des conditions de r�ecurrence et de r�ecurrence positives sont obtenues sur un
syst�eme de �les d'attente dans lequel les clients impatients quittent la chaine. Les temps des
inter-arriv�es, les temps de service et les temps d'impatience sont ind�ependants et ind�ependantes
entre eux.

1. Introduction

En 1978 F. Charlot et J. Pujolle [2] ont �etudi�e la r�ecurrence et les ensembles
minimum pour un syst�eme de �les d'attente compos�e d'une seule station. En 1979
Numelin [7] a �etudi�e les syst�emes de �les d'attente classiques en tandem. Le but de
notre travail est d'�etudier les syst�emes de �les d'attente en tandem avec impatience
et de d�eterminer les ensembles o�u notre syst�eme r�ecurre.

Nous supposons que notre premi�ere station �a un serveur alimente une autre
station �a un seul serveur. Les clients arrivent dans le syst�eme aux instants A1,
A1 +A2, . . . , A1 +A2 + � � �+ An, . . . suivant la discipline \FIFO", et r�eclament
des temps de services Bn = (B1

n; B
2
n)n o�u pour tout i 2 f1; 2g; Bi repr�esente le

temps de service du client �a la i�eme station. Bien sûr le temps de sortie d'un client
de la premi�ere station correspond �a l'instant d'entr�e �a la deuxi�eme station. Nous
supposons que les variables (An; Bn)n sont ind�ependantes ainsi que les (Cn)n qui
repr�esentent les temps d'impatience des clients. On noteWn = (W 1

n ;W
2
n) le vecteur

d'attente global du client \n" dans le syst�eme, o�u pour tout i, W i
n repr�esente le

temps d'attente du client \n" �a la i�eme station.

On �etudie dans un premier temps, la premi�ere station avec impatience c'est �a
dire �a tout moment le client peut quitter le syst�eme, donc il n'est pas servi. Dans un
deuxi�eme temps, nous supposons que la premi�ere station est G/G/1 et la deuxi�eme
est avec impatience. En�n dans un dernier temps nous supposons que la premi�ere
et la deuxi�eme station sont avec impatience.
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2. Notations et D�e�nitions

Soient

�; �; � trois mesures de probabilit�e sur (R+ ;BR+)


 une mesure de probabilit�e sur (R+;BR+)

(
;A;P) espace fondamental de probabilit�e de notre probl�eme,


 = (R+ � R+ � R+ � R+)
N.

A = (BR+ 
BR+ 
BR+ 
BR+)

N.

P = (� 
 � 
 �
 
)
N.

(An; Bn; Cn;n � 1) est la famille des coordon�ees de l'espace 
. � l'op�erateur
shift de 
 d�e�ni de 
: 8n � 1, An � � = An+1, Bn = (B1

n; B
2
n) � � = Bn+1 =

(B1
n+1; B

2
n+1), Cn �� = Cn+1, B

0
n = Bn1fCn=1g, C

0
n = Cn1fCn<1g. A0 = f;;
g;

8n � 1 An = �(Ap; Bp; Cp; 1 � p � n);

a = ess: supA1 = infft � 0 �([0; t]) = 1g

b1 = ess: inf B1 = supft � 0 �([t;+1[) = 1g

b2 = ess: inf B2 = supft � 0 �([t;+1[) = 1g

c = ess: inf C1

An est l'inter-arriv�e entre le client \n" et le client \n � 1". Bn est le temps de
service du client \n� 1". Cn est le temps d'impatience du client \n� 1".

On suppose que les les trois suites sont ind�ependantes et chaque suite est form�ee
par des variables ind�ependantes �equidistribu�ees. Le client \0" arrive �a l'instant \0".
Le client \n" arrive �a l'instant

Pn

i=1Ai.

Soit x = (x1; x2) 2 R
2
+ la charge du syst�eme �a l'instant t = 0 c'est �a direW0 =

(W 1
0 ;W

2
0 ) = x. On note Wn par W x

n dans le cas ou x 6= 0. W x
n = (W 1;x1

n ;W 2;x2
n ).

Pour tout x 2 R+ on d�e�nit le processus stochastique W x sur (
;A;P) par

W x(!) = (W x
n (w);n 2 N) = (Wn(x; !);n 2 N)

Lemme 2.1. [2] Soit

f : R+ � R+ � R+ � R+ �! R+

(x; a; b; c) 7�! f(x; a; b; c) = ((x+ b) ^ (x _ c)� a)+

(i) f est croissante en b; c; x et d�ecroissante en a

(ii) 8(x; a; b; c; ), 8(x0; a0; b0; c0)

jf(x; a; b; c; )� f(x0; a0; b0; c0)j � max(jx� x0j; ja� a0j; jb� b0j; jc� c0j)

Th�eor�eme 2.1. [4] Soient (Yn;n 2 N) une chaine de Markov r�ecurrente
positive et g : E ! R

m une fonction mesurable. On pose Xn = g(Yn). Soit f
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une fonction bor�elienne de Rk+ � R
m dans Rk+ croissante et continue �a gauche par

rapport �a la premi�ere coordonn�ee. Pour tout x 2 R
k
+ on pose(

W x
0 = x

W x
n+1 = f(W x

n ; Xn+1):

On suppose que

(i) Sous Pm, (W 0
n) converge en loi;

(ii) 8y 2 E, Py(lim sup
n

fW x
n =W 0

ng) = 1,

alors ((Yn;W
x
n );n 2 N) est une chaine de Markov homog�ene r�ecurrente positive

d'�etat initial (Y0; x).

3. R�esultats

3.1. Premier cas (Impatience, Classique)

Si nous consid�erons que la premi�ere station est avec impatience, et la deuxi�eme
est classique, alors l'�equation de r�ecurrence dans la premi�ere station est donn�ee
par(voir [2])

W 1
n+1 = (W 1

n +B1
n+1 �An+1)+ ^ (W 1

n _ Cn+1 �An+1)+

et dans la deuxi�eme station par

W 2
n+1 =

�
(W 2

n +B2
n+1 �A0n+1)+; si W 1

n +B1
n+1 � Cn+1;

(W 2
n �A0n+1)+; sinon;

o�u A0n+1 =W 1
n+1 +B1

n+2 �W 1
n �B1

n+1 +An+1.

3.1.1. Irr�eductibilit�e

Proposition 3.1.

(i) Si min(b1 � a; c� a) < 0 et b2 � a < 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; P(

[
n�0

fW x
n = 0g) > 0:

(ii) Si min(b1 � a; c� a) � 0 et b2 � a < 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; 8" > 0; P(

[
n�0

fW x
n 2 [c� a; c� a+ "]� f0gg) > 0:

Preuve. (i) Supposons que b1 � a < 0 et b2 � a < 0. Soit " > 0 tel que

b1 � a + " < 0 et b2 � a + " < 0. Si on prend N1 =

�
x1

(a� b1 � ")

�
+ 1; N2 =�

x1 + x2 + "

(a� b2 � ")

�
et N = max(N1; N2), alors

F = f
N\
i=1

(B1
i � b1 + "=2;Ai � a� "=2;B2

i � b2 + "=2)g � fW x
N+1 = 0g:
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Donc

P(
[
n�0

fW x
n = 0g) � P(F ) =

�
P(B1

1 � b1+"=2; A1 � a�"=2; B2
1 � b2+"=2)

�N
> 0:

Supposons maintenant que c�a < 0 et b2�a < 0. Soit " > 0 tel que b2�a+" <

0. Posons N1 =

�
x1

(a� "=2)

�
+ 1; N2 =

�
x1 + x2 + "

(a� b2 � ")

�
+ 1 et N = max(N1; N2),

alors

F =
N\
i=1

fCi �Ai � 0;B2
i � b2 + "=2; Ai � a� "=2g � fW x

N+1 = 0g;

d'o�u

P(
[
n�0

fW x
n = 0g) � P(F ) =

�
P(C1 �A1 � 0; A1 � a� "=2; B2

1 � b2 + "=2)
�N

> 0:

(ii) b1 � a � 0; c � a � 0; b2 � a < 0. Soit " > 0 tels que 2" � a et

b2 � a+ " < 0. Si on prend N1 =

�
(x1 � c� ")+

(a� ")

�
+ 1; N2 =

�
x1 + x2 + "

(a� b2 � ")

�
+1 et

N = max(N1; N2), alors

F =

N+2\
i=1

fCi � c+"=2; Ai � a�"=2; B2
i � b2+"=2g � fWN+2 2 [c�a; c�a+"]�f0gg

donc

P(
[
n�0

fW x
n 2 [c� a; c� a+ "]� f0gg) � P(F )

=
�
P(C1 � c+ "=2; A1 � a� "=2; B2

1 � b2 + "=2)
�N+2

> 0

d'o�u le r�esultat.

3.1.2. R�ecurrence. Supposons maintenant que (W x1;1
n ; n � 0) est une chaine

de Markov r�ecurrente positive et que \�" sa unique mesure invariante.

Proposition 3.2. Sous l'hypoth�ese P(C1 = 1)E(B2
1 ) > E(A1 ) la chaine

(W x
n ; n � 0) est transiente.

Preuve. Cette proposition est une cons�equence de l'in�egalit�eW 2;x2
n � (W 2;x2

n +
B0n+1 �A0n+1)+ et des r�esultats sur les �les classiques GI/G/1.

Th�eor�eme 3.1. Sous les hypoth�eses P(C1 = 1)E(B1
1 ) < E(A1 ) et E(B2

1 ) <
E(A1 ), la chaine (W x

n ; n � 0) est r�ecurrente positive au sens de Harris.

Preuve. Si P(C1 = 1)E(B1
1 ) < E(A1 ), alors la chaine (W 1;x1

n ; n � 0) est
r�ecurrente positive [2], on suppose que sa mesure invariante est �.
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Posons Xn+1 = (B2
n+1 �A0n+1) et T = inf(n � 1; W x2;2

n = 0). On a

W 2;x2
n �

�
x2 +

nP
i=1

Xi

�
+

=
�
x2 +

nP
i=1

(B2
i �Ai) +W 1

0 �W 1
n+1 +B1

1 �B1
n+1

�
+

:

Si E(B2
1 ) < E(A1 ), alors

nP
i=1

(B2
i �Ai) +W 1

0 �W 1
n+1 +B1

1 �B1
n+1 �!

n!1
�1 P�:p:s

ce qui implique que P�(T <1) = 1, par suite P�(lim sup
n

fW 2;x2
n = 0g) = 1.

D'o�u P�

� \
x22R+

lim sup
n

fW x2;2
n = 0g

�
= 1. Comme la chaine (W 1

n ;n 2 N) est

r�ecurrente positive, alors pour tout x1 2 R+ , Px1

� \
x22R+

lim sup
n

fW 2;x2
n = 0g

�
= 1,

d'o�u la condition (ii) du Th�eor�eme 2.1. D'autre part on sait que

W 2;0 �M = sup
n�0

nP
i=1

Xi:

sous l'hypoth�ese E(B2
1 ) < E(A1 ), M est une variable al�eatoitre positive �nie P�.p.s,

d'o�u la condition (i) du Th�eor�eme 2.1, et par suite W x
n est une chaine de Markov

homog�ene r�ecurrente positive.

Remarque 3.1. Soit V l'ensemble d�e�ni par�
V = f0g � f0g; si min(b1 � a; c� a) < 0 et b2 � a < 0;

V = [c� a; c� a+ "]� f0g; si min(b� a; c� a) � 0 et b2 � a < 0:

De la Proposition 3.1 et Th�eor�eme 3.1 on conclut que P(lim sup
n

fW x
n 2 V g) = 1.

Si min(b1 � a; c� a) < 0 et b2 � a < 0 la chaine r�ecurre au point \0".

Si min(b1 � a; c� a) � 0 et b2 � a < 0 la chaine r�ecurre dans l'ensemble
[c� a; c� a+ "]� f0g:

Remarque 3.2. La condition E(B2
1 ) < E(A1 ) est optimale dont voici

l'exemple x1 = 0; An = 1; B1
n = 1; P(Cn = 2) =

1

2
; P(Cn =1) =

1

2
alors

W 2
n+1 = (W 2

n +B2
n+1 �An+1)+

c'est �a dire notre condition devient n�ecessaire et su�sante.

3.2. Deuxi�eme cas (Classique, Impatience).

On consid�ere maintenant que la premi�ere station est classique, et la deuxi�eme
est avec impatience, alors nous avons les �equations de r�ecurrence suivantes

W 1
n+1 = (W 1

n +B1
n+1 �An+1)+

W 2
n+1 = (W 2

n +B2
n+1 �A0n+1)+ ^ (W 2

n _ (Cn+1 �W 1
n �B1

n+1)+ �A0n+1)+ (I)
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3.2.1. Irr�eductibilit�e.

Proposition 3.3. i) Si b1 � a < 0 et min(b2 � a; c� b1 � a) < 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; P(

[
n�0

fW x
n = 0g) > 0

ii) Si b1 � a < 0 et min(b2 � a; c� a� b1) � 0, alors 8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; 8" > 0;

P(
[
n�0

fW x
n 2 f0g � [c� a� b1 � "=2; c� a� b1 + 3"=2]g) > 0:

Preuve. (i) Si b1 � a < 0 et b2 � a < 0 la d�emonstration est identique �a celle
de la Proposition 3.1.

Soient c � a < 0 et b1 � a < 0. Soient " > 0 tel que b1 � a + " < 0; N1 =�
x1

(a� b1 � ")

�
; et N2 =

�
x1 + x2 + "

(a� ")

�
+ 1. Si on prend N = max(N1; N2), alors

F =

N\
i=1

fCi �Ai � 0;B2
i � b2 + "=2;Ai � a� "=2g � fW x

N+1 = 0g

d'o�u

P

�[
n�0

fW x
n = 0g

�
� P(F ) =

�
P(C1�A1 � 0; A1 � a�"=2; B2

1 � b2+"=2)
�N

> 0:

(ii) b1 � a < 0; c � a � b1 � 0; b2 � a � 0. Soit " > 0 tel que 2" � a et

b1 � a + " < 0. Si on prend N1 =

�
x1

(a� b1 � ")

�
+ 1; N2 =

�
(c� a� b1)

(b2 � a+ "=2)

�
+ 1;

N3 = max(N1; N2); N4 =

�
(x1 + x2 � c� ")+

(a� ")

�
+ 1; et N = max(N3; N4), alors

F =

N+2\
i=1

fCi � c+ "=2; Ai � a� "=2;B1
i � b1 + "=2;B2

i � b2 + "=2g

� fW x
N+2 2 f0g � [c� a� b1 � "=2; c� a� b1 + 3"=2]g

donc

P

�[
n�0

fW x
n 2 f0g � [c� a� b1 � "=2; c� a� b1 + 3"=2]g

�
� P(F )

=
�
P(C1 � c+ "=2; A1 � a� "=2;B1

1 � b1 + "=2;B2
1 � b2 + "=2)

�N+2
> 0

d'o�u le r�esultat.

3.2.2. R�ecurrence. Supposons que (W x1;1
n ; n � 0) est une chaine de Markov

r�ecurrente positive et \m" sa unique mesure invariante.
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Proposition 3.4. Si P(C1 = 1)E(B2
1 ) > E(A1 ), alors (W x

n ; n � 0) est une
chaine de Markov transiente.

Preuve. La d�emonstration est identique �a celle de la Proposition 3.2.

Lemme 3.1. lim inf
n

W x2;2
n est constante ind�ependante de x2 Pm:p:s.

Preuve. Le lemme est cons�equence directe de la loi (0,1) et la proposition 3.3.

Lemme 3.2. Sous l'hypoth�ese P(C1 = 1)E(B2
1 ) < E(A1 ), lim inf

n
W x2;2
n est

�nie Pm:p:s.

Preuve. D'apr�es le Lemme 3.1, il su�t de montrer que P(lim inf
n

W x2;2
n <1) >

0. On a [2]

W
2;x2
n =

� nP
i=1

(B0i
2 �A0i) +

n�1P
i=1

(C 0i+1 �W
2;x2
i )+ + x2 _ C

0
1

�
+

Pm:p:s

1er cas. Si C 01 est born�ee et si lim inf
n

W 2;x2
n = +1, alors

nP
i=1

(C 0i+1 �W
2;x2
i )+ < +1 Pm:p.s

ce qui implique que

nP
i=1

(B0i
2 �A0i) =

nP
i=1

(B0i
2 �Ai)�W 1

n+1 +W0 �B1
n+1 +B1

1 �!
n!1

+1

d'apr�es th�eor�eme de Birkho� on a E(B0i
2 � Ai) > 0. Par suite E(B0i

2) = P(Ci =
+1)E(B2

i ) > E(Ai ), ce qui est absurde.

2eme cas. C 01 n'est pas born�ee. On remplace Ci par C
k
i�

Ck
i = +1; si Ci � k

Ck
i = Ci; si Ci < k

Donc Ck
i � Ci pour tout i. On consid�ere la suite (W 2

k;n;n � 0) construite de

(A0n; B
2
n; C

k
n)n2N tout comme la suite (W 2

n ;n � 0) construite de (A0n; B
2
n; Cn)n2N,

cependant pour tout n, on a W 2
k;n �W 2

n . Donc

lim
n

infW 2;x2
n = +1 =) lim

n
infW 2;x2

k;n = +1:

D'apr�es le cas pr�ecedent on a E(B2
i 1fCk

i
=1g �Ai) > 0, et par cons�equent P(Ck

i =

+1)E(B2
i ) = P(Ci � k)E(Bi ) > E(Ai ) 8k 2 N. On fait tendre k vers l'in�ni, on

obtient P(Ci =1)E(B2
i ) � E(Ai ). D'o�u la contradiction.

Th�eor�eme 3.2. Si E(B1
1 ) < E(A1 ) et P(C1 = 1)E(B2

1 ) < E(A1 ), alors
(W x

n ; n � 0) est une chaine de Markov r�ecurrente positive.

Preuve. Sous l'hypoth�ese E(B1
1 ) < E(A1 ), (W

1
n)n est une chaine de Markov

r�ecurrente positive au sens de Harris [4].
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On a d'apr�es le lemme 3.2 la condition (ii) du Th�eor�eme 2.1. Pour montrer
que W 2;0

n converge en loi, il su�t de voir que [2]

W 2;0
n � Z = sup

n�0

�
k +

n+1P
i=1

(B2
i 1fCi�kg �A0i)

�

et que sous l'hypoth�ese P(C1 = 1)E(B2
1 ) < E(A1 ), Z est Pm:p:s �nie d'apr�es

th�eor�eme de Birkho�. La r�ecurrence de la chaine d�ecoule directement du Th�eor�eme
2.1.

D'apr�es la Proposition 3.3 notre syst�eme r�ecurre dans ce cas dans l'ensemble
de�ni par8>>><
>>>:

V = f0g � f0g; si min(b2 � a; c� a� b1) < 0

et b1 � a < 0;

V = f0g � [c� a� b1 � "
2
; c� a� b1 + 3"

2
]; si min(b2 � a; c� a� b1) � 0

et b1 � a < 0:

3.3. Troisi�eme Cas (Impatience, Impatience)

Consid�erons maintenant les deux stations avec impatience, cependant nous
avons les �equations suivantes

W 1
n+1 = (W 1

n +Bn+1 �An+1)+ ^ (W 1
n _ Cn+1 �An+1)+

et

W 2
n+1 = (W 2

n +B2
n+1 �A0n+1)+ ^ (W 2

n _ (Cn+1 �W 1
n �B1

n+1)+ �A0n+1)+

3.3.1. Irr�eductibilit�e

Proposition 3.5.

(1) Si c� a < 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; P

�[
n�0

fW x
n = 0g

�
> 0:

(2)Supposons que c� a � 0.

(i) Si b1 � a < 0 et min(b2 � a; c� b1 � a) < 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; P

�[
n�0

fW x
n = 0g

�
> 0:

(ii) Si b1 � a < 0 et min(b2 � a; c� a� b1) � 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; 8" > 0; P

�[
n�0

fW x
n 2 f0g�[c�a�b

1"=2; c�a�b1+3"=2]g
�
> 0:
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(iii) Si b1 � a > 0, alors

8x = (x1; x2) 2 R
2
+ ; 8" > 0; P

�[
n�0

fW x
n 2 [c� a; c� a+ "]� f0gg

�
> 0:

Preuve. (1) et (2) (i) et (ii) La d�emonstration est identique �a celle de la
Proposition 3.3.

(iii) Si on prend N1 =

�
(x1 � c� ")+

(a� ")

�
+ 1; N2 =

�
x2

(a� "=2)

�
et N =

max(N1; N2), alors

F =

N+2\
i=1

fCi � c+"=2; Ai � a�"=2; B2
i � b2+"=2g � fWN+2 2 [c�a; c�a+"]�f0gg

donc

P

�[
n�0

fW x
n 2 [c� a; c� a+ "]� f0gg

�
� P(F )

=
�
P(C1 � c+ "=2; A1 � a� "=2)

�N+2
> 0

d'o�u le r�esultat.

3.3.2. R�ecurrence. Supposons toujours que (W x1;1
n ; n � 0) est une chaine

de Markov r�ecurrente positive et que "�" sa unique mesure invariante.

Proposition 3.6. Sous l'hypoth�ese P(C1 = 1)E(B2
1 ) > E(A1 ) la chaine

(W x
n ; n � 0) est transiente.

Preuve. La d�emonstration est identique �a celle de la Proposition 3.2.

Th�eor�eme 3.3. Si P(C1 =1)E(B1
1 ) < E(A1 ) et P(C1 =1)E(B2

1 ) < E(A1 ),
alors (W x

n ; n � 0) est une chaine de Markov r�ecurrente positive au sens de Harris.

Preuve. En reprenant la même d�emarche de la d�emonstration du Th�eor�eme
3.2, nous obtenons la r�ecurrence positive pour notre chaine.
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