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USLOVI� SUWESTVOVANI� PERIODIQESKIH REXENI�
NELINE�NYH DIFFERENCIAL^NIH URAVNENI�

TRET^EGO POR�DKA

�lka Kne�eviq-Mil�noviq

Abstrakt. S pomow~� teoremy Xaudera o nepodvi�no� toqke na�deny dostatoqnye
uslovi� suwestvovani� periodiqeskih rexeni� uravneni� tret~ego por�dka.

Rassmotrim differencial~noe uravnenie tret~ego por�dka

y000 + f(x; y; y0; y00) = 0; (1)

gde f(x; y; z; u) nepreryvna� po sovokupnosti peremennyh pri vseh �1 < x; y; z;

u < +1 i !-periodiqeska� po x, t.e. f(x; y; z; u) = f(x + !; y; z; u) pri vseh
x; y; z; u. Nas budet interesovat~ vopros o suwestvovanii !-periodiqeskih rex-
eni� uravneni� (1). Dl� issledovani� �togo voprosa my primen�em teoremu
Xaudera o nepodvi�no� toqke.

Oboznaqim qerez Cn
[0;!] mno�estvo funkci� y(x) opredelennyh na [0; !],

nepreryvnyh na �tom segmente i ime�wih na nem nepreryvnye proizvodnye do
n-togo por�dka vkl�qitel~no. V �tom mno�estve vvedem normu, polaga�

kyk =
nP

i=0
max
06x6!

jy(i)(x)j; (y(0)(x) = y(x)): (2)

Prostranstvo Cn
[0;!] �vl�ets� banahovym. Tak kak shodimost~ v Cn

[0;!] oznaqaet

ravnomernu� shodimost~ kak posledovatel~nosti samih funkci�, tak i posle-
dovatel~nosti k-tih proizvodnyh (k = 1; 2; . . . ; n), to netrudno ubedits� v
spravedlivosti sledu�we� lemmy.

Lemma 1. Dl� togo qtoby mno�estvo B � Cn
[0;!] bylo kompatnym,

neobhodimo i dostatoqno, qtoby na segmente [0; !] funkcii y(x) 2 B i ih
proizvodnye do n-togo por�dka vkl�qitel~no byli ravnomerno ograniqeny
i ravnostepenno nepreryvny.
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Lemma 2. !-periodiqeskoe prodol�enie vs�kogo rexeni� uravneni�

y(x) =

Z !

0

G(x; s)[8k3y(s)� f(s; y(s); y0(s); y00(s))] ds (3)

gde G(x; s) { funkci� Grina zadaqi

y000 + 8k3y = 0; (4)

y(i)(0) = y(i)(!); i = 0; 1; 2; (5)

�vl�ets� periodiqeskim rexeniem uravneni� (1).

Dokazatel~stvo. Pust~ y(x) { rexenie uravneni� (3). Vvedem oboznaqenie

'(x) � 8k3y(x) � f(x; y(x); y0(x); y00(x)):

Togda y(x) �vl�ets� rexeniem uravneni� (sm. [2], str. 40{42) y000 + 8k3y = '(x)
s kraevymi uslovi�mi (5) i sledovatel~no, !-periodiqeskoe prodol�enie y(x)
�vl�ets� periodiqeskim rexeniem uravneni� (1). Lemma dokazana.

Teorema. Pust~ suwestvu�t posto�nnye C > 0, k 6= 0 (oboznaqim
k1 = jkj) takie, qto ����M!ek1!(3e2k1! + 3ek1! + 2)

12k2(ek1! � 1)(e2k1! � 1)

���� 6 C; (6)

gde M = maxf j8k3y � f(x; y; y0; y00)j : x 2 [0; !]; jyj 6 C; jy0j 6 2k1C; jy00j 6
4k2C g. Togda uravnenie (1) imeet po kra�ne� mere odno !-periodiqeskoe
rexenie.

Dokazatel~stvo. Ishod� iz opredeleni� na�dem, qto funkcie� Grina
zadaqi (4){(5) �vl�ets� funkci�, opredelenna� vyra�eniem

G(t; s) =8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

ek(t+!�s)fek! sin[
p
3 k(s� t) + �

6 ] + sin[
p
3 k(t+ ! � s)� �

6 ]g
6k2(1 + e2k! � 2ek! cos

p
3 k!)

+
e2k(s�!�t)

12k2(1� e�2k!)
; 0 6 t 6 s 6 !;

ek(t�s)fek! sin[
p
3 k(s+ ! � t) + �

6 ] + sin[
p
3 k(t� s)� �

6 ]g
6k2(1 + e2k! � 2ek! cos

p
3 k!)

+
e2k(s�t)

12k2(1� e�2k!)
; 0 6 s < t 6 !:

V silu lemmy 2 dl� dokazatel~stva teoremy dostatoqno pokazat~ suwestvovanie
rexeni� uravneni� (3).

Pust~

U = f y(x) 2 C2
[0;!] : jy(x)j 6 C; jy0(x)j 6 2k1C; jy00(x)j 6 4k2C g:
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Rassmotrim na ograniqennom zamknutom vypuklom mno�estve U prostranstva
C2
[0;!] operator A, opredelenny� vyra�eniem

(Ay)(x) =

Z !

0

G(x; s)[8k3y(s)� f(s; y(s); y0(s); y00(x))] ds: (7)

V sluqae k > 0 imeem

j(Ay)(x)j 6
�
ek!(ek! + 1)

6k2(1� ek!)2
+

1

12k2(1� e�2k!)

�
!M

=
M!ek!(3e2k! + 3ek! + 2)

12k2(ek! � 1)(e2k! � 1)
6 C: (8)

Esli �e k < 0 to

j(Ay)(x)j 6
�

ek! + 1

6k2(1� ek!)2
+

e�2k!

12k2(e�2k! � 1)

�
!M

=
M!ek1!(3e2k1! + 3ek1! + 2)

12k2(ek1! � 1)(e2k1! � 1)
6 C: (80)

Analogiqno
j(Ay)0(x)j 6 2k1C: (9)

Hot� proizvodnye
@2G(x; s)

@x2
,
@3G(x; s)

@x3
, ime�t razryv pri t = s, ana-

logiqno mo�no pokazat~, qto proizvodnye (Ay)00(x), (Ay)000(x) suwestvu�t i
vyra�a�ts� sootvetstvenno formulami

(Ay)00(x) =

Z !

0

@2G(x; s)

@x2
[8k3y(s)� f(s; y(s); y0(s); y00(s))] ds; (10)

(Ay)000(x) =Z !

0

@3G(x; s)

@x3
[8k3y(s)� f(s; y(s); y0(s); y00(s))] ds+ 8k3y(x)� f(x; y; y0; y00):

(11)

Iz (10) i iz vyra�eni� dl�
@2G(x; s)

@x2
poluqim

j(Ay)00(x)j 6 4k2C: (12)

Iz (8), (8'), (9) i (12) vytekaet, qto operator A otobra�aet mno�estvo U v seb�.

Poka�em, qto operator A kompakten. V silu (8), (8'), (9) i (12) mno�estvo
f (Ay)(x) : y(x) 2 U g ograniqeno v prostranstve C2

[0;!], t.e. funkcii (Ay)(i)(x),

i = 0; 1; 2 ravnomerno ograniqeny. Po�tomu, iz lemmy 1 vytekaet, qto operator
A kompakten.

Dalee, pust~ posledovatel~nost~ fyn(x)g funkci� prinadle�awih mno�-
estvu U , shodits� (v smysle normy (2)) k funkcii y(x) (oqevidno, y(x) tak�e
prinadle�it mno�estvu U). Togda posledovatel~nost~ f(x; yn; y

0

n; y
00

n) shodits�
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k funkcii f(x; y; y0; y00) ravnomerno na [0; !]. Ots�da vytekaet, qto vozmo�en
predel~ny� perehod pod znakom integrala v (7), t.e. Ayn ! Ay i operator A

nepreryven na mno�estve U .

Takim obrazom, operator A udovletvor�et vsem uslovi�m teoremy Xaudera.
Sledovatel~no, suwestvuet nepodvi�na� toqka operatora A, t.e. uravnenie (3)
imeet po kra�ne� mere odno rexenie. Teorema dokazana.
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