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ANWENDUNG DER METHODE VON SAPKAREY ZUM
AUFLOSEN EINIGER RANDWERTAUFGABEN FUR DIE
LINEARE KOMPLEXE DIFFERENTIALGLEICHUNG IT ORDNUNG

Lj. Proti¢ und M. Canak

1. Einfithrung
In seiner Arbeit [1] hat S. Fempl die lineare, komplexe Differentialgleichung
Dw+ f(z,2)w+g(z,2) =0 (1)
untersucht, wobei f(z, Z) und g(z, Z) gegebene, stetige Funktionen in einem geschlos-
senen Gebiet T' sind, und
Dw = (u, —v,) + i(uy +v,) = 2w’ (2)

den bekannten Differentialoperator von Kolossov darstellt. Er zeigte, dass die all-
gemeine Losung dieser Gleichung die Form

w(z,z) = {Q(z)— %/g(z,z)exp[%/f(z,z) dz} dz} exp {—%/f(z,z) dz] (3)

besitzt, wo Q(z) eine beliebige analytische Funktion ist.

Auf Grund dieses Ergebnisses kann man den folgenden Differentialoperator
von Fempl

Fa,pw =Dw+ A(z,2)w + B(z,2) = ®(z,2) (4)

einfithren, der fiir die gegebenen, stetigen Charakteristiken A = A(z, %) und B =
B(z,%), jeder differenzierbarer Funktion w(z, Z) eine stetige, komplexe Funktion
(2, z) zuordnet.

Aus der Formel (4) erhdlt man unmittelbar

Fipw = Fap[Fapw] = Fap[Dw+ Aw + B]
= D?w + 2ADw + w(DA + A*) + (DB + AB + B)
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und das heisst, dass die Gleichung 72w = 0 in die Differentialgleichung
D*w +2ADw +w(DA + A*) = -DB - BA - B (5)
ibergeht. Wenn man auf (5) die F-Transformation
Fw=Dw+ Aw+ B = ®(z, 2) (6)
anwendet, so geht diese in sie selbst, also in
D®+ AP+ B=0 (7)

iiber. Auf Grund der Formel (3) hat die Losung von (7) die Form

d(z,%) = exp {—%/Adz]{@(z)— %/Bexp B/Adz] dz}

oder

mit

M(z,z) = exp {—% /Adz],

N(z,2) = —exp{—%/Adz] %/BexpB/Adz] dz.

Wenn man den Wert (8) in (6) einsetzt, so erhélt man die Gleichung
Dw + Aw+ (B — ®(z,2)) = 0. (9)
Die allgemeine Losung von (9) ist
w(z,Z) = P(2)R(%,2) + Q(2)M (2,2) + T'(z, %) (10)
mit
R(z,z) = %M(z,z)/M(z,Z) exp B /A(z,,é) dz] dz,
T(2,3) = N(z,2) + %M(z,z)/N(z,Z) expB/A(m) dz‘:] iz

wobei P(z) und Q(z) beliebige, analytische Funktionen sind.

Jetzt stellen wir die umgekehrte Frage: Unter welchen Bedingungen geht die
allgemeine komplexe Differentialgleichung

D*w + a(z, 2)Dw + B(z, 2)w = (2, 2) (11)

durch Anwendung der F-Transformation in sie selbst. Diese Frage fiir reellen Dif-
ferentialgleichungen IT Ordnung hat I. Sapkarev in seiner Arbeit [2] gestellt.
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Durch Vergleichen der entsprechenden Koeffizienten von Gleichungen (5) und
(11) erhélt man

a=24, f=DA+A%?, —y=DB+ AB+B
und daraus auch die Bedingung
2Da +a® —43 = 0. (12)
Wenn wir die Komposition von zwei Differentialoperatoren
Fa,pw =Dw+ Aw + B, Fopw=Dw+Cw+E
anweden wollen, so haben wir

Fo,p(Fa,pw) = Fo p[Dw + Aw + B]

= D*w+ (A+ C)Dw + (DA+ CA)w + (DB + CB + E).
(13)

Die Gleichung F¢ p(Fa,pw) = 0 geht also in die komplexe Differentialgleichung
D?*w+ (A+C)Dw+ (DA+CA)w=-DB—-CB-E (14)

iber.

Durch Vergleichen der entsprechenden Koeffizienten erhdlt man a = A + C,
08 =DA+ CA und daraus auch die Bedingung

DA=A>—aA+3 (15)

die man als Ricatti-sche Differentialgleichung im Bezug auf die Funktion A inter-
pretieren kann. So sehen wir, dass sich die komplexe Differentialgleichung (11) mit
Hilfe der Opertoren F 4,5 und F¢, g 16sen kann, wenn die entsprechende Ricatti-sche
Gleichung (15) integrierbar ist.

2. Randwertaufgabe von Dirichlet-Neumann fiir die lineare
komplexe Differentialgleichung IT Ordnung

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (11) enthélt zwei beliebige, an-
alytische Funktionen. Zu ihrer Bestimmung kann man zwei unabhangige Randbe-
dingungen zuordnen. Eine grosse theoretische und praktische Bedeutung hat die
folgende Randwertaufgabe von Schwarz-Neumann-Dirichlet: Es seien L;: zZ = g(z)
und Lo: Z = h(z) gegebene, geschlossene Konture, wobei g(z) und h(z) gegebene,
analytische Funktionen sind. Man soll diejenige Losung der Differentialgleichung

(11) bestimmen, die auf L; und Ly den folgenden Randbedingungen
Cl(z)ag(z)w + C’2(z)ag(z)Dw = C3(z2) (16)
D (2)a ) w + Da(2)ay, Dw = D3(z)

geniigt, wobei C4(z), Ca(z), Cs5(2), Di(z), Da(z), D3(z) gegebene, analytische
Funktionen sind. Dabei muss auch die Bedingung (12) gelten.
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BEMERKUNG 1. Die Bedeutung des Operators a,.) ist folgender: Es sei W =
{w(z, z)} die Menge der komplexen Funktionen die differenzierbar nach z in einem
geschlossenen Gebiet T sind, und es sei Q = {w(z)} die Menge der analytischen
Funktionen in 7. Die Funktion w = ayyw kann aus der Funktion w = w(z, 2)
entstehen, wenn man den Wert Z mit g(z) vertauscht und den Wert z unverdnderlich
lésst. Leicht kann man sehen, dass ag(.) die Menge W auf die menge € abbildet,
und dass jedem Original w ein und nur ein Bild w entspricht. Der geometrische
Sinn dieses Operators ist folgender: Wenn z = ¢(z) die Gleichung einer glatten,
einfachen, geschlossenen Kontur ist, so besitzen die Funktionen w(z, z) und ayyw
den gleichen Randwert auf dieser Kontur.

Die Losung der Randwertaufgabe (16) suchen wir in der Form (10), wobei P(z)
und @(z) unbekannte, analytische Funktionen sind. Es gilt auch

Dw = P(2)DR+ Q(2)DM + DT. (17)
Durch Substitution der Werte (10) und (17) in (16) erhélt man

C1(2)[P(2)ag(s) R + Q(2)ag:) M + ag(:)T]
+ C2(2)[P(2)ag(2) DR + Q(2)arg(:) DM + () DT = C5(2)
Dy (2)[P(2)an) R+ Q(2)an) M + an)T]
+ Da(2)[P(2)an) DR + Q(2) ) DM + a5y DT] = D3(2)
oder, nach einer kiirzeren Rechnung
P(z)[C’l(z)ag(z)R + Cg(z)ozg(z)DR] + Q( )[Cl(z)ozg Z)M + 02( ) (Z)DM]
= C3(2) = C1(2)ay) T — Ca(2)ay DT
P(2)[D1(2)anz) R + Da(2)anz) DR] + Q(2)[D1(2)an(z)M + Da(2)ap -y DM]
= D3( ) - Dl(Z) h(z)T - D2(z)ah(2)DT.
(18)
Die Relationen (18) stellen ein lineares Gleichungssystem mit 2 unbekannten
Funktionen P(z) und @Q(z) dar. Die Determinante dieses Systems ist verschiedene
von 0 fiir g(z) # h(z) und R(z, Z) # M(z, Z) und das System besitzt dann die einzi-

gen Losungen P(z) und Q(z). Durch Substitution dieser Werte in (10) erhdlt man
die Loésung der Randwertaufgabe (16) fiir die komplexe Differentialgleichung (11).
BEMERKUNG 2. In allgemeinen Falle 2D +a? —43 # 0 kann man die Randw-
ertaufgabe (10)—(16) durch eine ndherungsweise Methode der komplexen Differen-
zen, die in der Arbeit [3] von Lj. Proti¢ und M. Canak gearbeitet wurde, 16sen.

3. Randwertaufgabe vom Carlemantypus fir die komplexe
Differentialgleichung (11)

In der Monographie [4] von G. Litvincuk gibt es die folgende Formulierung der
Randwertaufgabe von Carleman fiir die analytischen Funktionen:

RANDWERTAUFGABE C'. Es sei L eine einfache, glatte, geschlossene Kontur,
die das Gebiet D begrenzt. Man soll die Funktion ®(z) bestimmen, die in D
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analytisch ist und die auf L der Bedingung
Dla(t)] = G()(t) + g(t) (19)
geniigt, wobei auch die Bedingung von Carleman
ala(t)] =t, telL

gilt. Die Funktionen G(t), ¢g(t) und o'(t) geniigen dabei der Bedingung von Hoélder
und G(t) # 0, &/(t) # 0.

Dieses Problem wurde zum ersten mal von Kveselava [5] durch die Methode
der Integralgleichungen vollstindig gel6st. In dieser Arbeit 16st man als Beispiel

eine Randwertaufgabe vom Carlemantypus fiir die komplexe Differentialgleichung
der Form (11).

RANDWERTAUFGABE Cj. Man soll die Losung der komplexen Differentialgle-
ichung

2 1
D2w+ij—_—2w:0 (20)
z Z
bestimmen, die auf dem Einheitskreis K: z = 1/z den Randbedingungen vom

Carlemantypus
w(l/t) =tw(t)+1—1t
1 1 21
Dw(1/t) = sz(t) + i 1 (21)
geniigt.
Durch Anwendung der Differentialtransformation
zZDw — 2w

Du+==%  Dw+ L -Ds
z z

geht die Gleichung (20) in

®
z

tiber. Nach einer langeren Rechnung bestimmt man die allgemeine Losung von (20)
in der Form
w(z, z) = P(2)z'/2 + Q(2)z7 /2, (22)

wobei P(z) und Q(z) beliebige analytische Funktionen sind. Wenn wir den wert
(22) und seine areoldre Ableitung Dw in (21) einsetzen, so erhalten wir

P(%)tl/Q + Q(%)t_lﬂ = PO + Q) +1 -t
N Zi/2 1N, —3/0 —1/2 12 , 1 (23)
P(Z)t —Q(Z)t = PO = Q)2 4+ £ - 1.

Durch Elimination der Funktion P aus (23) erhélt man

Q(1/t) =*Q(t) (24)
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was die homogene Randwertaufgabe von Carleman fiir die analytischen Funktionen
darstellt. Die Losung dieser Randwertaufgabe ist Q(z) = ¢;/z (siehe [4]). Durch
Substitution dieses Wertes in (23) erhélt man

1 1—t

was die sgn. Sprungrandwertaufgabe darstellt. Die Losung dieser Randwertaufgabe
ist P(z) = 2z'/2 + ¢, (siehe [4]). Endlich bestimmt man die Losung der Randwer-
taufgabe (20)—(21) in der Form

C1

2\ — (21/2 S1/2
w(z,2) = (212 4 ¢p) 7Y/ +m.

(26)
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