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PRILOG O PROSIRIVANJU | UOPSTAVANJU
ZADATAKA 1Z GEOMETRIJE TROUGLA

(Some attachment on the expansion and generalization problems
to the triangle geometry)

Milorad Belji¢*

SaZetak. U ovom c¢lanku date su neke geometrijske nejednakosti koje se nadovezuju na
zadatke iz redovne nastave matematike u srednjoj Skoli.

Kljuéne rijedi i izrazi: trougao, aritmeti¢ka, geometrijska i kvadratna sredina, geometrijske
nejednakosti.

Abstract. In this article are presented some geometric inequalities that relate to the problems
of regular teaching mathematics in high school.
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Oduvjek je geometrija zaokupljala paznju mnogih matemati¢ara, nadahnjivala
brojne generacije od drevnih vremena do danasnjih dana, da bi tako nastala danasnja
moderna geometrija.

Programski zahtjevi u redovnoj srednjoSkolskoj nastavi geometrije ne
poklanjaju dovoljno paZnje geometrijskim nejednakostima. Ta pitanja su pokrivena
sa sljedece tri teoreme:

1. Spoljasnji ugao trougla veci je od bilo kog nesusjednog unutrasnjeg ugla;

2. Stranica a trougla AABC veca je od stranice b ako i samo ako je
naspramni ugao o veéi od ugla B;

3. U svakom trouglu zbir dvije stranice je veci od trece, a razlika dvije stranice
manja je od trece stranice (nejednakost trougla).
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Zbog svog znacaja 1 ozbiljnosti ova tema vise se razraduje na Casovima dodatne
nastave, pripremama za takmicenja, i dr.

U ovom ¢lanku? bit ée rije¢i o nekim geometrijskim nejednakostima koje se
prirodno nadovezuju na zadatke iz redovnog Skolskog programa i skupa ¢ine jednu
interesantnu cjelinu, te daje primjer kako se moZe raditi i sa drugim temama.

Ovakav na¢in rada i usmjeravanja naprednijih uéenika preko redovne nastave u
produbljivanje, prosirivanje, povezivanje i generalizaciju postojecih problema, gdje
god je to prirodno moguce i gdje ima smisla, od posebnog je znacaja za rad sa
nadarenim ucenicima kroz vannastavne aktivnosti kao prirodnog pratioca redovne
nastave. Na taj na¢in mladim matematiarima, preko tako osmi§ljenih mini
istraZivanja, se otvara novi put u nepoznato i nagovestava da istraZivanje u nauci
nije zavrSeno. Takav oblik rada moze povecati interesovanje za bavljenje
pocetku rada sa njima ne smiju se zadavati preteski zadaci, nego nivo optere¢enosti i
povecavanje zahtjeva treba da ide postepeno, jer bi u suprothom doslo do gubljenja
samopouzdanja i demoralisanja.

Pravilno vodenje dodatne nastave, priprema za takmicenja i drugi vidovi rada
kod mladih matemati¢ara pokrece logi¢no misljenje, ma$tu i intuiciju 5to sve skupa
izaziva ,,rodenje ideja i povecava interesovanje za matematiku, a u Sirem smislu za
nauku uopSte. Kod posirivanja, povezivanja, produbljivanja i uopStavanja
geometrijskih zadataka, koriste se:

a. metode logickog zaklju¢ivanja (dedukcija, indukcija i indirektno

zakljucivanje),

b. misaoni postupci i metode nau¢nog istrazivanja (analiza, sinteza, analogija,

konkretizacija i specijalizacija, apstrakcija i generalizacija).

U postupku rjeSavanja zadataka® &esto se dodaju dopunski uvijeti datog zadatka,
ispituju se grani¢ni uvjeti, mijenja se dimenzija sistema u kome se radi i sl.

Ovaj ¢lanak ima za cilj da pokaze neke performanse zadataka na primjeru
trougla. Naime, na S$kolskom ¢asu, kao vremenskom resursu, treba posti¢i
maksimum iskoriStenosti a minimum gubitka vremena.

Obrada nastavnog materijala je predvidena nastavnim planom i programom.
Medutim, na nastavnom ¢asu pri rjeSavanju nekog problema mogu se ulenici
usmjeriti, uz dodatno variranje uvjeta, u daljnje istraZivanje Sireg problema nego to
je rjeSavan na casu redovne nastave. Tako od zadatka do zadatka ucenici se
neosjetno uvode u mini istraZivanje, stalno postavljaju¢i pitanje: - Sta bi bilo kad bi
bilo?

S druge strane takav pristup nastavi da se uobi¢ajenim zadacima dodaju novi
uvjeti je od izuzetne vaznosti, jer se tako dobijaju zadaci znac¢ajniji od prvobitnih.
Neretko, taj prvobitni zadatak se shvati kao specijalni slucaj nekog opstijeg

? Isti je namijenjen za rad sa srednjoskolcima koji pokazuju povecano interesovanje za
matematiku.

® Od izuzetne vaznosti je traZenje vide rjesenja nekog zadatka. Tako se odbacivanjem
tradicionalnih shvatanja dolazilo do novih, senzacionalnih nauénih otkrica. U istoriji
matematike poznata su takva otkric¢a poput geometrije Lobacevskog i Boljaja,
Kopernikovog heliocentricnog sistema, Lukasjeviceve viSeznacne logike, Ajnstajnove

teorije relativiteta i sve u duhu poznate misli ,,Sve stvari imaju granice sem stvaralastva“.
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problema. Svakako da se ti ,inovirani“ zadaci rjeSavaju u dodatnoj nastavi,
matematickim klubovima, pripremama za takmiCenja i sl. U tom smislu su
uprili¢ena sljedeca rasudivanja.

Primjer. Neka su A;, B;, C; tacke dodira stranica a, b, ¢ respektivno, sa
kruznicom upisanom u trougaoc AABC, R i r poluprednici opisane i upisane
kruZnice a s poluobim tog trougla.

a) lzraziti stranice trougla AA;B;C; u funkciji stranica a, b, ¢ trougla AABC.

b) Dokazati jednakost

.":-11 E:_ E:_ '::-1 f:‘__."fi_._ (1)

gdje su ry ry, re polupreénici pripisanih kruznica trouglu AABC.

c) Dokazati nejednakosti
== 2
5’]"4; = Hj_Bi + Bil.r..-i + l.r..-iﬂj_ = Sﬂ|? (2)
AlBl * BICI * ClAl S TZS (3)
i

1.t 1 3R (4)

A1B1 B1C1 C1A1 —r 2s

RjeSenje:
a) Neka je tacka O centar upisane kruznice u trougao AABC (slika 1). PovrSina
trougla AAB;O («AB,0 = 90°) je jednaka
P.ap,0==AB, - 0By ==A0- 22 aodavde je

248, -0, .
Elfl = A_G =, |:5_:|
Analogno dobijamo
s _2CA, 04,
1 co (6)
4 _2BCi 0B
ot s B BO

Slika 1

S druge strane, imamo
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0A; = 0B, = 0C; = M @)

ABIZACIZS—CL, BC1=BA1=S_b, CAlchlzs_C 5\_--_,.5

kao i

o
\

Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao AAOB; dobijamo

AO= [ABTT 0B = (s —g)a4 Serbibrd j2ebma) g
Na sli¢an nacin, imamo
[ labl=—
BO=_ I acle ) o = [eblezd) (10)
< s
Iz jednakosti (5) - (10) slijedi
(5= B)(s— o)
B,C,=2(s—a) | —
a‘" L
(s— a)(s—B)
AB, =2(s—¢c) | -
e

(11)

|
Cﬁlzﬂs_me:ﬁli:ﬂ
+ ac

b) Koristenjem obrazaca (formula) za povrSinu trougla

P=,s(s—a)(s—b)(s—c) (Heronov obrazac),

P=r(s—a) =n(s—b) =r.ls—¢c),

abe

4R

jednakosti {11) mogu se izraziti na sljedeci naéin:

(s —B) (s —c) s(s—a)(s—b)(s—c) 2PVs—a
B.C,=2s—a) —— =% _2f5—a | _
~ be | sbe yshe
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497

Tada iz jednakosti {11} i {12} proizlazi trazena jednakost {1).

d) Na osnovu odnosa izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine za duzine A4 By,
B,C; i €4, i jednakosti (11) dobijamo

LaEeq LR

fﬁ@—@@—m@—af

ﬂiﬁi + Eifi + Ej_ﬂj_ =0

abc

—5T'5|!_i
N P

tj. lijevi dio nejednakosti 2).
Na osnovu odnosa izmedu aritmeti¢ke i kvadratne sredine imamo

AB + BiCy +Cidy =3 ﬂ'w -

a+b+c}3—2(az+bg+cm

|
3

2 (s-a)(s—B)(s—c)
'\‘IH. abe {(

a odavde, zbog
(s—a)(s—bl(s—c)=1%s, a+b+c=25 abc=4Rrs |

a?+b2+c2=2(a+b +0)?

slijedi*
3 3
LB 4B Ot o £ 2 iz 454 ||;
y D U )
N N 2 L

4a2+b2+c22§(a+b+c)2 <=> (a—b)?+ (b —c)? + (c — a)? > 0 (tatno)
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Sto predstavlja desni dio nejednakosti {Z}.

Dalje, na bazi jednakosti {11} dobijamo

fa¥)
Iy
I
ot
I-|'.-'.| "y
I
I3y
)
I

Aqg0q "DOyily "Ly Ay =0

I
b
ey
s
t
-

= i
mol
M

S obzirom da je
2r = E (Ojlerova nejednakost)®,

iz {13 slijedi nejednakost {3}.

Kona¢no, na osnovu jednakosti (1) i nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske
sredine dobijamo

1 + 1 + 1 Eu'ﬁﬁlrumrg_ﬂslli
4B BiCy  Cads  mE 4 mbc  ra)2s

jer je .1y =752 | abc = 4Rrs.
Na kraju dajemo nekoliko zadataka za vjeZzbu.

1. DokaZite nejednakost Aiﬁ‘f + Bic'f + E‘iﬂi = gRT‘. Kada vaZi jednakost?

(Uputa: Koristiti jednakost (11) i OH* = 9R% — (a® + b2 +c2) =0, gdje je
O centar upisane kruznice i H ortocentar trougla AAEBC).

2. Ako je O centar upisane kruznice i r njen polupre¢nik, dokazati da u trouglu
AAEBC vaZze nejednakosti:
a) AD + BO + CO =6,
b) AO"+BO"+CO"=3-2" -+ nER.
(Uputa: a) Upotrebiti jednakosti {9) i (11), nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine i Ojlerovu nejednakost.
b) Sli¢no kao pod a)).

3. Dokazati nejednakost
1 1 1

—_ 44— =
Aot pot  coft T (zp)®
(Uputa: Koristiti  jednakosti — +—+ — = E(sinE + sin€ +sin 3) i

) AR RO O 7 2 2 2
Jensenovu nejednakost za konveksne funkcije).

ne M.

*imamo: /a2 — (b —¢)? < a,4/b?2 — (c —a)? < b, y/c2 — (a — b)? < ¢, ij.
J@@+b—c)2(b+c—a)*(c+a—b)? <abc <=>
<=>8(s —a)(s — b)(s — ¢) < abc <=>2r < R (zbog Heronovog obrasca i
abc = 4Rrs).
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