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Konstrukcija jedne interesante polugrupe

Daniel A. Romano®

Sazetak: U ovom ¢lanku dat je opis jedne interesatne komutativne polu-
grupe (p(U),®) determinisane na partitivnom skupu g(U) bilo kojega skupa
U posredstvom poznatih operacija sa skupovima. Na ovoj polugrupi skupovna
'relacija inkluzije’ je relacija parcijalnog uredjenja ali uvedena polugrupna op-
eracija nije saglasna sa tom relacijom parcijalnog uredjenja.

Kljucéne rijeci i fraze: polugrupa, unutrasnja binarna operacija, relacija parci-
jalnog uredjenja, kompatibilnost

Abstract: In this article we give description of a construction of one in-
teresting commutative semigroup determined on the partitive set p(U) of any
set U by known set operations. In this semigroup the set inclusion relation is a
partial order but this order is not compatible with the semigroup operation.

AMS Mathematics Subject Classification (2010): 03E02, 03E20, 20M 14
ZDM Subject Classification (2010): E60, H20

Key words and phrases: semigroup, internal binary operation, partial order,
compatibility

1 Uvod

Neka je S neprazan skup. Za totalnu funkciju w : S x S — S kazemo da je
unutragnja binarna operacija (u daljem operacija) na skupu S. Dakle, da bi
funkcija w bila dobro definisana na skupu S potrebno je i dovoljno da bude:

(i) Dom(w) =S x S;

(ii) (Va,b,u,v € S)((a=uAb=v) = w(a,b) = w(u,v)).
U tom slucaju, za operaciju w kazemo da na nosacu S gradi algebarsku strukturu,
a za uredjeni par (S, w) kazemo da je grupoid. Dalje, ako vrijedi

(a) (Va,b,c € S)(w(a,w(b,c)) = w(w(a,b),c)), tada za grupoid (S, w)
kazemo da je polugrupa;

(b) (Va,b € S)(w(a,b) = w(b,a)), tada za groupid (S,w) kazemo da je
komutativan grupoid.

1 Pedagoski fakultet Bijeljina, 76300 Bijeljina, Semberskih ratara bb. Bosna i Hercegovina,
e-mail: bato49@hotmail.com



12 D.A.Romano

Dalje, u slucaju da je formula
(Je € S)(Va € S)(w(e,a) = a=w(a,e))

valjana fromula u polugrupi (S, @), bez poteskoéa se pokazuje da je element
e jedinstven u polugrupi (S,w). Taj element zovemo neutralni element za
operaciju w. U tom slu¢aju, polugrupu sa neutralnim elementom nazivamo
monoid. Neka je a element polugrupe (5, w) sa neutralnim elementom e. Za
element a’ monoida (S, @) kazemo da je inverz elementa a ako vrijedi

w(d',a) = e = w(a,d).

Lako se pokazuje da ako takav element postoji onda je on jedinstven.

Matematicka disciplina koja se bavi izu¢avanjem ovih algebarskih struktura
je Teorija polugrupa. O teoriji polugrupa pogledati knjige [] i [21].

Od posebnog interesa u Teoriji polugrupa su tzv. uredjene polugrupe. Evo
o ¢emu je rijec.

Neka su S'i T dati skupovi. Podskup a@ C S x T nazivamo relacija izmedju
elemenata skupa S i elemenata skupa T. Skup {(¢t,s) € T x S : (s,t) € a} je
inverz relacije o, i oznacavamo je sa o~ !. Dalje, relaciji o pridruzujemo skupove

Dom(a) ={se S: (3t eT)((s,t) € a)},
Rang(a) ={t € T : (Is € S)((s,t) € a)}.

Prvi od njih je domen relacije «, a drugi je rang relacije a. U matematici su od
interesa neke posebne relacije. Neke od njih su:

(o) Identitet Ng ={(s,s):s€ S}

(i) Relacija « je korespodencija ako je Dom(a) = S;

(ii) Relacija « je surjekcija ako je Rang(a) = T;

(iii) Za relaciju « kazemo da je funkcija ako vrijedi

(Va,b € S)(Vu,v € T)(((a,u) € a A (byv) Eax AN a=b) = u=v);
(iv) Za relaciju a kazemo da je injekcija ako vrijedi
(Va,b € S)(Vu,v € T)(((a,u) € a A (bv) Eax AN u=v) = a=0).
Za relacije a C S x Ti g CT x W relacija
{(s,w) e SxW: (I eT)((s,t) €Ea A (t,w) € B)}

je proizvod (ili kompozicija, superpozicija) relacija i 8. Obiljeavamo je sa foa.
Bez veéih poteskoca se provjerava da za relaciju a C S x S, u opstem slucaju,
vrijedi

aolAg=a, Agoa = qa.

Medjutim, za relaciju o C S x T, u op$tem slu¢aju, ne vrijedi 2

2Interesantni zadaci su ustanoviti potrebne i dovoljne uslove kada su pomenute jednakosti
pojedinacno ili zajedno valjane formule.
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atoa=Ag, aoa"l=Arp.
Dalje, za relaciju a C S x S kazemo da je relacija parcijalnog uredjenja na
skupu S ako je refleksiva, antisimetri¢na i tranzitivna, tj. ako vrijedi

NAgCa,anNna ' CAg, aoaCa.

Ako je (S, w) polugrupa, za relaciju parcijalnog uredjenja « kazemo da je kom-
patibilna (ili saglasna) sa polugrupnom operacijom w ako vrijedi

(Vs,t,u € S)((s,t) € a = ((w(s,u),w(t,u)) € a A (w(u,s),w(u,t)) € a).

U tom slucaju polugrupu (S, w) nazivamo uredjenom polugrupom.

U ovom ¢lanku konstruisan je jedan interesantan primjer komutativne polu-
grupe unutar Naivne teorije skupova. Za razumijevanje teksta dovoljna su ele-
mentarna zanja iz te teorije. Tekst moze posluziti za osvjezenje kursa ” Osnove
matematike” na studijskoj grupi za matematiku (prvog ciklusa), odnosno na
studijskoj grupi za obrazovanje vaspitaca drugog i/ili treéeg ciklusa, u namjeri
da se pokaze da se algebarske strukture 'prirodno’ pojavljuju.

Za nedefinisane oznake i koristene pojmove ¢italac moze pogledati knjige [],
[2], [8] i [4] ili bilo koju knjigu o Naivnoj teoriji skupova.

2 Konstrukcija

U ovom odjeljku konstruisa¢emo jedan primjer komutativne polugrupe deter-
minisane na Naivnoj teoriji skupova. O Naivnoj i Aksiomatskoj teoriji skupova
pogledati, na primjer, u knjigama [B] 1 [4].

Neka je zadan neprazan skup U. Na partitivnom skupu @(U) skupa U
definisimo unutrasnju binarnu operaciju

®:pU) x p(U) — p(U)

na slijededi nac¢in: Za elemente A, B € p(U), tj. za podskupove A i B skupa U,
stavimo

A®B=(AUB)\(ANB).

Buduéi da vrijedi, ako je A = X 1 B =Y, tadaje A®B = X ®Y jer je
AUB =XUY i AN B = XNY, zaklju¢ujemo da je relacija @ ekstenzivna
u odnosu na jednakost medju skupovima, tj. @ je funkcija svuda definisana
na p(U) x p(U). Prema tome, ¢ je unutrasnja binarna operacija na p(U).
Dakle, (p(U),®) je grupoid. Provjerimo koje osobine ima ovako determinisana
operacija. Ako sa X¢ ozna¢imo komplement skupa X u univerzumu U, tj.
X¢ =U\X, imamo:

A@®B=(AUB)\(ANB)

=(AUB)N (AN B)°
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Au B) N (A€ U BY)

YN ACYU ((Au B) N BY)
NAYYU(BNAY)U(ANnBY) U (BN BY)
AC) (AN BY)

A) U (A\B).

D>U:J

(1) Iz prethodnih jednakosti odmah zaklju¢ujemo da je operacija @& komu-
tativna, tj. za proizvoljne podskupove A i B skupa U vrijedi

A®d B=Ba®A.

(2) Neka su A, B i C po volji izabrani podskupovi skupa U. Izra¢unajmo
A®(Ba(C).
A (BaO)=(BaO)NnA“)U(An(Ba C)Y)
=(((CNBYYUBNC))NAYYU(AN((CNBY)U(BNCY)Y)
=(A°NCNBYYUANBNCYU(AN((CNBYY N (BNCYY))
=(A°NCNBYHYUANBNCY)U(AN((CCUB)N(BcUC)))
= (A°NCNBYYUANBNCYU(AN(((CCUB)NBCY)U((CCUB)NC)))
= (A°NCNBY)U(A°NBNCY)U(AN((CYNBY)U(BNBC)U(CYNC)U(BNC)))
=(A°NCNBYYUANBNCYYU(ANCYNBY)YU(ANBNC)

S druge strane, izracunajmo (A ® B) @ C.
(AeB)eoC=(Cn(A®B))U((A®B)nCY)
N((ANBY)U AN B)))YU(((AnBY U (AN B))NCY)
(ANBOYYN (AN B))Uu(ANB°nCY u (AN BnCY)
(AUB)N(AUB®)U(ANBYNCY U (A°NBNCY)
(A°NA)U(A°NBY)U((BNA)U(BNB))U

(ANBCNnCu(A°nBnCY)

=(CNA°NBHYU(CNBNA)UANB NCY) U (A NBNCY).

=(Cn(
= (en(
=(Cn(
=(Cn(

Buduéi da su desne strane ove dvije jednakosti jednake, zaklju¢ujemo da vrijedi
Ad(BaC)=(AeB)aC.

Kako su skupovi A, B i C bili izabrani po volji, zaklju¢ujemo da je operacija @
asocijativna, tj. grupoid (p(U),®) je polugrupa.®

B)IzAD=0“NA)U DN AY) = (UNA)UD= A zakljucujemo da je
neutralni element u polugrupi (p(U), ®).

3Da je relacija @ asocijativna mogli smo zakljuéiti iz njenog oblika. Zaista, u formuli,
kojom je predstavljen komponat A & (B @& C), skupovi i njihovi komplementi pojavljuju se
pravilno i njihovo pojavljivanje u formuli ne zavisi od nac¢ina njene konstrukcije.
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(4) Lako se provjerava da u ovoj polugrupi svaki element je sam sebi inverz,
tj. da vrijedi
A A=0.
Zaista, imamo: A® A= (AN A)U(ANAY) = 0.
Vijedi i obrnuto, tj. A® B = () = A = B. Naime, ako pretpostavimo da

za skupova A 1 B vrijedi A® B = 0, tj. ako vrijedi (AU B)\(AN B) = {, tada
mora biti AU B C AN B. Poslednja inkluzija je moguca ako je A = B.

Napomena. Polugrupa (p(U),®) je grupa i to Abelova. Operacija ® je
simetri¢na razlika skupova. U tekstu je dokazano da je ona asocijativna, ima
neutralni element i svaki element je sebi inverzan. Prema tome, ova struktura
je polugrupa, ali i Abelova grupa. Ona je svakako interesantna po tome to je
njen svaki element sam sebi inverz. Sem toga, jednostavno se vidi da je presjek
distributivan prema simetri¢noj razlici, tj. vrijedi

(A B)NC=(AnC)® (BNQO).

Iz toga slijedi da se struktura (p(U),®,N) prsten. O
(5) AU = (U NA)UUNAY) =0NA)UA°C = A°.
(6) A AY = (A9)YNA)U(ASNAY) = (ANA)U(A®NAC) = AUAY =U.

Tvrdnje iznesene u tackama (5) i (6) omogucavaju nam da dokazemo sli-
jedece dvije tvrdnje:

A9 B =A9B
(Ao B)° = A® BY = A° ® B.
Zaista, imamo:
(i) AeBY=(AeU)e (BaU)=Aa(UaU)®B=A® B.
(i) (AeB)Y =(AeB)aU=A® (BoU)=Aa B°
=(A®B)aU=(AaU)aB=A"®B.

(7) Kako je AN A® = (), prethodna tvrdnja, tvrdnja (6), je specijalan slucaj
slijedece tvrdnje.
Ako za skupove A i B vrijedi AN B = (), tada imamo

A®B=(AUB)\(ANB)=(AUB).

Odmah se vidi da vrijedi i obrnuta tvrdnja. Naime, ako je A@ B = AU B,
tada je AN B = 0.

(8) Na kraju, pretpostavimo da je A C B. Tada imamo
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A® B = (B\A) U (A\B) = (B\A).

Pretpostavimo da za skupove A i B vrijedi A ® B = B\ A. To znadi da je
(A\B) U (B\A) = B\ A. Odavde zaklju¢ujemo da mora biti A\B C B\A. Ovo
poslednje je moguée samo ako je A\B = {), tj. ako je A C B.

Nije tesko uociti da je relacija C relacija parcijalnog uredjenja na polugrupi
(p(U), @) ali da ta relacija nije saglasna sa operacijom @®. U stvari, za po volji
izabrane podskupove A, B i X podskupa skupa U ako je A C B ne mora
obavezno biti A® X C B@® X, jer, u opstem slucaju, ne vrijedi BNA“NX = 0.
Dakle, polugrupa (p(U), @) nije uredjena polugrupa.

Autor se zahvaljuje recenzentima na korisnim sigestijama. Takodje, autor
se zahvaljuje Milovanu Vin¢i¢u, profesoru Ekonomskog fakulteta Univerziteta u
Banjoj Luci, na strpljivom ¢itanju teksta tokom njegovog nastajanja.
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