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ČETIRI TEOREME O PRAVILNOM DEVETOUGLU 
 

(Four theorems on the regular nonagon) 
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Sažetak: U radu su date četiri teoreme koje se odnose na pravilni devetougao. 
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U ovom radu ćemo dati četiri teoreme koje se odnose na pravilni devetougao. 
Isti je namijenjen prvenstveno nastavnicima matematike koji rade sa nadarenim 
učenicima. 

Svaka od prve tri teoreme bit će dokazana na četiri načina. Neke od vrijednosti 
dokazivanja teoreme na više načina su: a) time se stiče i izgrađuje vještina u 
dokazivanju teorema; b) pomaže da se i druga tvrđenja logički korektno dokazuju; c) 
pruža radost otkrića, što je i najjači motiv za dalju aktivnost. 

Na petoj Juniorskoj makedonskoj matematičkoj olimpijadi u Skoplju, 2001. 
godine, dokazana je sljedeća tvrdnja  

 
Teorema:  U pravilnom devetouglu dužina stranice jednaka je razlici dužina 

najduže i najkraće dijagonale.  
 
Ovu teoremu ovdje ćemo koristit kao lemu. Jedan njen dokaz nalazi se u [3]. 
 

Teorema 1. U pravilnom devetouglu ABCDEFGHK važi sljedeća jednakost 
 

2
AC

AB

AB

AD
. 
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Dokaz 1. Veličina centralnog ugla nad stranicom pravilnog devetougla iznosi 

, što je i veličina spoljašnjeg ugla. Veličina periferijskog ugla nad 

stranicom tog devetougla je , a veličina unutrašnjeg ugla je 

. 

 409:360 

 40180 

 202:40 
140

Uvedimo sljedeće oznake: aAB  , dAC  , eAD   i DAE   (sl. 1). Tada se 
navedena jednakost može zapisati kao 

                                                         2
d

a

a

e
.                                            (1) 
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Slika 1. 
 

Primjenom kosinusne teoreme na trouglove ACD i ADE dobijamo 

 CADcosADACADACCD  2
222

  
i  

 DAEcos ADAEADAEDE  2
222

,  
tj. 

202222  cos deeda   i . 202222  cos DeeDa 
 
Nakon oduzimanja prve jednakosti od druge imamo 
  

  2020 22  cos dDedD  ,  
odnosno 

     202  cos dDedDdD  . 
 
Ovu jednakost, zbog , možemo podijeliti sa dD  dD  , pa je 

e
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202  cos edD  .  

Odavde je 

                                      
e

dD
 cos

2
20


 .                                  (2) 

Na osnovu sinusne teoreme primijenjene na ABC  dobijamo 
 

   ABC sin

AC

BCA sin

AB





, ili  14020 sin

d

sin

a
 . 

Kako je 
 

   4040180140  sin sin sin   ,     20cos20220240   sin sin sin  , 
 
iz posljednje jednakosti slijedi 

                                          
a

d
 cos

2
20  .                                      (3) 

 

Iz jednakosti (2) i (3) proizlazi 
a

d

e

dD



, ili 

d

dD

a

e 
 . Obzirom da je 

 (vidjeti lemu), konačno dobijamo adD 
 

d

a

d

ad

a

e



 2

2
, tj.  2

d

a

a

e
. 

 
Ovim je dokaz 1 teoreme 1 okončan. 
 
Dokaz 2. Neka je  SGFCE  . U jednakokrakom trouglu CEG 

 dEGCE   je  i  

. Obzirom  da je 

40  CGEGCE  100402180 CEG

 2.sl  
 80100180 GES  i ,  804040  GCEKCGKCE

slijedi GEKC . 

Kako je dCEKG   i GEKC , zaključujemo da je četverougao CEGK 

jednakokraki trapez. Neka je , KCGL  KCL . Tada je 
2

de
KL


  i 

2

de
CL


 . Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na pravougle trouglove 

KLG i LCG  imamo 
222

KLGKGL   i 
222

CLGCGL  , ili 
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22

2






 


de

dGL  i  
2

22

2






 


de

DGL . 

Ove dvije jednakosti daju novu jednakost 
 

2
2

2
2

22






 







 


de

D
de

d , 

a odavde je  
22

22

22






 







 


dede

dD  

 

                            dedD      22

 

  dedad      22
, jer je adD   (lema) 
 

                             deaad      22
 

                             ad/ adade     :22 
 

                            2
d

a

a

e
     .  q.e.d. 
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Slika 2. 
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Dokaz 3. Neka je   HGAFP   (sl. 3). U trouglu FPG je  
(spoljašnji ugao pravilnog devetougla) i  

40PGF

 
 12060180  AGFAFPGFP . 

 
Trouglovi ACD i FPG su podudarni (pravilo USU), pa je 
 

dACFP   i eADGP  . 
 

Trouglovi APH i FPG imaju jednake uglove, pa je APH ~ FPG . Zbog toga 
imamo: 

AHFGAPGP ::   
 
                                     dadDe     ::   

 
                                    dDade       

 
 adade      2 , zbog adD   

 

                                     ad/ adade     :22 
 

                                    2
d

a

a

e
     .   q.e.d. 

 
                          

Н  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 3. 
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Dokaz 3. Neka je   HGAFP   (sl. 3). U trouglu FPG je  
(spoljašnji ugao pravilnog devetougla) i  

40PGF

 
 12060180  AFGAFPGFP . 

 
Trouglovi ACD i FPG su podudarni (pravilo USU), pa je 
 

dACFP   i eADGP  . 
 

Trouglovi APH i FPG imaju jednake uglove, pa je APH ~ FPG . Zbog toga 
imamo: 

AHFGAPGP ::   
 
                                     dadDe     ::   

 
                                    dDade       

 
 adade      2 , zbog adD   

 

                                     ad/ adade     :22 
 

                                    2
d

a

a

e
     .   q.e.d. 

 
Dokaz 4. Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni četvorougao ADFH  (sl. 3), 
dobijamo 

HADFFHADDHAF   
 
                                     dddeDD       

 

                                   eddD      22

 

  eddad      22
, jer adD   

 

                                   edaad      22
 

                                   ad/ adaed     :22 
 

                                  2
d

a

a

e
     .  q.e.d. 

 
 

Teorema 2. Za pravilni devetougao vrijedi jednakost 

 10
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                                                 2
D

d

d

e
 .                                               (4) 

 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Slika 4. 
 

Dokaz 1. Tačku presjeka dijagonala AE i DF obilježimo sa M (sl. 4). Trougao AEF 

je jednakokraki  DAEAF  , pa je    802:20180  AEFAFE . 

Zbog toga je  i  602080 AFD    808020180 FME , što 

znači da je i  jednakokraki. Zato je  EFM aEFFM  , pa je adDM  . 
Trougao ADM je, također, jednakokraki. Iz ADF  je  

 806040180  ADMADF ,  
a iz  je ADM

 808020180 AMD ,  
pa je 

eADAM   i eDME  . 
 

Trouglovi EFM i AEF su slični, pa je 
 

AEEFEFME ::   
 

  DaaeD     ::   

 

                                                              2aeDD     
 

                                                 . DeaD      22

 

Kako je dDa   (lema), imamo 
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  DedDD  22 ,  
odnosno  

DedDd  22 , tj. . DddDe 22 

Nakon dijeljenja ove jednakosti sa  dobijamo Dd 2
D

d

d

e
, tj. jednakost (4) važi. 

 
Dokaz 2. Primjenom Stjuartove teoreme na trougao AEF (sl. 4), imamo 
 

  AMEFMEAFMFMEAMAE 
222

 

                                       eaeDDaeDeD     222   

                                   eaeDDDaDeeD     223222 
                                   22322 2 DeeDDeaDa     
                                0:22  eD/ eDDeDa          

                                   eDDa      2  

                                   DeaD      22

         DedDD      22 , zbog dDa   (lema) 

                                    DedDd      22

                                    Dd/ DddDe     :22 

                                   2
D

d

d

e
     .  q.e.d. 
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Слика 5 



 
Dokaz 3. Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trouglove ABD i ADF 

, imamo   5.sl  
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402222  cos aeead    
i  

402222  cos DeeDd  . 
 

Nakon oduzimanja tih jednakosti, zbog aD  , slijedi 
 

                                         
e

aD
 cos

2
40


 .                                (5) 

Iz AFH je  (kosinusna teorema!), a odavde 
proizlazi 

402222  cos DddDd 

                                          
d

D
 cos

2
40  .                                       (6) 

 

Iz jednakosti (5) i (6) slijedi 
d

D

e

aD



 ili  aDdDe  . Odavde, zbog 

, proizlazi dDa   dDdDe  2 , a ovo je ekvivalentno sa jednakošću (4). 
 
Dokaz 4. Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni četverougao ABEF (sl. 5), 
imamo 

BEAFEFABBFAE  , tj. DeaaDD  . 
 

Preostali dio dokaza isti je kao kod dokaza 1. 
 
 
Teorema 3. U pravilnom devetouglu važi 

                                               2
D

e

a

D
.                                           (7) 

 
Dokaz 1. Trouglovi ADM i AEF (sl. 4) su slični, pa je 
 

AEADEFDM ::   
 

                                          Deaad     ::   

 

                               aeadD       

 

  aeaDD      2 , zbog aDd   (lema) 

 

                              aD/ aDaeD     :22 
 

                             2
D

e

a

D
     .  q.e.d. 
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Dokaz 2. Na osnovu teoreme o simetrali unutrašnjeg ugla trougla, za ADF  (sl. 4) 
je 

ADAFMDMF ::  , ili   eDada ::  . 
 

Posljednja jednakost ekvivalentna je sa traženom jednakošću (7). 
 
Dokaz 3. Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni četverougao ABCD (sl. 5), 

dobijamo . Zbog aead  22 aDd  , imamo   aeaaD  22
, ili 

. Diobom sa aD  dobijamo jednakost (7). aD2aeD2 
 
Dokaz 4. Na bazi kosinusne teoreme primijenjene na trouglove AEF i ADM (sl. 4), 
imamo: 

80222  cos aDDaD 2    
i  

    802222  cos adeadee  , 
odnosno 

D

a
 cos

2
80   i 

e

ad
 cos

2
80


 . 

 

Iz posljednje dvije jednakosti slijedi 

e

ad

D

a 
 . 

 

Odavde lahko dobijamo željenu jednakost (7). 
 

Teorema 4. Ako je m
R

a
 , onda je 0333  mm , (R – poluprečnik opisane 

kružnice oko pravilnog devetougla). 
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Slika 6. 
 
Dokaz. Neka je ABO  karakteristični trougao pravilnog devetougla (sl. 6). Na 

a 

O

30 40

R a a

7040 NP Q

aR  aR 
70 70

A B
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kraku OB odredimo tačku N tako da je aON   , a potom konstruišimo trougao 

ONQ  podudaran sa ABO . Tada je ABPN  i ABO ~ OPN . Iz te sličnosti 

slijedi OBON :ABPN :  , ili RaaPN ::  , tj. 

R

a2


R

a
R

2

PN , pa je QP  . 

 

Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trougao OQP je 
 

302
22

 cosOQOPOQ 
2

OPQP  ,  
ili 

322

22

aRRa
R

a
R








 . 

 

Nakon sređivanja posljednje jednakosti dobijamo 33 Ra  233 aR , odnosno 

033
3
















R

a

R

a
. 

Ako stavimo m
R

a
 , dobijamo 0333  mm , što je i trebalo dokazati. 

 

Napomena. Još šest dokaza jednakosti 233 33 aRRa   nalazi se u [4]. 
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