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CETIRI TEOREME O PRAVILNOM DEVETOUGLU
(Four theorems on the regular nonagon)

Dragoljub Milosevi¢'

Sazetak: U radu su date Cetiri teoreme koje se odnose na pravilni devetougao.
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Abstract: In this paper we give four theorems for the regular nonagon.

Key words: regular nonagon, side and diagonals of regular nonagon, isosceles triangle,
angle-bisector, similar triangles, cyclic quadrilateral, Pythagorean, Ptolemy’s and Stewart’s
theorem, sine and cosine law.

AMS Subject Classification (2010): 51M04, 97G40
ZDM Subject Classification (2010): G40

U ovom radu ¢emo dati Cetiri teoreme koje se odnose na pravilni devetougao.
Isti je namijenjen prvenstveno nastavnicima matematike koji rade sa nadarenim
ucenicima.

Svaka od prve tri teoreme bit ¢e dokazana na Cetiri nacina. Neke od vrijednosti
dokazivanja teoreme na viSe nacina su: a) time se stice i izgraduje vjeStina u
dokazivanju teorema; b) pomaze da se i druga tvrdenja logicki korektno dokazuju; c)
pruza radost otkrica, §to je i najjaci motiv za dalju aktivnost.

Na petoj Juniorskoj makedonskoj matemati¢koj olimpijadi u Skoplju, 2001.
godine, dokazana je sljedeca tvrdnja

Teorema: U pravilnom devetouglu duzina stranice jednaka je razlici duzZina
najduze i najkrace dijagonale.

Ovu teoremu ovdje ¢emo koristit kao lemu. Jedan njen dokaz nalazi se u [3].

Teorema 1. U pravilnom devetouglu ABCDEFGHK vazi sljedeca jednakost
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Dokaz 1. Veli¢ina centralnog ugla nad stranicom pravilnog devetougla iznosi
360°:9 =40°, $to je i veli¢ina spoljasnjeg ugla. Veli¢ina periferijskog ugla nad
stranicom tog devetougla je 40°:2=20°, a veli¢ina unutra$njeg ugla je
180° —40° =140°.

Uvedimo sljede¢e oznake: AB = a, AC=d , AD=e¢i AE=D (sl. 1). Tada se
navedena jednakost moze zapisati kao

~-Z=2. (1)

Slika 1.

Primjenom kosinusne teoreme na trouglove ACD 1 ADE dobijamo

CD’ =AC +AD  —2AC - ADcos(£CAD)

DE' = 4F" + AD" - 24E- AD cos(/DAE),
.
a’=d*+e’ —2decos20°i a’ =D*+e" —2De cos 20°.

Nakon oduzimanja prve jednakosti od druge imamo

0=D"-d’ —2e(D—d)cos 20°,
odnosno

(D-d)D+d)=2e(D—d)cos 20°.

Ovu jednakost, zbog D #d, mozemo podijelitisa D —d , pa je
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D+d =2ecos20°.
Odavde je
cos20°:D+d . ()
2e

Na osnovu sinusne teoreme primijenjene na A4BC dobijamo

AB AC . a d
= , i = .
sin(£BCA) sin(ZABC)" sin20°  sin140°

Kako je
sin140° = sin (180° = 40°) = sin 40° , sin 40° = sin (2 20°) = 2sin 20° cos 20°,
iz posljednje jednakosti slijedi

cos 20° = a4 . (3)
2a

D+d d .. e D+d

Iz jednakosti (2) i (3) proizlazi =—, ili — . Obzirom da je
e a a
D =d + a (vidjeti lemu), kona¢no dobijamo
e_2d%a_,, 4 ;€ 9 5
a d d a d

Ovim je dokaz 1 teoreme 1 okoncan.

Dokaz 2. Neka je CEI GF = {S } U jednakokrakom trouglu CEG
(CE=EG=d) jo ZGCE=/CGE=40° i LCEG=180°-2-40°=100°
(s..2). Obzirom da je

ZGES =180°-100°=80° i ZKCE = Z/KCG + ZGCE =40°+40°=80°,
slijedi KC|GE .
Kako je KG=CE=d i KC ||GE , zakljuGujemo da je Cetverougao CEGK
e—d

jednakokraki trapez. Neka je GL L KC, LeKC. Tada je KL = i

aze-i-d

. Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na pravougle trouglove

KLG 1 LCG imamo
GL'=GK -KL' i GL' =GC" —CL’ ,ili
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2 2
e[St ar S

Ove dvije jednakosti daju novu jednakost
dz_ e—d Z_Dz—(e+dj2
2 2 )’
Dz_dz_ e+d 2_ e—d ?
2 2

= D'—d’=de

D.Milosevié¢

a odavde je

= (d+a)2—d2=de,jerje D =d +a (lema)
= 2ad+a’=de

= de—a’=2ad/:ad

= E—EZZ.cI.e.af.
a d
S
A
d E
40° 100
a a
H D d \D
a a
\ 40
° 40°

Slika 2.
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Dokaz 3. Neka je {P}:AFI HG (sl. 3). U trouglu FPG je ZPGF =40°
(spoljasnji ugao pravilnog devetougla) i

ZGFP = ZAFP — ZAGF =180°-60° =120°.
Trouglovi ACD i FPG su podudarni (pravilo USU), pa je
FP=AC=d i GP=AD=e.
Trouglovi APH i FPG imaju jednake uglove, pa je AAPH ~ AFPG . Zbog toga
imamo:
GP:AP=FG:AH
= e:(D+d)=a:d
= de=a(D+d)

= de=a(2d +a),zbog D=d +a

= de—a’ =2ad/:ad

- £_%-9 g.ed.
a d
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Dokaz 3. Neka je {P}:AFI HG (sl. 3). U trouglu FPG je ZPGF =40°
(spoljasnji ugao pravilnog devetougla) i

Z/GFP = ZAFP - ZAFG =180° - 60° =120°.
Trouglovi ACD i FPG su podudarni (pravilo USU), pa je
FP=AC=d i GP=AD=e.

Trouglovi APH i FPG imaju jednake uglove, pa je AAPH ~ AFPG . Zbog toga
imamo:

GP:AP=FG: AH
= e:(D+d)=a:d
= de=a(D+d)
= de=a(2d +a),zbog D=d +a

= de—a’=2ad/:ad

= E—£=2. g.ed.
a d

Dokaz 4. Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni Cetvorougao ADFH (sl. 3),
dobijamo

AF -DH = AD - FH + DF - HA
= D-D=e-d+d-d
= D'-d’=ed
= (d+af-d’=ed,jer D=d+a
= 2ad+a’ =ed
= ed-a’ =2ad/:ad

= E—EZ?_.q.e.d.
a d

Teorema 2. Za pravilni devetougao vrijedi jednakost
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Z+—=2. 4)

Slika 4.

Dokaz 1. Tacku presjeka dijagonala AE i DF obiljezimo sa M (sl. 4). Trougao AEF
jie jednakokraki (AF = AE = D), pa je LAFE = ZAEF =(180° = 20°): 2 = 80°.
Zbog toga je LAFD =80°—20° = 60° i LFME =180°—(20°+80°)=80°, sto
znacidajei AEFM jednakokraki. Zato je FM =EF =a ,paje DM =d-a.
Trougao ADM je, takoder, jednakokraki. Iz AADF je

ZADF = ZADM =180°—-40°—60° =80°,
aiz AADM je
ZAMD =180°—20°—-80° =80°,
paje
AM =AD=e¢i ME=D—e.

Trouglovi EFM 1 AEF su sli¢ni, pa je

= D’—a’=De.

Kako je a =D —d (lema), imamo
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D’ —(D—-dY) = De,

odnosno

2Dd —d’ = De,tj. De+d’ =2Dd .

Nakon dijeljenja ove jednakosti sa Dd dobijamo §+ B =2, tj. jednakost (4) vazi.

Dokaz 2. Primjenom Stjuartove teoreme na trougao AEF (sl. 4), imamo

E-(AM~ME+MF2)=F2-W+EZ-W
= D‘(€(D-€)+a2)=DZ(D—€)+612€

— D’e—-Dé’+Da’=D’—-D’e+a’e

= Dda’—-a’e=D’-2D’e+ De’

= d’(D-e)=D(D—e)f /:D-e#0

= aZ:D(D—e)

= D’—da’=De

= Dz—(D—d)Z:De,zbog a=D—d (lema)
= 2Dd-d’=De

= De+d’=2Dd /:Dd

= §+%:2. g.ed.

Dokaz 3. Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trouglove ABD i ADF
(s1.5), imamo
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2 2 2
d =a +e —2aecos 40°
2 2 2
d =D +e" —2Decos 40°.

Nakon oduzimanja tih jednakosti, zbog D # a, slijedi

cos40°=D+a. (5)
2e
Iz AAFHje d*=D"+d*—2Dd cos40° (kosinusna teorema!), a odavde

proizlazi

cos 40° = D . (6)
2d

D+a D

Iz jednakosti (5) i (6) slijedi == ili De=d(D+a). Odavde, zbog

a=D—d ,proizlazi De=d (2D —-d ) , a 0vo je ekvivalentno sa jednako§¢u (4).

Dokaz 4. Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni Cetverougao ABEF (sl. 5),
imamo

AE -BF = AB-EF + AF -BE ,j. D-D=a-a+ De.

Preostali dio dokaza isti je kao kod dokaza 1.

Teorema 3. U pravilnom devetouglu vazi

D e
=2, 7
. D (7)

Dokaz 1. Trouglovi ADM i AEF (sl. 4) su sli¢ni, pa je
DM : EF = AD: AE
= (d - a): a=e:D
= D(d — a) =ae
= D(D-2a)=ae,zbog d =D —a (lema)
= D’—ae=2aD/:aD

= 2—£:2.q.e.d.
a D

13



MAT-KOL (Banja Luka), XVIII (1)(2012). 5-15 D.Milogevi¢
Dokaz 2. Na osnovu teoreme o simetrali unutrasnjeg ugla trougla, za AADF' (sl. 4)
je

MF :MD = AF : AD,ili a:(d —a)=De.

Posljednja jednakost ekvivalentna je sa trazenom jednakosc¢u (7).

Dokaz 3. Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni Cetverougao ABCD (sl. 5),
dobijamo d*=a*+ae. Zbog d=D-a, imamo (D—a)2 =a’ +ae, ili
D’ —ae =2aD . Diobom sa aD dobijamo jednakost (7).

Dokaz 4. Na bazi kosinusne teoreme primijenjene na trouglove AEF i ADM (sl. 4),
imamo:

D* =a*> + D’ —2aD cos 80°

e’ =¢’ +(d —a) —2eld —a)cos 80°,
odnosno

d—a

cos 80° = -2 i cos 80° =
2D

Iz posljednje dvije jednakosti slijedi

Odavde lahko dobijamo Zeljenu jednakost (7).

a . . .
Teorema 4. Ako je E =m, onda je m’ —3m+ ﬁ =0, (R — polupreénik opisane

kruznice oko pravilnog devetougla).

Slika 6.

Dokaz. Neka je AABO Kkarakteristi¢ni trougao pravilnog devetougla (sl. 6). Na
14
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kraku OB odredimo tacku N tako da je ON =a , a potom konstrui§imo trougao
ONQ podudaran sa AABO . Tada je PN ||AB i AABO ~AOPN . 1z te sli¢nosti

sliiedi PN:AB=ON:O0B,ili PN:a=a:R,¥4.
2 2

a gy a
N =" paje OP=R——.
7Pl ) 7

"U

Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trougao OQP je

Q_P2 :O_Pz+O_Q2—2-O_P-O_Q-cos3O°,

ili

P 2
(R—%J —d*+R*—aR 3 .

Nakon sredivanja posljednje jednakosti dobijamo a + R3\/§ =3aR’, odnosno

A7)

Ako stavimo % =m , dobijamo m’ —3m + J3=0 , §to je i trebalo dokazati.

Napomena. Jos Sest dokaza jednakosti a + R3\/§ =3aR’ nalazi seu [4].
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