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RAZNI DOKAZI JEDNE TEOREME 1Z GEOMETRIJE

(Miscellaneous proofs of one geometric theorem)

Dragoljub Milo$evi¢"

Sazetak: U radu je dato osam razlicitih dokaza jedne teoreme koja se odnosi na pravilni
sedmougao.

Kljuéne rije€i: pravilni sedmougao, stranica i dijagonala pravilnog sedmougla, sli¢ni
trouglovi, simetrala unutra$njeg ugla trougla, lema, Ptolemejeva i Pitagorina teorema,
adicione formule za sinus i kosinus, sinusna i kosinusna teorema, Molvajdova formula.

Abstract: In this paper we give eight miscellaneous proofs of a theorem for the regular
septagon.

Key words and phrases: regular saeptagon, side and dijagonals of regular septagon, similar
triangles, angle-bisector, lemma, Ptolemy's and Pythagorean theorem, addition formulas for
sine and cosine, sine and cosine law, Mollweide's formula.
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Postoje odredene teoreme koje mogu da se dokazu na jedan jedinstven
nacin. One nas podsecaju na planinski vrh koji moze da se "osvoji" samo s jedne
strane. Medutim, postoje i teoreme koje omogucéavaju "osvajanje s vise strana", tj.
postoji viSe puteva Sto vode do njenog dokaza. Takve teoreme omogucéavaju da
iskazemo svo nase bogatstvo ideja, dosetki, dovitljivosti i inventivnosti.

Matematic¢ko iskustvo ucenika bilo bi nepotpuno ako mu nikada ne bismo
dali priliku da pokusa dokazati neku teoremu na viSe nacina. Dokazivanjem teoreme
na razli¢ite nacine ucenik sti¢e samopouzdanje, istrazuje i gradi svoju matematicku
zrelost.

Teorema. U pravilnom sedmouglu ABCDEFG vazi jednakost
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1 1 1

AB AC 4D’

Dokaz 1. Ako sa a,d i D oznaCimo redom duzine stranice, manje dijagonale i vece
dijagonale pravilnog sedmougla 4BCDEFG , navedena jednakost postaje

1 1
—_— =t — ,
a d
§to je ekvivalentno sa
Dd =a(D+d). (*).
Neka je 2« veliCina centralnog ugla nad stranicama datog sedmougla. Tada je

20 = 27” 4. a :% . Odgovarajuci periferisjki ugao je « . S obzirom da je spoljasnji
ugao jednak centralnom uglu, tj. 2« , to je unutra$nji ugao pravilnog sedmougla
7a-2a=5a . Tada je LZACD = ZBCD - ZACB = 5a- a = 4a. (sl.1). Zbog LCAD
= a1 LACD =4, utrouglu AACD je £LCDA = 7a - (a+ 4a) = 2. Dakle, uglovi
trougla Cije su stranice duzine a,d,D redom su: «, 2¢, 4.

Na dijagonali AC odredimo tacku K tako da CK =BC =a, Sto znaci da je
AK =d -a . Uglovi jednakokrakog trougla ABCK su «BCK i LCBK = ~CKB =
3a,paje LAKB = 4a. Zbog «BAK = a1 ZAKB = 4a, je ZABK = 2a.

Trouglovi 44BK 1 AACD imaju jednake uglove, pa su sli¢ni. Iz te sli¢nosti
proizilazi AB:AD = AK : AC,ili a:D=(d—a):d ,odakle je Dd =a(D+d), tj. (*).

sl.1 sl.2

Dokaz 2. Na vecoj dijagonali 4D odredimo tacku L tako da DL =DE (sl.2). Tada
je AL=D-a . Kako je trougao ADEL jednakokrakii <LDE = 5a-2a = 3a, sledi
da je «DEL = ADLE = 2a Trougao AADE je takoder, jednakokraki
(AD=AE=D),paje LAED = ZLDE = 3ai £LLEA = ZLAE = a. To, pak, znaci da
je trougao AALE jednakokraki, tj. EL=LA=D-a. Trouglovi AALE i AAFG su

50



MAT-KOL (Banja Luka), XVII (1) (2011) D.Milosevié

sliéni, pa je AE:AF=AL:AG, odnosno D:d=(D-a):a. Odavde proizilazi
jednakost (*).

Dokaz 3. Produzimo stranicu 4B do tacke M tako da AM = AC=d (sl.3). Tada je
BM =d —a . Trougao AAMC je jednakokraki, pa je LAMC = ZACM = (7 - @):2 =
3a. Zbog ZACB = a, ZLACM = 3ai «BCM = ZACM - ~©ACB, imamo ~BCM =
2a. Kako je i LCBM = 2« (spoljasnji ugao za trougao A4BC ), zakljuCujemo da
trouglovi ABCM 1 ADEL imaju jednake uglove, pa je ABCM ~ ADEL. Tada je
BC:EL=BM :DL,ili a:(D-a)=(d-a):a.Otudaje Dd =aD+ad ,tj. (*).

Dokaz 4. Na osnovu kosinusne teoreme primenjene na trougao ABCD (sl.4) imamo

a’ =a’ +d’ -2ad cosa , 1j.

d
cosa = e (D)

Primenom te teoreme na trouglove A4BD 1 AADE dobijamo

a’ =D’ +d? -2Dd cosa )
i

a’ =D’ +D? -2D’ cosa . 3)
Uvrstavanjem (1) u (2) i (3) imamo:

a’ =aD’ +ad’ -d’D 4
i

a’ =2aD? —dD’ . (5)

Iz jednakosti (4) i (5) proizilazi
aD’ +ad’ —d’D = 2aD’ —dD’
ili
Dd(D-d)=a(D’-d’).
Iz posljednje jednakosti, zbog D’ -d’ =(D-d)(D+d) i D-d#0 sledi trazena

relacija (*).
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Dokaz 5. Koristit ¢emo sledeCu lemu (pomo¢nu teoremu): Ako je u trouglu
AABC a=2f,o0ndaje a’ =b(b+c).

Dokaz leme. Neka poluprava Bp , paralelna sa simetralom ugla « , sece pravu AC

u tacki D (sl.5). Trazena jednakost sledi direktno iz sli¢nosti trouglova AABC i
ABDC .

Napomena 1. Dokaz leme se moze izvesti i pomocu Pitagorine teoreme (v. [3]).

Na osnovu dokazane leme primenjene dva puta na trougao A44CD (sl.1) je

D’ =d(d+a) i d? =a(a+D), tj.
D’ -d’ =ad id’ -a’ =aD.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo
Dz—azza(D+d). (6)

Na dijagonali 4D odredimo tacku N tako da AN =d, pa je DN=D-d (sl.6).
Potom odredimo tacku K, kao kod dokaza 1. Trouglovi 44BK i ACDN su
podudarni (pravilo SUS), pa je CN=A4K =d—a. Primenom navedene leme na
trougao ACDN imamo

(d-a) =(D-d)(D-d+a), 4.

D’ —a’ =2Dd-a(D+d). (7)
1z (6) 1 (7) sledi

a(D+d)=2Dd—a(D+d),tj. Dd =a(D+d).

sl.5 sl.6

Dokaz 6. S obzirom da jea =2Rsina, d =2Rsin2a 1 D =2Rsin3a (sl.7), jednakost

(*) ekvivalentna je sa
1 1 1

= + ,
sina  sin2a  sin3a

tj. sa
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sin2a sin3a = sina(sin 20+ sin3a) . ®)

Kako je

sin2a =2sinacosa 1
. 1, . ) 1, . .
cos asin3a =3(szn(3a+a)+sm(3a—a)) =E(sm4a+sm2a)

>

jednakost (8) se pretvara u
sinda—sin3a =0,
odnosno u

da-3a da+3a

A a2 O'a/2 B 2sin cos

0,
2 2

sl.7
tj. u
2sin200s7—a=0. )
2 2

Kako je ‘a_x i cos% =0, jednakost (9) je tacna, a samim tim je ta¢na jednakost

(8), odnosno jednakost (*).

Dokaz 7. Koristi¢cemo Molvajdovu formulu

a-p
a+b :COS 2

2

sin 4
2

gdje su a,b,c stranice i «,B,y unutras$nji uglovi trougla A4BC . Primenom ove

formule na trougao AACF , imamo

cos Sa—2a cosZ
D+d _ 2 _ 2 (10)
d . 2a sina

Sin——-

Na osnovu sinusne teoreme primenjene na trougao AAMC (sl.3), dobijamo

d-a d .
] = > 4.
sina  sin3a

d—a sina (11

d sin3a’
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S obzirom da je sin3a = sin[%—%) zcos%, 7a o :g, tada je

€SS sina _;
sina .sin3a o
pa iz jednakosti (10) i (11) sledi
D+d.d—a=1
d d ’

§to je ekvivalentno sa (*).

Dokaz 8. Primenom Ptolemejeve teoreme na tetivni Cetverougao ACDE (sl.3)
imamo AD-CE = AE-CD+ AC-DE , odnosno

D-d=D-a+d-a
odakle sledi (*).

Napomena 2. Jednakost (*) moze se dokazati i primenom kompleksnih brojeva (v.

[4D).
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