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PORIJEKLO MATEMATICKOG MISLJENJA?

Uri Leron

Sazetak: U ovom radu sisntetizovana su istrazivanja u vise razlicitih disciplina koje se odnose na
kognitivno, sociolosko i biolosko porijeklu matematickog misljenja U namjeri da savremena stajalista
0 ovom fenomenu smjestimo u jedan koherentan okvir, u svom poznatnom ¢lanku iz 2003. godine, Uri
Leron razlikuje tri nivoa matematike, svaki sa svojim specificnim mehanizmima misljenja. Prvi se
odnosi na sposobnost razumjevanja i rada u tzv. Rudimentalnu aritmetiku koja je snazno utisnuta u
mozak svakog ljudskog bi¢a a odnosi se na sposobnost procesuiranja smisla brojeva i brojanja.
Drugo je tzv. Neformalna matematika koja se odnosi na procesuiranje onih istih mehanizama kojima
se sluzimo u svakodnevnom sazanvanju, kao S$to su simbolicki opisi, prirodni jezik, misaoni
eksperimenti, socijalna kognicija i metofore. Tre¢i nivo Uri Leron je nazvao Formalna matematika.
Postoje vise indicija da mi$ljenje na ovom nivou saznanja i razumjevanja matematike jeste u konfliktu
sa standardnim poimanjem tzv. *prirodnih’ kognitivnih mehanizama

Abstract This paper synthesizes recent research from several disciplines, concerning the cognitive,
social and biological origins of mathematical thinking. In order to put the emerging views into a
coherent framework, Uri Leron distinguishes three levels of mathematics, each with its own thinking
mechanism. First, the ability to do Rudimentary Arithmetic is hard-wired in the brain and is processed
by a “number sense”, just as colors are processed by a “color sense”. Second, Informal Mathematics is
processed by the same mechanisms that make up our everyday cognition, such as imagery, natural
language, thought experiment, social cognition and metaphor. Third, there is some evidence that
thinking at the level of Formal Mathematics may actually conflict with some of our mind’s “natural”
cognitive mechanisms.

Uvod

U ovom radu razmatrano je sljedee pitanja: Da li je matematicko misljenje prirodno ekstenzija
zdravog razuma ili je to potpuno razlicita vrsta misljenja?

Mogu¢i odgovori na ovo pitanje su od velikog znacaja iz teorijskih i prakti¢nih razloga. Teorijski,
ovo je vazan slucaj generalnog pitanja kako na$ mozak radi. U praksi, odgovor na ovo pitanje ima
vaznu obrazvonu implikaciju. Nedavno, nekoliko knjiga i istrazivackih papira su se pojavili, koji se
zasnivaju na ovom pitanju, tako da moguéi odgovori, su daleko od toga da su precizni, i manje su jasni
nego §to su prije bili. Ova nova istrazivanja ukljucuju spoznajne i bioloske dijelove matematickog
misljenja i dosle su iz istrazivackih disciplina oznacenih kao neuronauka, spoznajna nauka, spoznajna
psihologija, razvojna psihologija, antropologija, lingvistika i etnologija; njihovi predmeti su bili
normalni odrasli ljudi, dojencadi, zivotinje i pacijenti s oSteCenjem mozga. Ova tijela istraZivanja nsiu
dobro poznata u matematickom obrazovnom drustvu, osim njihove relevantnosti i vaznosti, sledece
svrha ovog papira je da da kratak pogled glavnih metoda i rezultata. Zakljucci mnostva istrazivanja na
prvi pogled djeluju kontradiktorno: Aspekti matematickog spoznavanja opisani su kao nista od
utjelovljenja koja su zasnovana na generalnom mehanizmu do razmisljanja za Sta je nas§ mozak bio
,hapravljen” da uradi normalnom selekcijom preko milion godina. Medutim, ove razliitosti isCezuju

!'Uz dozvolu autora tekst preveli Ognjen Romano i Daniel A. Romano.
2 U. Leron: Origins of Mathematical Thinking: A Synthesis, Proceeding CERME 3 (2003), TG 1, pp. 1-8.
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kada shvatimo da ,matematika“ znaci drugacije razli¢itim ljudima, nekada cak i istoj osobi u
razli¢itim prilikama. U osnovi, glavni cilj ovog papira je da pokaze da sva istrazivanja od razli¢itih
ljudi, koji dolaze iz razlicitih disciplina, mogu biti organizovana u Semu kada viSe izvjezbamo nasu
izricitost i terminologiju.

Na kraju, izdvoji¢u tri niza matematike, zvanu Rudimentalna aritmetiku, Informalna matematika i
Formalna matematika, svaka sa razli¢itim metodama misljenja. Bez ovog okvira rada, istrazivacki
zadaci pokazuju da su jedni elementi matematike teski, a drugi laki za nauciti- naravno napredniji
aspekti matematike — formalni jezik, oduzimanje i dokaz — mogu biti u konfliktu s nasim ,,prirodnim*
misljenjem.

Zbog ograni¢enja prostora, ne mogu ni da po¢nem da sprovodim pravdu nad mnogim tvrdnjama i
podnaslovima ovog nevjerovatnog istrazivanja. Mogu samo dati kratak pogled na ovu bogatu oblast,
takode odavajuéi preporuke glavnim izvorima. Za potpunije znanje, Citalac moze pronaci informacije i
pune preporuke u Dehaene (1997) i Butterworth (1999) za fazu 1; Lakoff & Nunez (2000) i Devlin
(2000) za fazu 1 1 2; Cosmides & Tooby (1992, 1997) za fazu 3.

Glavni dio
Faza 1: Rudimentalna aritmetika

Rudimentalna aritmetika se sastoji od jedostranih operacija sabiranja, oduzimanja, mnozenja,
dijeljenja, uporedivanja, zasnovana na malom broju konkretnih predmeta. Istrazivanja na dojencadima
1 zivotinjama, kao i mozdanim istrazivanjima, pokazuje da sposobnost radenja matematike na ovom
nivou duboka — Zica u mozgu i pokrece se pomocu ,,smisla za brojeve™, kao i Sto se boje pokrecu
pomocu ,,smisla za boje*. Odli¢ne sinteze ovog istrazivanja su Dehaene (1997) 1 Butterworth (1999).
Tesko je dokazati da je neka osobina ,,usvojeno®, prenijeta preko evolucijeske prirodne selekcije, ali
jak dokaz se dobija zbog tri ispunjena uslova. Prvo, osobine u pitanju mogu potvrditi istrazivacke
predosti nasih lovackih nastrojenih predaka; drugo, neka verzija ovih osobina postoji u nasim
neljudskim precima; trece, bebe ve¢ imaju ovu osobinu, ¢ak i prije nego $to imaju Sansu da je nauce od
psihicke i druStvene sredine. U sustini, lako je shvatiti kako je Rudimetrijska aritmetika pomogla
naSim precima u prezivljavanju: u odrzavanju broja pozicija i procjenjivanja broja voca (idenje na
drvo s viSe voca) i broja neprijatelja.

Postoje mnogi eksperimenti koji pokazuju da neke Zzivotinje (Simpanze, pacovi i svinje) imaju
,,Smisao za brojeve®™. OCit primjer je eksperiment Karen McComb i njenih kolega pokazuje da kada
lavica u Serengeti Nacionalnom parku u Tanzaniji spazi krdo nepoznatih lavova koji dolaze na njenu
teritoriju, odluci¢e da ih napadne samo ako je broj njenih sestara priblizno na teritoriji ve¢i od broja
pridoslica. Ovo je sve vise zadivljujuce zato Sto izgleda da ona uporeduje dva broja pomocu osjecaja:
ona Cuje uljeze ali vidi (ili pamti) svoje sestre. ,,Mora da uporedi broj uljeza i sestara, zatim formira
osjecaj u kojima su dozivljeni i onda uporeduje ove oduzete brojeve.*

Isprva djeluje nemoguce procijeniti koje matematicke tvrdnje veoma mlada beba poznaje, ali su
psiholozi koriste¢i nevjerovatne metode dobili rezultate. See Dehaene (1997) za razumljivo
pregledanje i preporuku za originalnu istrazivacku literaturu. Sljedeca tvrdnja je uzeta iz Lakoff &
Nunez (2000, pp 15 — 16)

1. Satriili Cetiri dana, beba pravi razliku izmedu dva ili tri predmeta.
. Sa Cetiri 1 po mjeseca beba ,,moze reci*“ da je 1+1=212-1=1
3. Ove sposobnosti nisu ograni¢ene vizuelnim redom. Bebe mogu razlikovati broj zvukova. Od
tri do Cetiri dana, beba moze praviti razliku izmedu dva ili tri brojna sloga.
4. Od oko 7 mjeseci, bebe mogu prepoznati brojnu jednakost izmedu reda objekata i lupanja
bubnja istog broja.

Ima previSe detalja i varijacija da se sprovede pravda na istrazivanje, ali ¢ita¢ moze dobiti ideju iz

kratkog opisa od jednakih do glavnih metoda koje se koriste: Stopanje bebinog buljenja i povrede
ocekivanja istrazivackog paradigma. Kada beba neko vrijeme gleda ponavljanje jedva ocekivane
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scene, postace joj dosadno i gledace sve krace i krac¢e. Kada se prizor iznenada promjeni, ili se nesto
neocekivano desi, bebino buljenje ¢e postati duze. Istrazivaci su pokretali iza ekrana ispred bebinih
ociju, jednog, onda dva kuceta i onda skolinili ekran da bi pokazali §ta je iza. Bebe su tipicno gledale
duze kada su vidjele jedan ili tri kuceta, iza ekrana i uporedili ih sa dva. Ovaj eksperiment je ponavljan
s brojnim izmjenama, s neizbijeznim zakljuc¢kom da su bebe rodene sa znanjem da je 1+1=2.

Faza 2: Neformalna matematika

Ovo je vrsta matematike, poznata svakom iskusnom nastavniku viSe matematike, koja se pokazuje
ucenicima u situacijama kada bi matematika u svojoj najformalnoj i najrigoroznijoj formi bila
nedoli¢na. Moze da sadrzi teme iz svih matemati¢kih oblasti 1 svih uzrasta, ali bi sadrzala ,.teSke
eksperimente (Cf. Lakatos, 1978; Tall, 2001; Reiner & Leron, 2001), iznesene pomocu figura,
dijagrama, sli¢nosti iz svakodnevnog Zivota, ,tipicnih“ primjera, i prethodnih ucenickih iskustava. Na
prijmer, kada predaju grupnu teoriju, brojni instruktori koriste formalnu prezentaciju proporcije (x*y)
'=y*x! uz sljede¢u analogiju: Recimo da prvo obujete arape a zatim cipele. Ako Zelite da ponovo
izvr§ite ovu operaciju, morate prvo izuti cipele pa onda Carape. Da bi sta pronasli obrnutost
kombinovanih operacija, morate kombinovati obrnutost u prevrnutom redu.

Nedavna istrazivanja, kao i iskustva u ucionici, pokazuju da je informalna matematika Sirina
opsSteg misljenja, i ustvari se pokre¢e pomoc¢u mehanizma koji ¢ini nase svakodnevno saznanje kao
prirodni jezik, teski eksperimenti, drustveno stanje i metafora. To matematicko misljenje je ,,otelo®,
starije 1 viSe opS$ti saznajni mehanizam u osnovi samo da bude ocekivan uzeéi u racunanje da je
matematika, osim Rudimetrijske aritmtike bila tu na oko 2500 godina-tek treptaj oka u evolucijskom
pogledu.

Dvije knjige — Lakoff & Nunez (2000) i Devlin (2000) — pokazuju potpunu teoriju da bi pokazali
kako je sposobnost rodenja matematike zasnovana drugim mehanizmom ljudskog poznavanja.
Znacajno za teze ovdje prezentovane je: obje teorije zele da objasne mislilacki proces ukljuc¢en u fazu
dva matematike, tako da njihovi zaklju¢ci ne mogu da se prijave za fazu tri. Ustvari, kao Sto ¢u
objasniti u sljedecem dijelu, ima razloga da se vjeruje da se njiovi zakljuCci ne prijave, (Sto se
populacije tice) za fazu tri matematickog misljenja.

Lakoff i njegove kolege su se mnogo godina raspravljali ubjedujuci slucaj metafore kao jasnog
mehanizma ljudskog misljenja. Nedavno, Lakoff & Nunez (2000) su protegli ovu raspravu na detaljan
opis, kako je matemati¢ko spoznavanje prvo ukorijenjeno u nase tijelo preko utjelovite metafore, onda
istegnut na vise apstraktno podrucje preko ,,konceptne metafore®, odrzavanjem puta izmedu izvornog
domena i metnog domena, gdje je raniji vjerovatno viSe konkretan i bolje poznat nego kasniji. U
njihovom proracunu, na taj nacin pokazuju kako se matematicko spoznanje gradi istim mehanizmom
nase generalne lingivistike spoznajnog sistema.

Po ovo teoriji, na§ konceptni sistem je viSe graden ,,od dna ka gore“, pocCinju¢i od naSeg
utjelovitog znanja i gradi se na viSe apstraktnih koncepata. Bilo kako bilo, jedan zanimljiv okret na
ovu sliku je predlozio Tall (2001). Od kad mnogi dijelovi moderne matematike idu jako protiv nasih
»prirodnih intuicija, teSko je sagraditi povoljna razumijevanja za njih iskljucivo preko metaforickog
stepena uceniCkog postojeceg kongitivnog sistema. Kako Tall pokazuje, moramo takode uzeti u obzir
proces koji ide u suprotnom pravcu. Neki rezultati formalne aksiomaticke teorije mogu se povratiti da
bi proizvele vise precis¢ene intuicije od ukljuc¢enog koncepta.

Devlin (2000) daje drugaciji proracun nego Lakoff & Nunez, ali opet jedan upucéujuci na
pokazivanje kako matematicko misljenje ,,otima‘“ postoje¢i kongitivni mehanizam. Njegova tvrdnja je
da metaforicki ,,gen za matematiku“ — naSa urodena sposobnost da u¢imo i radimo matematiku —
dolazi iz istog mjesta kao i nasSa lingvistiCka sposobnost, imanovana kao naSa sposobnost ,, izvan
dometa“ (radenje teskih eksperimenata). Devlin u zaklu¢ku daje detaljan evolucijski proracun kako
sve ove sposobnosti mogu biti uklju¢ene. Njegov proratun odgovara situaciji kada ljudi rade
matematiku praveéi mentalnu strukturu, i onda upravljaju bez ove strukture, ali ne u situacijama kada
su ove struktore nedostupne uc¢eniku. Na primjer, teSko je razmisliti neku ,.konkertnu strukturu“koja ce
formirati iskren model jednoli¢ne nastavljajuce funkcije ili sporazum topologi¢nog prostora.
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Faza 3: Formalna matematika

Ovaj termin ,formalna matematika“ se ne odnosi na kontekst, ve¢ na formu napredne
matematicke prezentacije, s punim nizom apstrakcija, formalnog jezika, obra¢unavanja. Cinjenica da
je razumiti formalnu matematiku tesko za ve¢inu ucenika je dobro poznato, ali moje pitanje ide dublje:
je li to proSirenje zdravog razuma, ili sve zajedno razli¢ita vrsta misljenja? Neka istrazivanja, kao i
stalni neuspijesi vecine kolega studenata da to prikazu, predlaze da misljenje uklju¢eno u formalnoj
matematici nije proSirenje zdravog razuma; ve¢ da se ustvari moze podudarati s ,,prirodnim
misljenjem. Gledajuci kroz soCiva mlade i postojeée discipline evolutivne pshilogije, ovaj dokaz
predlaze da se neki dijelovi modernog matematickog misljenja mogu podudarati s tim kako je nas
mozak napravljen prirodnim izborom da radi ,,prirodno®.

Cosmides i Tooby (1992, 1997) su koristili tvrdnju izborom Wason kartu (koja testira ljudsko
razumijevanje ,,ako P onda Q“ Wason & Johnson — Laird, 1972) da bi otkrili Sta se odnosi na ljudske
ukljucene razlogne ,,module*. U tipicnom primjeru izbora karti, pokazan je niz od od 4 karte, A T 6 3,
i reeno je da svaka karta ima slovo na jednoj, a broj na drugoj strani. Onda je izreeno pravilo; ,,Ako
karta ima vokal na jednoj strani, onda ima slican broj na drugoj*, i postavljeno im je pitanje: Koje
karte sigurno moras okrenuti, da bi vidio slaze li se s ovim pravilom? Neslavni rezultati su da je preko
75% ljudi, ukljucujuci studente u naucnim disciplinama dalo netacan odgovor. Procenat negdje zavisi
od P i Q sadrzilaca i na poledine price, (tacni odgovori su A i 3).

Cosmides 1 Tooby su ovo prezentovali u brojnim vrezijama s istom formom (ako P onda Q). Dok
klasi¢ni rezultati Wason tvrdnje pokazuju da ih je vecina ljudi slabo uradila, Cosmides i Tooby su
otkrili da je njihov predmet uradili uspjes$no u tvrdnji koja ukljucuje stanja ,,drustvene zamjene*. U
drustvenoj zamjeni individualac prima neke povlastice, i oCekuje se da plati neku cijenu. U Wason
eksperimentu rade po Cinjenici ,,ako dobije§ povlastice, onda placa§ cijenu“ (ako ti dam 208, ti mi
dajes svoj sat). Varalica je onaj ko uzima povlastice, a ne placa cijenu. Cosmides i Tooby objasnjavaju
da Wason — ova tvrdnja uzima u obzir socijalnu promjenu; ta¢an odgovor znaci objelodaniti izdajicu.
Dok su se predmeti iznijeli tacno u ovim situacijama, Cosmides i Tooby su teorizirali da na$§ um sadrzi
razvijenu ,,detektovanje izdajice algoritme*.

Jo§ preciiznije za matematicko obrazovanje, Cosmides i Tooby su testirali njihov predmet na
takozvani ,,prebacuju¢i ljudski ugovor* (matematicki odnos ,,ako F onda P*), u kom su se tacni
odgovori logicke socijalne zamjene razlikovali od matematicke logike. Njihovi rezultati su bili da su
njihovi predmeti izbrali predasnji, a ne kasniji. Djeluje da kad konflikt raste, logika socijalne zamjene
pretice matematicku logiku. Ovo dodaje novu fazu podrske, predvidljivost i objasnjenje na brojna
otkri¢ca ( e. g. Hazzan & Leron, 1996 ), da su ucenici skloni zbunjivanju izmedu matematickih
propozicija i njima suprotnim.

Zakljucci
Da li je matematicko misljenje prosirenje ili zdrav razum?

Sada mozemo sagledati test preciznije. Po savremenom misljenju u spoznajnoj nauci (e. g. Lakoff
& Nunez, 2000; Pinker, 1997, 2002), zdrav razum je ono §to na§ um radi ,,prirodno. To je skup
procedura kao ucenje maternjeg jezika, prepoznavanje lica, svakodnevno diskutovanje, druStvene
situacije, i koriStenje rudimetrijske aritmetike — ona su ukljucena prirodnom selekcijom zato Sto su
potvrdili neke prezivljacke i reporoduktivne prednosti nasih lovackih predaka iz kamenog doba.

Ove procedure su prirodne u osjecaju jer su ili urodene ili lako uocljive svim zivim bi¢ima s
normalnim razvi¢em, bezobzirnije od geografije, kulture, obrazovanja, i pola. Zbog toga §to moderna
matematika — kao druge Cinjenice moderne civilizacije kao pisanje ili voZznja — je mnogo mlada za
evolucijske termine, jasno je da nemamo spoznajni sistem koji evoluira samo za matemati¢ko
misljenje.Do te mjere da svi mozemo raditi matematiku, moar biti bazirana na starijem mehanizmu
koji su oteti od strane naseg uma za ovu novu svrhu.
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Istrazivacke ture na ovom papiru pokazuju da je ovo u sustini ono Sto ja nazivam Informalna
matematika: pokre¢e se pomocu zdravog razuma, mehanizma jezika, socijalnog saznanja, mentalne
maste, teSkih eksperimenata i metafore. Iskustva u ucionici takode impliciraju da studenti imaju malo
nevolja traze¢i smisao matematike dok god je to pokazivano preko poznatih primjera i analogija. Ista
iskustva, medutim, pokazuju da ucenici imaju dosta poteSko¢a na prebacivanju na Formalnu
matematiku. Djeluje kao da na$§ um ne sadrzi spoznajni mehanizam koji se moze oteti za ovu svrhu.
Ovo ne znaci da ne moze biti urodena: posle svega, ljudi uspijevaju u takvim neprirodnim poljima kao
u zongliranju deset lopti dok voze biciklo, ili sviranju Betovenove sonate. To znaci da velika koli¢ina
truda i vjezba koja treba da se upotrebi, sadrzi ogromnu koli¢inu motivacije od strane ucenika, i tada
se oslobada nevolja.

Istrazivanja iz evolutivne psihologije (Cosmides & Tooby, 1992), upuéuju da situacije u
Formalnoj matematici mogu biti i gore od toga. Ne samo da nemamo spoznajne module koji se
upotrebljavaju za ovu vrstu misljenja; nego mogu biti u neposrednom sudaru u misljenju koje
smatramo prirodnim, kao §to su rasprave o socijalnim situacijama.

Literatura

[1] J. H. Barkow, L. Cosmides, J. Tobby (1992). The Adapted Mind: Evolutionary Psychology and the
generation of Culture, Oxford University Press.

[2] D. Bickerton (1995). Language and Human Behavior, Unevrsity of Washington Press.

[3] B. Butterworth (1999). What Counts: How every Brain in Hardwired for Math, Free Press.

[4] L. Cosmides & J. Tobby (1992). “Cognitive Adaptations for Social Exchange” in J. Barkow, L. Cosmides,
J. Tooby (Eds.), The Adapted Mind: Evolutionary Psychology and generation of Culture, Oxford
University Press, 163 — 228.

[5] L. Cosmides & J. Tobby (1997). “ Evolutionary Psychology: A Primer”, http://www.
Psych.ucsb.edu/research/cep/primer.html

[6] S.Dehaene. (1997). The Number Sense: How the Mind Creates Mathematics, Oxford University Press.

[71 K. Devlin (2000). The Math Gene: How the Mathematical Thinking Evolved and Why Numbers Are Like
Gossip, Basic Books.

[8] ©O.Hazzan & U. Leron (1996). “Students’ use and misuse of mathematichal theorems: The case of
Lagrange’s theorem”, For the learning of Mathematics 16:1, 23 — 26.

[9] L Lakatos (1978). Mathematics, Science, and Epistemology, Philosophical papers Vol. 2, Edited by J.
Worrall and G. Currie, Cambridge University Press.

[10] G. Lakoff & R. Nunez (2000), Where Mathematics Comes From: How the Embodied Mind Brings
Mathemtatics Into Being, Basic Books.

[11] S. Pinker (1997). How the Mind works, W. W. Norton.

[12] S. Pinker (2002). The Blank Slate: The Modern Denial of Human Nature, Viking.

[13] H. Plotkin (1998). Evolution in the Mind: an Introduction to Evolutionary Psychology, Harvard
University Press.

[14] M. Reiner & U. Leron (2001). “Physical Experiments, Thought Experiments, Mathematical Proofs”,
Model — Based Reasoning Confrence (MBR ’01), Pavia, Italy.

[15] R. Shepard (1997). “ The Genetic Basis of Human Scientific Knowledge™, in Characteriying Human
Psychological Adaptations, CIBA Foundation 207, p 23 — 28

[16] D. Tall (2001). “Conceptual and Formal Infinities”, Educational Studies in Mathematics, 48 (2&3), 199 —
238.

[17] Wason, P. (1966). “Reasoning”, In B. M. Foss (Ed.), New horiyons in psychology, Penguin.

[18] Wason, P. and Johnson — Laird, P. (1972). The psychology of reasoning: Structure and content, Harvard
University Press.

25



	Uvod
	Glavni dio
	       Faza 1: Rudimentalna aritmetika
	       Faza 2: Neformalna matematika
	       Faza 3: Formalna matematika

	Zaključci
	Literatura

