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МАНОЈЛО МАРАВИЋ 

О ЈЕДНОМ ПОСТУПКУ ЗБИРЉИВОСТИ 
ДИВЕРГЕНТНИХ РЕДОВА 

УВОД 

Познато је да се сваком до сада употребљеном поступку 
збирљивости може придружити функција T(t, е), (8) О) која одре
ђује такозвани размак конвергенције (t, t+ Т) уоченог поступка. 
Тако, например, поступку С одговара функција Т (t, е) = е t, а 

В о r е 1- овом поступку функција Т (t, е) = е 'Ј/. 
Према томе можемо извршити поделу поступака збирљивости 

на класе, тако да истој класи припадају сви они поступци који 
имају исту функцију Т (1, е). 

Функција Т ( t, е) стоји у вези са питањем инверзије посма
траног поступка збирљивости. Инверзне теореме дају услове 
(услове конвергенције) које мора да задовољава функција да бисмо 
могли закључити њезину конвергенцију, знајуhи да је она збир
љива дотичним поступком. У сваком случају ти услови зависе од 
самог поступка о коме је реч. Један врло општи облик услова 
конвергенције јесте 

liminf min {A(t)-А(t)}>-w(е)~О. e~O. 
f~oc t::;;'C~t+T(t,e) 

Од нарочитог су интереса они поступци збирљивости који 
зависе од неког параметра е, али тако да раЗJIИЧИТИМ вредностима 
параметра одговарају раЗJIичите функције Т (t, е), тј. раЗJIичите 
дужине размака конвергенције. Такав је например V а 1 i r о п -ов 
поступак [13] (специјалан случај) дефинисан са 

ао 

'J1t lХ(Г f ехр { - (~/~ УЈ А (t) dt 
о 

коме одговара функција Т (t, е) = е tе/з. 

Vаlirоп-ов поступак има, између осталог, примена у теорији 
збирљивости обичних Fоuriеr-ових редова, али до сада није успело 
да се он примени у теорији збирљивости генерanисаних Fourier
ових редова. 
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Овде Ьемо специјално испитивати један поступак збирљивости 
који зависи од пара метра 6, тако да једној вредности пара метра 
одговара један размак конвергенције. Овај поступак може се са 
успехом примењивати на проблеме збирљивости генералисаних 
Fоuriеr-ових peдo~a [2Ј, њему одговара једна троуглзста матрица, 
а дефинисан је са 

О: (}1, х) = ~ (1- е(р.у-х) х-е)" Оџ (0.1) 
p.y~X 

(О <}10 < /11 < ... < }1n -+ оо, П -+ оо), 

где је 0< G < 1 и ')t > О. 
Д е Ф и н и Ц иј а 1.- Ако O~ (}1, х) -+ А, х -+ оо, онда кажемо 

да је ред ~ ау збирљив поступком О: ка суми А, што означа-
вамо са 

Општије овај поступак можемо дефИНkсати преkО Stie1tjes
ова интеграла са 

х 

O~ (х) = Ј (1- e(l-x) Х- Э)" d {А џ)}, (0.2) 

о 

при чему је А (t) функција ограничене варијације у сваком конач
ном размаку. Не ограничавајуhи општост, можемо узети да је 
А (О) = О и у том случају израз (0.2) може се написати у облику 

х 

О" (х) = ~f(l_e(t-X)X-e),,-l e(t-x) се А (t) dt. (0.2') 
9 х9 

о 

Израз (0.1) је специјалан случај израза (0.2) Кад У овом за А (t) 
узмемо степенасту функцију. 

Дефиниција 2.- Ако О: (х)-+А, X~OO, онда кажемо да 

је функција А (1) зБИР.IЬива поступком a~ ка суми А, што озна
чавамо са 

А (х) -+ А (O~), х -+ оо . 

Овај поступак, слично Vаliroп-овом, има особину да у односу 
на Э претставља један непрекидан низ међусобно битно различи
тих поступака, тако да сваком в одговара усло\!) конверreнцtt'је· 

облика ау = о (џ;-9) И размак конвергенције облика (1, Т) ~ (/, t+ 
,+.8 (9), ма какав био позитивни број х. Међутим, поступак о: има 
Једно преимуht1'80 над Vаlirоn-овиt.i, ШТО је дефинисан rроуtл:!
стом матрицом. 
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_ у вези с овим поступком _ поставља се велики БРQј nитщьа 
од којих ћемр се у овом раду бавити следеh~м: 

у глави 1 докззаhемо једну "директну" теорему, или тео
рему Abel-ове природе, тј. такву теорему која даје _ гранична 
својства поступка збирљивости кад се знају одговарајућа гранична 
својства функције. Ту теорему доказаhе-мо под претпоставком 
да је 

А (t) '" tP e}..ta. , t -+ оо, 

где је ~ > -1, c:t > О и л > О. 
У глави Il бавиhемо се једном врстом интермедијерне тео

реме у којој се на основу тога, што R i е s z ова средина ok (х) 
тежи одређеном брзином граничној вредности, за!<ључује да о; (х) 
rежи тој истој граници за све х> k, где је k позитиван цео број. 
у овој глави доказана је и лема 2.1 која Ье нам заједно са овом 
теоремом бити потребна у глави VJ при доказиваљу теореме 6.1. 

у глави III бавиhемо се упоређивањем збирљивости O~ 

за разне вредности 'Х.. Наиме, ако функције А (х) и O~ (х) задово

љавају извесне услове типа "О" или "о", онда и функција Ое(Х) 
(О < r < х) задовољава један такав услов о чему говори теорема 
3.1, која је доказана под једном доста специјалном претпоставком. 

у глави IV Доказаhемо лему 4.1 у којој се из А (х) -+ А (о;). 
х -+ оо, а уз претпоставку А (t) = 0(1), закључује да је А (хЬ) 

(Ь - (1-6)-1) збирљиво ка А поступком д~ чије је језгро Wiener
ово. Ову лему користиhемо у глави V при Доказивању Иl!верзне 
теореме поступка o~. Користеhи ову лему на основу Wiепеr-ове 

теореме доказаhемо теорему инклузије 4.1 која у ствари није тео
рема праве инклузије због учињене _.претпоставке о функцији 
А (t) (А (t) = О ( 1) ) . 

у глави V бавиhемо се питањем инверзије поступка о:. Ha~ 

име, из чињенице да О:(х) -+ А, х -+ оо, а уз претпоставку да 

функција А (t) задовољава услов конвергенције 

liminf min (А (t)-A(t)}>-w(s)-+O, е-+О (0.3) 
t-+oo t;f,r;f,t+etfJ 

следи 

А (f) -+ А, t -+ оо • 

Овај доказ изведен је у три етапе. У првој етапи (теорема 5.2) 
доказује се да из услова 

где је 

min {А ('с)-А (t)} > -т, c:t СТ) = }..a;(t), 
t;f,r;f, Т 

а (t) = et1-e, 
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(који је садржан у услову (0.3») и из o~(x) = 0(1), х-. оо следи 
А и)=о (1), t-. оо. У другој етапи, користеhи ле му 4.1 и на основу 
Wiепеr-ове теореме бирајуhи једно специјално језгро, закључу
јемо да 

х+е 

. ~ Ј А иЬ) dt ... А, х -+ оо. (0.4) 

х 

у треЬој етапи из (0.3) и (0.4) закључујемо конвергенцију функ
ције А (t). 

На крају, у глави VI бавиhемо се применом поступка o~ на 
проблеме збирљивости генералисаних Fоuriеt-ових редова. Тео
рема б.Ј, која је изложена у овој глави, претставља под извесним 
специјалним· условима једно пооштрење теореме В. Г. А в а к у
м о в и Ьа [2]. Доказ те теореме изведен је применом теореме 2.1, 
ле ме 2.1 и једне од е Л е в и т а н о в и х процена [9] брзине којом 
Riesz-ове средине генералисаног Fourier-овог реда функције !(П) 
по ортонормираним сопственим функцијама једног диференцијалног 
задатка са граничним условом теже својој граничној вредности. 

ГЛАВА 

у овој· глави доказаhемо једну теорему AbeI-ове природе за 

поступак о;. 

ТЕОРЕМА 1.1. ПреiШiосmавке: (i) О < о; < 1-0, ~ >-1, л> О. 
(Н) А (1) је фуnкцuја ограltичеnе варијације у сваком коnачnом 
размаку и 

А (t) """'ср (t) = tfl e'J..ta , t -+ оо. 
TBp~e1be: 

где је 
оо 

С(л, а) = 

Х f (l_e-!;)х-lе-(l+Аа)!;d~, за 0;=-1-0 

о 

1, за а < 1-0. 

Д о к а з: Ставимо 

o~ (х) = ~ Јх (1 _ еЏ-Х) х-еус-l e(t-x) х-е ср (t) {А (t)} dt, 
ср (х) хе ср (х) ср (t) 

о 

при чему на основу претпоставке (Н) 

А (!) -+ 1, t-. оо. 
ср (t) 
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Према томе, тврђење ове теореме биhе доказано ако докажемо да 
је поступак 

примењен на функцију В (t) ... А (t)fcp (t), регуларан у смислу тео
рије збирљивости, тј. да овако дефинисан поступак задовољава 
услове Toeplitz-Sсhur-ове теореме*. . 

Ставимо ли 

! ~(1- e(t-X)X-6),,-1 e(t-Х)Х-6 (!-.)fS e-}.(xa-fa:), за 0< t< х 
K(t, х) = х6 Х 

О ,за t>x 

(тако да је 

"" 
о: (х) = Ј к (t, х) в (t) dt), 
q»(x) 

о 

* Као што је познато [5], та теорема гласи: Hete:a Је 

"" 
F (х) - Ј к (t, х) В (t) dt. 

о 

да би из 
в (t) -+ В, t -+ «Ј • 

следило 

F (х) -t ВС, х -+ «Ј 

за сваку Функцију в (t) ограничене варијаЦИје, довољно је да буде 

затим да 

и да 

о<> 

Ј I к (t, х) I dt < Н, где Н не зависи од х, 
о 

т 

Ј I к (t, х) I dt -+0, х -+ «Ј, за свако коначно Т, 
о 

"" 
Ј к (t, х) dt -+ с, х -+ «Ј • 

О 
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онда, будуhи да је језгро К (t, х) > О, треба да докаже.,о ,ца 

т 

JK(t,X)dt-+О, Х-+ОО, за свако коначно Т (1.1) 

о 

и да 

со 

Ј к (t, х) dt -t С, х -+ ~. 
о 

(1.2) 

у слов (1.1) је очеllИДНО испуњен, па треба caltfQ да покажемо 
да је испуњен и услов (1.2). Учинимо ли У интегралу 

оо Х 

Ј K(t,x)dt== ;eJ(I-е(t-Х)Х- е }К-l e(/-Х)Х-е(~)" e-А.(хlI-/II)dt 
о о 

смену x-e(t-x)= - ~, добиhемо 

оо ~~ , 

Ј k (~, х) de = )t f (1- е-!;)х-! е-Чl-хе-I ~)" е- }.Е(!;,Х) de (1.3) 

о о 

где је 

Е (~, х) = хСХ {l- (l-хе-1 е)сх} = ахсх-(I-е> е+ о (хсх-2 (1-е> е2) > О. 
1) Ако је ~,> О, онда је (1-хе-1 е)" < 1, па је 

На основу познате Lebesgue-ове теореме можемо тада У инте
гралу (1.3) прелаз х -+ оо испред знака интеграла заменити истим 
прелазом иза Знака И8теграЛ8, па тако У Том случају добивамо 

хl-е 

Нт xJ{I-е-!;)Н-l е-!; (1_xe- 1 е)" e-Аах«-(I-е)е+о(хСХ-2(1-е>~2} d~ 
х-+оо 

о 

оо 

Х !(1_е-!;)Х-l e-(l+А.I1Нd~, за а"" 1-& 

о 

= 
оо 

)t 1- е \i е de = 1, Ј( _I:)X-l-!; 
за а<I-&. 

о 
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2) Ако је - 1 <~ < О, онда ћемо ставити 
01) ах1-Э х1 -Э 

f k (~, х) d~ =" Ј + х Ј = Ј1 +Ј2 
О О &~-э 

где је О < 8 < 1. 

Најпре ћемо проценити интеграл 

х1-е 

Ј. = '1. Ј (1- е-;)к-l е -~ (1- х&-l е)' е -лЕ(;,х) d~. 

aXl-& 

Како је овде е->..Е(;.х} < 1, то је 

xl-6 

Ј. < ')(. Ј (1- е-е)к-l е-е (l-х6 -1 е)Р d~. 
ax1-G 

(1.4) 

Изврwимо ли замену ; = х1-Э • и у интегрзлу на десној страни ове 
неједначине, добиhемо 

1 

Ј! < хх1-Э Ј (1 - e_ ux1-ey'-1 е-uхl- 6 (l-u)' du < 
/) 

I 

< '1. х 1-Э f (1 - е-uх1-еу(-1 (1 - и)' du. 
е&х1-Э 

1) 

Како је за :.<.;>1, (l_е-uх1-Э),,-1<1, а за 0<:.<.<1 

(1 -llх 1-э)х-l./ 1 -К -- >0 - е ~ ( 1 6)1 ~ , за све х .;:::::::- хо , 
l-е-I)Х- -)(, 

то је 

тј. 
ЈЈ=о(l), x~'X). 

Посиатрајмо сада интеграл 

I)х1-Э 

Ј1 =" Ј (l-e-;),,-le-; (l-хэ-{е}Jlе-АЕ(е.Х}dе. 
о 

(1.5) 
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Пошто функција (1-х6-1 ё)1I монотоно расте, то је 

(l-x6-1~)II«I-8)1I, за све 0<ё<бхl-9 

и с обзиром на то да је 

следи 

х. (l-е-; ) х-- I е-; (1 _ х6-1 ~)II е -AE(~ х) < 
< х (1-8)11 {l-e-~ Јх-l e-~ Е L (О, оо). (1.6) 

На основу (1.4), (1.5) и (1.6), а применом Lebesgue-ове теореме 
добивамо 

... 1-6 
lim х ! (1- е-;)х-I e-~(1-x6-1 ~)II е-дахсх-{I-6>но (xCX -2 (1-6>r)dе 
.\:~<x> 

о 

/),х1-6 

=lim')t f (l-e-;)x-Ie-~(l-xe-lё)II .. 
X~<X> 

о 

<х> 

Х f(l-e-')X-l e -(l+>..a)'de, за «-1-6, 

8 

со 

x!(I-e-,)X-I e-;de=l, за а<l-е, 
о 

чиме је теорема 1.1 доказана. 

ГЛАВА 11 

У овој глави И3JIожиhемо теорему која даје једну везу измеђУ 

Riesz-овог и o~ поступка збирљивости. Показаhемо да из чиње
нице, кад Riesz-ова средина једне функције тежи граничној вред
ности одређеном брзином,. следи да је та функција збирљива 

поступком о: ка истој тој вредности. У ту сврху са ak (х) оэна
чимо Riesz,oBY средину реда k. Riesz-ов збир реда k ,. 

,х 

xk 
(Jk (х) = k f (х - t)k-l А (t) dt, (А (О) = О) (2.1) 

о 
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је непрекидна функција, ако је k > О, и диференцијабилна са 
непрекидним изводима, ако је k> 1 [4Ј. 

ТЕОРЕМА 2.1. Из 

crk(x) = A+O(xk (6- 1», X"-tОО 

следи 

G~(Х)"-tА, X"-too 

за свако 'х> k, где је k цео Позитиван број. 

Д о к а з. Без ограничења општости можемо узети да је 
А = О. Диференцираљем израза (2.1) добивамо 

х 

d~ {х" а" (х)} = k (k -1) j.(X-t)k-=А(t)dt, 
о 

х 

-- {х " (Ј" (х)} = k ! А (t) dt, d
k

-
J f 

dXk - 1 

о 

dk 
-- {х" а" (х)} = k! А (х). 

dxk 

Из ове последље једна чине имамо да је 

1 dk 
А (х)=- --{xkak(x)}. 

k 1 dx k 

Применимо на ову функцију поступак a~ : 
х 

. '. 

(2.2) 

а: (х) = _'Х_ f (1- e(t-х)Х-еУ-l e<t-x)x-
e ~ {tkak (t)} dt. (2.3) 

k ! х6 dtk 

о 

Парцијалном интеграцијом добивамо 

ах (х) = -- (1- e<t-X)X-6}X- e(t-x)x-6 __ џ" а" (ђ} -'х 1 dk - 1 ,а 
е k! х& dtk- 1 о 

х 

- -'II.-ј ~ {(1 - e(t-Х)Х-е)Х-l e(t-X)C6} d
k
-

1 
{tk (Ј" (ђ} df. 

k! х& dt • dtk- t 
о 
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с обзиром на то да је ,,> k и да је 

следи 

" ОХ (х) = - -"-ј!!. {(1 _ e(t-Х)с&)'Х.-Ј e<t-ХјХ-&} d
k

-
1 

{tk а" (t)} dt. 
& kl хэ dt dtk - 1 

о 

Уопште, ако десну страну (2.3) k-пута парцијално интегришемо, 
добиhемо . 

х 

ОХ(х) = (_I)k"j d
k {(l_e(t-Х)СЭј"-Је<t-а)с&}tk ak(t)dt. (2.4) 

э kl х& dtk 

о 

Ставимо 

где 

е{х)-+О, х-+оо. 

Уврстимо ли овај израз за а" (х) у (2.4), имаhемо 

=( - 1)"·/ (2.5) 

Сада Ьемо испитати како се понаша интеграл / кад х -+ оо . 
Узастопни изводи функције 

z = (l_e<t-x)c&)"-l е<t-х)х-Э 

имају облик 

d
v 

Z __ 1 (1- е(t-х)х- э)х-(v+l) e<t-x)c& Ру (e<t-x)x-&) , 
df v Х У& 

где је P v полином степена v по аргументу e(t-x)x-&. 

Нуле овог полинома по аргументу e<t-x)x-& не зависе од х, 
веЬ само од ", а за оне вредности f = 1;) за 'које се он анулира, 
важи асимптотска релација 

(2.6) 
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Нека полином Pk има т нула t~k} (р. = 1,2, .•. ,т) у размаку 
(О, х). Према томе функција Zk (t) имаhе сталан знак у сваком 
размаку 

t (k) < t < t(k) ( О 1 2 ) . t(k) О (k) ).1. ).1.+1, Р. = , , , ... , т, где Је о = и (m+l = х. 

Ту особину функције z(k) (t) и аеимптотеку релацију 

t~) ,..., х, х -+ ОО, (р. = 1,2 •...• т) 

кориетиhемо при процени интеграла 1 који Ьемо написати у облику 

= Но + Н1 + Н2 + ... + Нр. + ... + Нт + Нт+!. (2.7) 

у размаку (О, N) је 'е (1) I < СО' па је 

N 

I Но 1 < _~o;- f I :;" {(l-e<t - х)х-&)Х-l e1t-X)x-&} I ik- a dt. 

о 

Ако је у овом рззмаку z(I<' (1) > О, онда у њему функција Z<k-1) (1) 
расте. па је 

СоХ Nk-a 1 <____ (1- e<t-X)X-~)'>t-k e<t-x~x-&. 
kl х& X(k-I) 9 

(2.8) 

Иста ствар је и у случају кад би у том размаку било Z<k) (t) < О, 
тј. кад би у њему функција Z(k-l) (t) опадала. 

Посматрајмо сада интегрзл Hs• У размаку (N. t~k») је I е (t) 1< 
< 81 (N). Пошто смо у интегралу НО узели да је z<k) (1) > О, то је 
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онда и овде z{k} (t) > О, јер је t1k
) прва по реду тачка где z<k} (t) 

мења знак, па према томе имамо да је 

t~k) 

I Н1 1" _Х_ f 1 ~ {(1- е(t-х)х-Э)Х-l е<t-х)х-Э } 1· 18 (t) 1 tk- a dt 
. kl хЭ dtk 

N 

t'k) 
1 

" %81 (N) xk-a r dk {(1_е(t-х)х-Э )Х-1 еЏ-х)х-О } dt = 
kl хэ . dt" 

N 

( 

( (k) ) -9 } . Pk - 1 е t 1 -х Х ) _ (1 _ e(N-Х)Х-9)К-k e(N-х)Х-~ P
k

-
1 
(e(N-х)х-Э) = 

~ С1 (х, k) 81 (N) xk-а-kЭ , 

(t(k) х)х- Э 
јер е 1 - не зависи од х. 

(2.9) 

Посматрајмо сада, уопште, интеграл Н)1. у размаку (t~~I' t~») 
је I е (1) 1 ~ 8р. (N), и нека је у њему Z(k)(t) >~, тј. нека ту функ-
ција Z(k -1) (t) расте. Тада је . 

- 1 - е р.-l е р.-l Pk - t е р.-l • 
( 

(t(k) _х)х-Э)К-l (t(k) -х)х-э (' (f(k) -х)х-Э)) 

П (t~f)-х)х-Э (р. = 1,2, ... ,т) не зависи од х, то је 
ошто е r-

IHp.I< Ср. (%,k)8p.(N)xk-а-kЭ , (~=2,3, ... ,m) (2.10) 

До истог закључка долазимо и у случају ако је у размаку 
(t~"2.1' t}1'» z(k} (t) < О. 

На крају посматрајмо инте.грал Нт +!.' у размаку (t~), х) је 
I е (t) I " дт + 1 (N), а Zlk) (t) је сталног знака, рецимо да је Z(k) (t) > О. 
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у том сnучају функција Z{k-l) (t) расте у овом размаку, а како 
је z{k-I) (х) = О, то је она у њему негативна. Према томе је 

х 

1 Нт + 11 <: k IХх е .г I :;, {(1 - e(t-Х)ЈГе)Х-l e(t-x) се} 11 е (t) 1 tk-a. dt <: 
t(k) 
т 

х 

~ _11._ <3 (N) xk-a. Ј dk 
{f l_е(t-х)х-Э)Х-l еџ-х)х-е } dt = 

"""" k I хЭ т + I dtk 
t(k) 
т 

.:::;;;; Х 8т -1-1 (N) xk-a.-ke (l_e(t-х)сЭ)Х-k e(t-x)x-e . 
kl - -

1 

х Х <3т + 1 (N) 
'Pk_l(e(t-X)C6) t":,) = - k! Xk-a.-k6 

Израз у великој загради не зависи од х и негативан је, јер је у 
посматраном размаку Z(k-l) (t) < О. На основу тога добивамо 

(2.11) 

До истог закључка долазимо и у случају кад је ZЩ (1) < О, 
У размаку (t":,) , х). 

Како је 

o~ (х) = (-l)к 1 

и пошто можемо изабрати N тако да буде 

Oj,(N)':::;;;;b(N), (р.= 1,2, ... ,m+l), 

то с -обзиром на неједначине (2.8), (2.9), (2.10) и (2.11) добивамо 

1 

O~(x) 1 0(1) -
Хk--а.-П; <: Xk-a.-k6 + С (х, k) о (N) 

где је 
т+l 

С (х, k) = ~ Ср. (х, k). 
].l=l 

Дакле, за k - \l - k G > О је 
lim sup I ~ia.<':le 1.:::;;;; с (х, k) 8 (N). 
x~ao I х 

2 Зборник Математичког института 
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Пошто је t~) "'" Х,· х -+ оо (}1 = 1,2, .•. ,т), то можемо бирати N 
произвољно велико, тако да б (N) -+ О, шi је 

1· I о; (х) ј О 1т sup Л-а-Л(ј = , 
х-+оо Х 

а одатле за а = k (1 - 6) излази 

Оё (х) -+ О, х -+ оо, 

чиме је теорема 2.1 доказана. 

Б) ПосмаТРiihемосадаС,7ЈУLJај f\8д позитивно k није цео број. 
у ту сврху претходно Ьемо доказати следеhу лему: 

ЛЕМА Ц - Из . 

следи 

аЛ' (х) = о (x~), х -+ оо 

гдејеО.<k<;;:k',О<а<l+k. 

Д о к а з. Дакле, треба да докажемо да из 

ха аЛ (х)=о(l), х-+оо 

следи 

ха аЛ' (х) = о (1), х -+ оо 

за 0< k < k', О < а < 1 + k. 

У ту сврху искористиhемо везу између Riеsz-ових збирова 
различитих редова (4] 

х 

AHl(X) =оо r(k+l+l) !CX - f)I-1 А k(t)df, 
f(k+l)f(l) 

. о 

где је k > О и 1> о. З~ k+- 1 = '" имамо 

х 

АЛ'(х)=хЛ'аЛ'(Х)~ [(k'+I) [(x-t)/('-k-1 Ak(t)df 
[(k+l)r(k'-k). . , 

о 

тј. 
х 

аЛ' (х) = [(k' + 1) ! (х _ f)k'-k-l А k (t) df 
хЛ' [(k+l)r(k'-k) 

О 
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односно 
х 

ха О'''' (х) = ха Г (k' + 1) f (х _t)k'-k-l tk O'k (t) dt = 
xk' r(k+ 1) r(k' - k) 

о 

х 

= r(k'+I) f(X-t)k'-k-ltk-а{tааk(i)}dt (2.12) 
xk'-a r(k+ 1) r(k'-k) .. 

о 

Да бисмо доказали ову лему треба caMQ да nОЈ(ажемо да је 
поступак збирљивости (2.12), примењен на функцију ta. O'k (t), регу
ларан. Језгро овог поступка деФИН'Јсано је са 

K(t,x)= xk'-ar(k+l)r(k'-k) ! F(k'+ 1) (X-t)k'-k-l ik- a , 

О, за t> х. 

Пошто је К (t, х) > О, то треба само да видимо да ли је задово
љен други и треhи услов Toeplitz-Sсhuг-ове теореме [5]. Други је 
оче.видно задовољен, па остаје само да проверимо да ли је зада
вољен и треhи, тј. да испитамо интеграл 

ао Х 

Ј К (t х) dt = [(k'+ 1) Ј (х _t)k'-k-l tk- a dt = 
, xk'-аF(k+l)Т(k'-k) 

О ~ 

г (k'+ 1) Ј. 
xk'-a Г (k + 1) r(k' ~k) 

у интегралу Ј извршиhемо заме~у t = ха, џаЬемо дРБJlТЈЈ 
1 

Ј = xk'----« Ј U(k-:-а+lЈ-l (l_a)(k'-k)-1 du. 

о 

Поштојеk'-k>О и k-а+l>О (јер је O<a<l+k), то је 

J=xk'-аВ(k-а+l, k'-k) = Xk'-аГ(k-а+Ј)[(k'-k) , 
T(k'-a+l) 

па је 
ао 

JK(t,X)dt= T(k'+I)T(k-а+l) = C(k,k',a), 
r(k+l)r(k'-a+l) 

о 

чиме је лема 2.1 доказана. 
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ТЕОРЕМА 2.2 - Нека iiозиi1iивно k није цео број и нека је 

Из 

следи 

(е - 1) k 
е' = 1 + [k] + 1 . 

ak (х) = О {хk (Э-1)}, х ~ оо 

о:' (х) ~ О, х -t ОО, за све 1(. > [k] + 1. 

д о к а з: На основу леме 2.1 из 

ak (х) = О {хk(Э- I )} , Х -t оо 

следи 

(J[k]-t1 (х) = о {хk(Э-I)} =; о {х([kЈ+I)(Э'-I)}. (2.13) 

Пошто је [k] + 1 цео позитиван број, то из (2.13) на основу тео
реме 2.1 излази 

o~, (х) -t О, Х ~ оо, за све х> [k] + 1, 

чиме је теорема 2.2 доказана. 

ГЛАВА III 

Као што је познато М. R i е S Z [4] је доказао једну тако 
звану "convexity" теорему за свој поступак збирљивости. Наиме, 
ако Riesz-ов збир k-тОГ реда А k (х) И функција А (х) задовољавају 
извесне услове типа .0" или "о", онда и Riesz-ов збир Ar (х) 
(О < r < k) задовољава један такав услов који је повезан са усло
вима које задовољавају А k (х) и А (х). 

Овде ћемо доказати једну "convexity" теорему која се 

односи на o~ поступак збирљивости. То је доста специјална тео
рема јер поред услова типа "О" односно "о" што их задовоља

вају функције O~ (х) и А (х), увели смо и претпоставку (3.1) која 
ограничава општост теореме. 

у следеhем излагању ое- (А; х) значи да је поступак o~ при
мењен на функцију А. 

ТЕОРЕМА 3.1. Нека СУ U (х), V (х) и W (х) uозиi1iивне неоuа
дајУће функције, дефинисане за х> О. Нека је U (х) < V (х), а 

Тада 

(i) Из 

O~ (И; х) < со I ое-(А; х) 1. 

-И(х) <А (Х) < V(x) 

(3.1) 

(3.2) 



u 

следи 

(н) Из 

и 

следи 
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IG~(A;x)l< W(x) 

1-..':. ..':. 
IGэ(А;х)I<С{V(х)} X{W(x)}x, за свако O<r<1t. 

- и (х) < А (Х)=О {V (Х)} 

I O~ (А; Х) I < W (Х) 

Ge (A;X)=O({V(X)}I-"k{W(Х)}"k), за свако O<r<1t. 

(Ш) Из 

и 

следи 

- и(х) < А (Х) < У(х) 
Оё (А ; х) = О {W (х)} 

21 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Примедба: Претпоставка -И(х) < А (х) < У(х), 
U(x)<V(x), тј. IA(x)I<V(x) имплицира IGe(A;x)I<V(x) . 

• (l_e-хЈ -Э У, јер је 

и 

х 

I Ое (А; х) 1< :е f (1- е(t-х)х-э )r-1 еџ-х)х-е I А (1) I dt < 
о 

< V (х) (1_е-х1-е у . 

д о к а 3 тврђења (i) - Ставимо 

s 
Ое (А; х) = !... Ј (1 - e<t-X)X-e)r-J e<t-х)гЭ А (t) dt + 

х э 

о 

х 

+ !... Ј (1 - е(t-х)х-Э(-1 e(t-x)x е А (t) dt= 
хЭ 

; 

(3.6) 

(3.7) 
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Касније ћемо функцију Ф (х) погодно одредити помоhу V (х) и 
W (х), претпостављајуhи да увек можемо одредити ~ > о јед
начином (3.7). 

Интеграл Ј1 написаhемо у облику 

~ 

Ј1 = .!...-f (l_e(t-х)СЭУ-Х (1_е<t-х)х-Э)Х-1 ~(t-х)х-Э А (t) dt. 
хЭ 

о 

Пошто је О < г < Х И 0:<: t <: е < х, то је функција (l_е(t-х)х-ЭУ-Х 
позитивна и монотоно расте, па према другој теореми о среДњој 
вредности интеграла имамо 

~ 

Ј1 = .!...- {Ф (X)}r-x f (l_e(t-).)сЭ)х-1 e(t-х)С Э А (t) dt, 
хЭ 

и 

Овај последњи интеграл написаhемо у облику 

~ 

Ј1 -= .!...- {Ф (х) у-х.2: f (1- e(t-х)с9)Х-l еџ-х)х-9 {А (i)+ U (t)} dt-
Х х9 

и 

~ 

...; .!...- {Ф (х) }r-x .2: f (1 - e(t-X)X-9)X-l e(t-x)x-9 и (t) dt, 
Х хЭ 

и 

одакле излази 

~ 

Ј1 <.!...- {Ф (х) }r-x ~ Ј (l_е(t-х)х-э)х-t e(t-x)c9 {А (t) + и (t)} dt. 
')t х9 

и 

Пошто је А (t) + и (t) >- О, то је 

х 

Ј ~.!...- {Ф (х) }r-x ~J(l - e(t--х)гЭ)Х-1 e(t-х)сЭ (А (t) + U(f)} dt = 
1 """ Х хЭ 

/) 

х 

< .!.... {Ф (х) }r-x .2: f (1- e(t-x)c9)x-1 e(t-x)x-9 А (t) dt+ 
Х х& 

О 

х 

+ .!.... {Ф (х) }r-x ~ r (1- e(t-х)сЭ)Х-1 e<t-x)x-& и (t) dt = 
Х ХЭЈ 

о . 

< .!.... {Ф (х) }r-x a~ (А; х) + ..;. {Ф (х) }r-x а: (И; х). 
Х ')t 
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с обзиром на претпоставку (3.1) имамо 

Ј1 <~ {Ф (х) у-х 1 a~ (А; x)1 + СО ~ {Ф (х)}г-хl a~ (А; х) 1 < 
~ ~ 

где је С1 = (1 + Co)Г/~' На основу претпоставке (3.3) следи 

(3.8) 

Са друге стране је 

~ 

Ј1 ;> - ~ {Ф (x)Y-Х ~ f (1- e(t-Х)Х-ејХ-l e(t-x)x-& и (t) dt = 
х х6 

а 

х 

;> _!... {Ф (x)lr-x~ Ј(I- e(t-x)x-6)X-l e(~-x)x-6 и (t) dt> 
~ х э 

о 

;> - ~ {Ф (х)}'-х Со 1 ае (А; х) 1. 
~ 

. с обзиром на (3.3) добивамо 

Ј1 ;> -Са {Ф (х)}г-х W (х), (С2 = СО г/х). 

Пошто је С. < С1 , то на основу (3.8) и (3.9) излази 

Сада Ьемо проценити интеграл Ј2 • ' 

х . 

IJ2 1 = I :6 f (l_e(l-X)c6)r-l е <t-х)С6 А (t) dt 1< 
~ 

х 

<; ;6 f (l_e(t-x)x-6}r-l e(t-X)X-6 1 А (t) I dt< 

; 
х 

<; v (х) :6 f(l-e<t-X)x-e) ,-1 е (t-х)Х-е dt = 

~ 

(3.9) 

(3.10) 

<; {Ф (х)} r V (x).~ (3.11) 
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На основу (3.6), (3.10) и (3.11) добивамо 

: ·1 O~.(A; х) 1 ~ С1 {Ф (х) }~-)( W (х)+{ Ф (х)}' V (Х). (3.12) 

Функцију Ф (х) одредиhемо тако да буде 

{Ф (х)}г-)( W(x) = {Ф (х)}г V(x), 

одакле излази 

Ф(х)= ~- ј 
. ' , . { W (Х)} 11)( 

v (х) (3.13) 

Уврстимо ли (3.13) У (3.12), добиhемо 

r r -
10&(A;x)I<C{V(x)}1-,х {W(x)}X, (С= 1 + с1 ), за све 0<,<1<., 

чиме је тврђење (i) доказано. 

д о к а ~ тврђења (ii): Пошто је А (х) = о {V (х)}, то датом 
броју Е> О можемо одредити одговарајуhи број хо такав да буде 

IA (х) 1 < 8 V(x), за све x~xo,. 

1) Претпоставимо најпре да је 0< хо <~. Израз за Ое (А; х) 
писаhемо у облику 

~, 

0& (А;х)'= "0 Ј(I- е<t-х)г9)г-l е(t- х)г9 А (t)df+ 
х, , 

О' 

Х', 

+ ~ f (1- e(t-Х)Х-еУ-l e<l-x)x-9 А (ђ df= 
хО 

~ -

Овде је као и у случају (i) 
. ~ . . -

где је 

а каС,није ћемо погодно одредити функцију Ф (х). 
, , 

(3.14) 



о Једном поступку збирљивости Дивергентних редова 25 

Сада Ьемо проценити интеграл Ј2 • Пошто је ~ > хо , то је 
I А (t) 1< s v (t) за t > ~, па је 

х 

1J21< е V (x)~ f (1- еи-х)сеу-! еи-х)с6 dt=8 {Ф (Х)}' V (х). (3.16) 
х е 

; 

На основу (3.14), (3.15) и (3.16) добивамо 

I Gе (А;х)I<С1 {Ф(х)}Г-
Х W(х)+е{Ф(х)}гV(х). (3.17) 

Функцију Ф (х) одредиhемо тако да буде 

{Ф (х) }г-х W (х) = 8 {Ф (х)}' V (х), 
а одавде је 

Ф (х) = . {
W (х) }I/Х 

е V(x) 
(3.18) 

Уврстимо ли (3.1.8) У (3.17) добивамо 
r г 

I Ое (А; х) 1< (1 +Ct ) 81- х {V (х)} 1- х (W(x)}fIX. 

Пошто је 1- ~ > О, а е можемо узети произвољно мало, 
1(. 

то је 

G6(A;X)=O({V(X)}I-~{W(x)}r/x), З8 све О<г<х. 

2) Посматрајмо сада случај кад је ~ < хо < х. Израз за 

Ое (А; х) писаhемо у облику 
хо 

Ое (А; х) = ~ Ј (1 - e(t-х).с6У- t e(t-x)x-6 А (t) dt + 
х. 

о 

х 

+ :6 Јо- e(t-X)X-I1Y-1 e(t-х)Х- 6 А (t) dt= 

хо 

(3.19) 

Најпре Ьемо проценити интеграл Ј7. Како је О < t < х, < Х, 
то је за г,> 1 

па је 
хо 

I Ј I I < - I А (t) I dt = о (1), х -Н;О • • r Ј 
х6 

(3.20') 

о 
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Ако је 0< r < 1, онда функција 
(1- e(t-Х)Х-еУ-Ј e(t-x) х-э 

монотоно расте, па је за О < t ~ х о < х 
(l-e(t-X) x-еУ-l e't- X) х-е < (1 - е< ... о-... ) ... -е) г-l е<"'о-"')"'-Э ..... О, х ..... оо • 

На основу тога је 

..... 

/Ј;/< :э(l-е< ... о-... )...-е)'-Је< ..... - ... ) ... -е Ј/А (t)/dt=o(l), х ..... оо. 

о (3.20") 

Сада Ьемо проценити интеграл Ј;. Како је / А (t)t < s v џ) за 
t>xo' то је 

тј. 

х 

/Ј; 1<8 V (х) ~ f (1- е(t- х)х-ЭУ-l e(t-х)С Э dt= 
хэ . 

%0 

< 8 V (х) (1 - е<"о-%)х-ЭУ < 
<8 V(x) (1- е(~-Х)Х-ЭУ =- е {ф(х)}г V(x)t 

/Ј2* 1< 81 -ф( {V (x)}I-Г1Х {lV (х)}Ф<. (.3.21 ) 

Пошто је l-г/х:> О, а 8 можемо учинитli произвољно малим, 
то с обзиром на (3.19), (3.20') односно (3.20") и (3.21) добивамо 

Oe(A;x)==o({V(x)P-г1Х{W(х)}Гfx), за све О<г<х, 

чиме је тврђење (јј) доказано. 

Доказ тврђења (Нј): Пошто је O~(A;x)=o{W(x)J. то да
том броју 8:> о можемо одредити одговарајуhи број хо ' такав 
да је 

I O~ (А; х) 1< 8 ИЈ (х), за све х ;>ХО ' (3.22) 

]) Претпоставимо најпре да је 0< ХО < ~, и ставимо 

; 
Ое (А; оУ) ;:;, Гэ f (1 ~ e<t-х)Х-6}'-:-1 e(t.-X)~-e АЏ) (jt.+. 

х . 
О . 

х 

+ ~ Ј (1 - e<t- х)сЭУ-l e<t-х)сЭ А (ђ dt= 
хЭ . 
-; 

=K1+Kz, (3.23) 



о Једном поступку эбирЉНВосtи Дивергентних редова 27 

На исти начин као и у случају (ј), узимајуhи само х;> хо , а с обзи
ром на (3.22) добивамо 

јК1 [<С1 {Ф (х)}Г-Х,в W(x). 
и овде је 

Из (3.23), (3.24) и (3.25) следи 

(3.24) 

(3.25) 

I Gэ (А; х) 1< С1 {Ф (x)Y-Х 6 W (х)+{Ф (х)}' V (х). (3.26) 

Функцију Ф(х) одредиhемо тако да буде 

{ Ф (х) ) г- Х В W (х) = ( Ф (х) ) r V (х) , 

одакле излаз" 

Ф (х)= {6 W(X) }I/X. 
V (х) 

Уврстимо ли (3.27) У (3.26) добивамо 

I ае (А ; х) I < (1 + С 1) 6 г/х { V (х)} 1 - г/х { W (х) } г/х. 

Пошто 6 можемо учинити произвољно малим, то је 

Ge {A;X)=O({V(X)}I-Г1Х {W(x»)riX
), за све 0<,<)(. 

2) ПреtiIосtа:в"мо сада да је О < е < хо ' и ставИМ:d 

хо 

06 (А; х) = -; Г· (1- e(t-х)Х--6) Г:-l еи-х) г6 А (1) dt+ 
х . 

о 

х 

+ ~6 Ј (1- е<t-»х-Э)Г-I е(l-Х) ... -э А (t) dt = 

= к7+к;. 

С обзиром на претпоставку (3.2) имамо 

х 

I К;ј <; -; Ј (1- e<t-х)гЭ)Г-1 e<t-x)x-e I A(t) I dt < 
х . 

хо 

< v (х) (l_е<хо-х)х-Э)Г < 

(3.27) 

(3.28) 

< У(х) (l_е(~-Х)Х-Э)Г = {ф(х»)r V(x). (3.29) 

Као и у случају (н) и овде је 

К;=-о(l), х+ос. (3.30) 
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Из (3.27), (3.28), (3.29) и (3.30) следи 

О(;(А; х) = о ({V(x)}J-r/к {W(X)}'/K), за све О<г<')(., 

чиме је тврђење (Ш) доказано. 

г л А В А IV 

Сада ћемо доказати једну теорему инклузије, за поступак 

0"9 у односу на ')(., али с обзиром на учињену претпоставку о 
функцији JI. (t), то није теорема праве инклузије. Наиме; претпо
С7звиhемо да је А и)=о (1), t .... HXJ, па ћемо на основу Wiепеr-ове 
теорије доказати споменуту теорему, 

ТЕОР,ЕМА 4.1. Из O~(x)-+A, х-+оо, уз йреiЛйоСiЛавку А (t)= 
=0(1), t:;oo, следи 

o~' (х)-+А, х-+оо, 

за свако Позиii1ивно х' веће или .ма1Ье од х. 

у сврху доказа ове теореме претходно ћемо доказати једну 
лему коју Ьемо касније користити и у глави V при доказивању 
теореме Tauber-ове природе. Без ограничења општости ставимо 
А =0. 

ЛЕМА4.1. Из o~ (у) -+ О, У -+ оо, уз йреiЛйосiЛавку А (t) = 0(1) 
t -+ оо, следи 

+00 
o~ (у) = f k (у-ч) А (f)fJ) df)= 

-оо 

у 

-= ~x f {1- е -ЈЗ (У-1'))}х-l e-~(Y -1')) А (ч~) df)-+O, у -+ оо 

О 

где је ~ = (1-8)-1, а k (у-ч) је једно Wiener"OBO језгро. 

д о к а з леме 4.1: Језгро нашег поступка 

х 

О; (х) = ~ Ј (1- e(t-x)x-&Jx-J e(t-x).ic-& А (t) dt (4.1) 
х& 

о ' 
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није Wiепеr-ово језгро, па ћемо зато са овог поступка преhи на 
један нови поступак са Wiепеr-овим језгром и на њему Пемо изво
дити закључке. Ради тога у интегралу (4.1) извршиhемо замену 

t= (xa_и)~ = xa~ ( 1 - ;a)~ = xa~ { 1 - ( ~ ) ;а + О (;: )} . (4.2) 

Одавде излази 

t-x ха/3 _~uха(I'З-l)+О(u2хаФ-2»)_х 

-т= хЭ 

Нека је al3=l и a(~-I)=6, тј. a=1-6, ~=(l-Э)-l, па је 

На основу (4.2) и (4.3) интеграл (4.1) узима облик 
х1-е 

ае (x)=~x f {1- e-~u+О(U2хlj-l)р(-1 e-f3 1I+0(и 2х6-1 Ј ~ 

о 

( 
u )~-1 ·А {(xl-6_и)~1 1- х 1-О du. 

Ставимо ли х1-е = у, онда овај израз постаје 

, У 

Gэ (у)= ~x f {1- е- rY+o (у) Г-1 e-~и+ О (у). 
о 

и' q-l . (1 - -у) А l(y-и)I~1 du. 

Посматрајмо сада нови поступак збирљивости 

У 

(4.3) 

(4.4) 

Gэ(у)=I3 Х f (1-е-r U)Х- 1 е-r u А {(y-u)~ldu. (4.5) 

о 

Ако У овом интегралу извршимо замену y-u=I), добипемо 

У 

д~ (у) = ~x f {l-e-~(Y- 11) ,Х-I е-ГЈ(У - 11) А (I)f!) d1) = 

о 

(4.6) 

-ао 
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rде j~ 

k(y,q)=k(y...,..q)= t~')(.{1-e-~(Y_r»})(-le-j3(y-Ij), за O~1)<y 
О иначе 

Лако је видети да j~ O~ регуларан поступак збирЉивости. 

Да бисмо докаЗaJIИ тврђење ове ле ме треба да .пщ{аже~о д.а 

O~ (у) - ОНУ) ~О, У"" оо. 

Одузмемо ли (4.5) од (4.4) добивамо 

Ради краћег писања увешhемо функцију Фу (и) дефинисану на 
следеhи начин: 

па је 

џ {( 1- е- ~u +О(у)Г-1 е- ~U+O(y) (1 - ; Y-I_ 

-( l-e-~U)j(-1 е- ~u} А {(у - и)~}, 

О, за 

оо 

Oe(Y)-Ое(У) = f Фу(и)dи. 
о 

Према нашим уведеним заменама је 

t- х 
-'-= 

(ха -и)~ -х 

хе 

(4.7) 

Посматрајмо функцију g(џ) = y-~e{(y-u)~ -y~}, за о < u~y, 
где је 13 = (1-9)-1. Како је 

g' (и) = -13 y-~e (у - и)~-I < О 
и 

g" (и) = ~ (~- 1) y-~e (у - и)~-2 = 9 (1-9)-2 y-~e (у - и)~-2 > О, 
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то функција g (и) .мо,нотон.о опада у размаку О < ц < у и у љему 
је конвексна према доле. С обзиром }Ја то и на чиљеницу да је 
g (О) ос: О и g (у) = - у следи 

g (џ) < - и, (О < и < у). 
Пошто је права - ~ и тангента криве g (и), то је на основу 
напред реченог 

тј. 

(4.8) 

Ставимо 

'Ј! (и, у) = (l_e-~u+O(иa/y»X-l e-~u+O(u2/Y) = (l-еg(U»Х-l ~(u). 

Пошто функција (1 - e-:-v)x-l. e- v монотоно опада кад је О < х. < 1, 
то је с обзиром на (4.8) 

'Ј!(и, у) < (l_e-~и)X-' e-~и Е и (О, оо), за О < х < 1. (4.9) 

Ако је х.;> 1, онда је на основу (4.8) 

'Ј! (и, у) < е-и Е Ll (О, оо). (4.10) 

Како је с обзиром на учињену претпоставку о функцији А (t) 

IA{(y-u)~}I<К, K=const. ( 4.11) 

и пошто је 

( 
и )~-1 

1 - у . < 1, за све О < и < у, (4.12) 

.... 
јер је (3-1=в(l-в)-'>0, то на основу (4.9),(4.10),(4.11) и 
(4.12) постоји функција F (и), која не зависи од у, таква да је 

(4.13) 

Како 

то је 
Нт Фу (и) = О (4.14) 
У"*"'" 

у сваком коначном ·размаку од и, па на основу (4.13) и (4.14) 
можемо применити Lebesgue-ову теорему. тј. у интегралу (4.7) 
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можемо прелаз у -+ оо испред знака интегралазаменити истим 

прелазом иза знака интеграла и тако добивамо 

ао ао 

Нт {O~ (у) - д~(y)} = Нт fФу (и) du ~ јнт Фу (и) du = О, 
y~ao у-+ао У-+'" 

О О 

чиме је тврђење леме 4.1 доказано. 

Још остаје да покажемо да је језгро 

k (у, ХЈ) = k (y-fJ) = ~'К {1- e-~(}'-I)}x-l e-~(Y-I) 

поступка O~ Wiепеr-ово, тј. треба да покажемо да 

(i) k (Т) Е и (-оо, оо) и 

+ао 

(н) k* (v) = f ei'!'v k (Т) dt' 9= О, за све -оо < v < оо. 
-ао 

Пошто је k (y-fJ) = о за 1) > у и 1) < О, то је k (r) = О за 
t' < О И 't > у, па је услов (i) очевидно задовољен, те остаје само 
да покажемо да је 

у 

k*(V)=~x. Ј eifV(l-е':"'~'!'»)(-lе-~'!'dт.=t=о, за све -oo<v<oo. 
о 

у ту сврху у горњем интегралу извршиhемо замену 1 - e-~r ~ z, 
па ћемо добити· 

l-e-~Y 

k* (v) = )t f zx-1 (1- Z)~iV/~ dz 

о 

1 I 

= 'к f ZX-l (l-z)(I-ivl~)-ld:-х f Z)(~l (1- z)-.lv/~dz. 

о I-e-~Y 

Пошто је )t > о и Rl {1 - iv/~} > о, то је 
[.(х.) г( 1- iV) 1 

k* (v) = х. ~ - х f Z'C-I (l-z)-iv/~dz=f:О 
г(х. + 1 - ;) I-e-~Y 

за све - оо < v < оо, пошто први члан десне стране ове једначине 
не може бити једнак другом, а први је различит од нуле за све. 
- оо < v < оо, јер функција Г (х+ 1- iv/~) нема полова. 
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д о к а 3 теореме 4.1: 1) На основу Wiener-oвe теореме И3 

оо 

Gэ{у)= f k (у -ч)А (I}fl)dI}-+О, У-НЮ, 
-оо 

при чему је k ('t) Е W (Wiепеr-ово језгро) и А (t)=O (1), следи 

ао 

Ј k. (у-ч) А (qfl) dI) -+ О, у -НЮ, за свако k1 (Т) Е и (-оо, оо). 
-оо 

Специјално можемо изабрати 

2) Из 
k1 ('[")=;(1 ('[")=t3x' (l_e-flТ)Х'-l e-~T. 

оо 

Ј k1 (y-rt) А (Ijf3)dч-+ О , у-+оо 

и 

следи 

А (t)=O(I) 

де' (у) -+ О , У ... оо , 

а одатле на основу леме 4.1 излази 

09' (у) -+ О, У -+ оо 

за свако позитивно "1.' веће или мање од "1., чиме је теорема 4.1 
доказана. 

ГЛАВА V 

Сада ћемо доказати инверзну теорему или такозвану тео
рему Tauber-ове природе за поступак Оэ која гласи: 

ТЕОРЕМА 5.1 Из зБUРЈЬuвосlilи Оэ функције А (х), тј. из 
х 

o~ (х) = x~ Ј (1 - e(t-X) x-ep~-l e(t-x) х-е А (!) dt -+ А, х -+ оо 
о 

и услова конвергенције 

Нт inf min {)\ ('t)-A{t)}> -w(e)-+O, &-+0 (5.1) 
t-+<X> t~т~t+еtЭ 

следи 

3 3БОРКИR Ма1'еыатичr:ог института 
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. Као што је напоменуто у уводу, доказ ове теореме извеш
ћемо у три етапе [7]. 

ТЕОРЕМА 5.2. Из 

O~(x)=O(1), x~oo 

и услова ' 

{А ('t)-A(t)} > -т, ос (Т)-лос(t) (5.2) 

(који је садржан у услову (5.1», где је 

ос (t)= ett-e и),> 1 

следи 

А (t)=O(1), t~oo. 

у сврху доказа ове теореме увешhемо функцију А * (х) дефи
нисану са 

А*(х)= тах {-А (t)}. 
O~~X 

Из конструкције ове функције видимо: 

(а) А * (х) не опада, 
(б) А*(х);>:-А(х), 

(в) А * (х) ј е н а ј м а њ а неопадајућа функција која задово
љава услов (б), тј. која је;>: - А (х). 

3адокзз теореме 5.2 биhе нам потребне следеhе леме: . 

ЛЕМА 5.1. Из 'услова (5.2) следи 

А (У)-А (x»-m-m1 (yt-e_ xl-e), за свако у;>:х;>:О, 

гд~ јеfll1 .... m/l0gл. 

ЛЕМА 5.2. постоји број М> о такав да је 

А (х) <1 ~(1-e-1»)( А* (х)+М. 
(1-е-1»)( 

ЛЕМА 5.3. постоји број 0<8 < 1 и број С >0 такви да је 

-А(х)<8А*(х)+С, за све х;>:хо • 

д о к а 3 леме 5.1: Означиhемо са ~ (t) инверзну функцију 
функције а. (1), тј. 

1 

~(t)=(logt)l-e. 
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Ставимо ли t-fЗ(Х) и 't'z=~(ь), онда, будуhq да су а:Џ) и~(t) 
монотоно растуЬе функције, услов (5.2) можемо написати у. облику 

Мiп {А (~(ь»-A (~(x») >-т. 
х~~~лх 

Нека је у> х неки број такав да је 

Лn х<у<Лn+ 1 х. 

Према неједначини (5.2') имамо 

А {~(Ax)}-A {~(x)} >-т 

А {~(л2х)}-А {~(лх)} >-т 

А {~(лn х)}-А {~(лn-1 х)} > - т, 

А {~(y)} -А {~(лn х)} > - т, 

одакле сабирањем добивамо 

А {~(y)}-A {~(x)} >-т-тn. 

Пошто је на основу (5.3) 

1 у 
-n>---log-

log л х 
то j~ 

А {~(y)}-A {~(х)}>-m-ml1оgL, где је т1 =т/lоgЛ. 
х 

(5.2') 

(5.3) 

Ако у овој последњој неједначини место fЗ (у) напишемо У. а место 
13 (х) напишемо х, добиhемо 

А (у)-А (х) > - т - 1П1 1оg а (у) .,. . а: (х) 

=- -т-т! (уН~_хt-е), за свако у>х>О, (5.4) 

чиме је лема 2.1 доказана. 

д о к а з леме 5.2: Пођимо од израза 
х 

а: (х) = х Ј (1 - e(t-X) х-6УС.-l e(t-x) х-е А (1) dt = 
хе 

о 

x-хЭ х 

= Х I + х f =- Ј1 +Ј2 • 
О x-хЭ 

(5.5) 
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у инtегра.ilУ Ј1 минорираhемо А (1) помоhу А* (t), Тј. са А (t) >
-A*(t), а у ИН1егра.лу J i минорираћемО А (t) помоћу неједйачине 
(5.4). Пошто смо узели да је А (0)=0, то је А * (t) > О, па је 

х-х& . 

Ј1 = )t f (1 - е(l-х) х- 6)')(-1 e(I-Х)С& А (t) ~~ > 
о 

х-х9 

> -1' f (1 - e(l-x)x-6))t-l e(l-x)~-6 А*(ђ ~~> 
о 

Q 

> - А * (х - х9){(1 - е-хl -9Ј'Х - (1 - е-1)'Х} > 
>-А*(х-х9) {1-(1-е-1)'Х}. (5.6) 

Сада ћемо минорирати интеграл Ј2 • Пошто је у њему 
t > х - х6, то је према (5.4) 

па је 

А (ђ > А (х - ~e)-m-ml {t1-e_(x - хе)l-е}, 

х 

Ј2 > {А (х - xe)-m})tf (l_е(l-х)х-е)')(-1 е (t-X)x-e dt -
хе 

х 

- m
1

1' Ј (1- e(I-Х)ге)'Х-l е (I-Х) х-е {tl-e -(x-xe)l-e} dt . 
хе 

x-хэ 

Посматрајмо најпре интеграл 

х 

Ј = !(1_e<t-Х)С6)')(-lе (I-Х)х-е {tl-&- (х --' xe)l-e} dl 
хе 

х-хе 

који, заменом х-& (t-x)= -~. посrаје 

I 

Ј = Ј (1-е-~)')(...,.lе-Ч(х -xee)l-e -(х-хе) .-е} dt . 
х& 

о 

ц , ; i 



о Једном поступку збнрљивости дивергентиих редова 37 

Пошто је 

(х-х6 ~P-6 - (х-х6)1-6 -х 1-6 {(1 - х6-1 ~)'-6 _(I_x 6- 1)1-6} = 

то је 

= х l-6 О (х 6-1) = 0(1) 

1 

Ј=О(I) Ј (l-e-~)X-1e-~d~ = 0(1), тј. О<Ј<, М1 • 
о 

Према томе је 

Jz> (l-e-1)XA (х - х6)-М., 

где је М2 =m (1-е-1)Х +m1 М1 • 

На основу (5.5), (5.6) и (5.7) добивамо 

(5.7) 

O~(x) > - {1- (1-e-1)X} А * (х-х6) +(I-e-1). А (х-х6)-М •. 

Како је према претпоставци I О:(х) I ~M8' то је 

Ma >-{1-(l-е-1)Х}А*(х-х6)+(l-е-1)Х А (х-х6)-М., 

а одатле је 

1-(l-e-1)X 
А (х-х 6) < А*(х - х6)+М •• 

(l-е-1)Х 

где је 

Ако место х - х6 напишемо х, добивамо 

А(х)< 1-(1-e-
1)X А*(х)+М 

(1 _ е-1)Х ,4' 

чиме је лема 5.2 доказана. 

Д о к а з леме 5.3: Нека је О < У < 1. Ставимо 

х 

O~(x)==" Ј (1_e<t-Х)г6)Х-' е(f-х)г6 А (/) dt = 
х6 

О 

х-ух6 х 

="1 +)(1 =К1 +К:!,. 
о x-y~ 

(5.8) 

(5.9) 
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Интеграл К1 мајорираhемо помоhу неједначине (5.4), а интеграл К2 
помоhу неједначине (5.8). Како је у интегралу К1 О ~ t < х
- у х& < Х, то је према (5.4) 

па је 
А (t) < А (х)+m+m• (х 1-е - t1- e), 

х-ухе 

К1 < {А (х)+m} х Ј (1- e(t-X)X-e)'lt-l e(t-x)x-e dt + 
х& 

о 

х-ух9 

+m
1 
')(.Ј(I- e(t-х)х-е}Х-lе(t-Х)Х-~(хl"':е_tl-'е)dt. 

хе 
о 

Последњи ннтеграЈI на десној страни ове неједначине, заменом 
х-е (t - х)= -~, постаје 

х1-О 

К = f (l-e-~)'X.-1 e-~ {х 1-(Ј-(х-хе ~)l-e} de. 

у 

Како је 

x1- Q"":'(x-xe е)l-е = х1-е {1-(I-xe- 1 ~)H)} = х1 - е О (хе- 1 Ю = ~ 0(1), 

то је 
x l - e 

К=О(I) f (l-е-ђ'Х.-l e-~~d~=О(l), тј. О<К<"М&. 
У 

Према томе је 

К1 < {А (х)+m} {(1 - e-х1-е)'Х._(I-е-У)'Х.}+м5 • (5.10) 

На основу неједначине (5.8) следи 

х . 

кз < 1-(I-е-
1 )'Х. xJ(I_e't-Х)Х-еј'Х.-l е<t-хх-еА *(f)df + 

(l-е-1 )'Х. хе . 
х-ухе 

х 

+М 'х. Ј (l_e(t-X)X-e))(-l е(t-Х) х-е df <: 
4 х6 """ 
х-ухе 

х 
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(5.11) 

где је Ма=М4 (1 - е-У)к. 

Како је по претпоставци I ае (х) I < МЗ, то је на основу (5.9), 
(5.10) и (5.11) . 

- М. < a~ (х) < {А (х) + т} {(1- е.-х1-Э )" - (1 - е-У)"} + 

+(1 - e-У )"{1-(I-е-1)"}А*(Х)+М5+Мв , 
l-е-! 

тј. 

- А х А* х +m+ (Ј-е-
У )" 1-(I-е-l)" 

()< l-е-1 (1-е-х1-Э)"-(1-е-У)" () 

Како је 1 - е-У < 1 - е-1 , а пошто х можемо узети довољно велико, 
рецимо х > хо , то је онда и 

1-(1-e-1)" 
---'1 "') ---< 1, за све х> хо • 
(1 - е-Х -., " - (1 - е-У)" 

Последњи члан ове неједначине мањн је од позитивне константе 
М7 за све х > хо . Према томе добивамо 

-А (х) <8А*(х)+М" 0<8<1, за све х>хо' (5.12) 

чиме је лема 5.3 доказана. 

д о к а з теореме 5.2: Најпре ћемо доказати да је функција 
А* (х) ограничена. На основу њезине особине (б), тј. да· је она 
најмања неопадајуhа функција која је > -А (х) и на основу· (5.12) 
добивамо 

одакле излази 

тј. 

А* (х) < 8 А* (х)+М7 , за све х> хо, 

А* (х) < ~ =МЗ , за све х> хо , 
1-8 

А*(х)-О (1), X~ оо. 

(5.13) 
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ИЗ - А(х)< А*(х) и нејмнаЧJ<lliе (5.13) с~еди 

А(х»-Мв , за све х>хо , 

а на основу неједначина (5.8) и (5.13) следи 

. . 1 - (1 -'- e-1)x 
А (х) < МВ +М4 =Ме • 

(1-е-1 )Х 

Из (5.14) и Џ>.15) закључујемо да је 

4 (х) "'" о (1), х-+оо, 

чиме је теорема 5.2 доказана. 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

В) у теореми 5.2 резоновали смо на језгру које није Wiener
ово и доказал.и смо да је А (х) = О (1), х -+ ОО. При доказивању 
теореме 5.1 користиhемо лему 4.1 која тврди да из 

a~(x)-+A,x ... oo и A(x)-ОСl),х-+оо 

следи 

+00 
д~(x) .. Ј k (х- t) А (tb) dt-+ А, х 'H~ (5.17) 

-оо 

"-
где је k (х - t) једно Wiener,oi3o језгро дефинисано са: 

k (х-ђ = ' "'=::: ""'" { 
Ьх {1-е-Ь (x-t» "1..-1 е-Ь (х-О за О ~ t -- х 

. О, иначе 

и Ь=(1-О)-l. 

Из (5.17) на основу Wiепеr-ове теореме следи 

+00 +00 

Jk1 (X-t)А(iЬ)di-+А !k1 (t)df, х-но 
-оо -оо 

З,а cl}a~y функцију'k1 :(t) Е и ( - ОО, + оо). Према томе можемо за 
k 1 (t) изабрати специјалну функцију из класе Ll дефинисану на 
следеhи начин: 

k
1 

(t) = { 1; за О < 1< Е 
О, иначе, ", 

па ј@ 

+ф х 8 

Ј k1 (х - t) А (tb) dt= Ј А (tb) dt -+ А Ј dt= АЕ, х -+ ();) 

-ф ~8 6 
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тј. 

х 

~ f А (fb) df-+A, х-+ оо, 
'%-8 

или што је исто, 

х+е + f А (tb) df -+ А, х -+ оо • 
х 

С) Д о к а з теореме 5.1. ИЗ 
Х+8 + Ј А (tb) df -+ А, х -+ оо 
х 

и услова конвергенције (5.1) 

lim inf тјп {А (v) -А (и)} ;> -(1)(Е') -+0, Е' -+0 (5.18) 
и-+оо ,i";VO;;;;U+8'UЭ 

следи тврђење ове теореме тј. следи 

А (х) -+ А, х -+ оо • 

Да бисмо то доказали, пре свега треба да видимо како глаСИ 
услов конвергенције за функцију А (fb). Тврдимо да је за њу раз
мак конвергенције (tb, (t+E)b). ИЗ 

видимо да можемо учинити да бу де 

( t + Е)Ь < tb + Е' tb - 1 

ако само Е изаберемо довољно мало. Ставимо ли t b = и, онда 
горња неједначина добива облик 

и+Е)Ь < и t Е'иЭ• 

Дакле, размак ЏЬ, Џ+Е)Ь) садржан је у размаку (и, Џ+Е'иЭ), па је 

тјп {А (1:Ь)-А иЬ));> тјп {А (v)- А (и)}= W (е', и) = W (е', tb). 
t..;r..;t+e U";VO;;;;и+s'uЭ 

С обзиром на услов (5.18) имамо 

Нт inf W (е', tb);> -W (Е')-+О, Е-+О 
t-+oo 

аер е' -+ О, кад е -+ О), а то значи да је 

W (8', fb) > - w (8') + О (1) , 
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па је 

тiп {А ('СЬ) - А (tb)} > - w (е')+О (1). (5.19) 
t';;;T.;;;t+e 

Ставимо 
х+е 

~ I А (cb)d't-ae (х) 
х 

и образујмо разлику 
X~8 

ае (х)-А (хЬ)= ~ ј {А ('cb)-А (xb)}dt'. 

х 

На основу (5.19) имамо 

х+е 

(је (X)-A(xь»~j mir. {А (t'b)-A (хЬ)} dt'>- w(e')+o(I), 
Е х,;;;т.;;;х+е 

па је 
х 

А (хь) <: Нт sup бе (х)+ W (е') <: 
<: A+W{B'). 

Како, с обзиром на (5.18), w (е') ... О, е .... О, то је 

Нт sup А (хь) <: А • 
х .... оо 

Посматрајмо сада разлику 

х+е 

бв (х)-А «х+е)Ь)= 2- ( {А (t'b)-A «х+ е)Ь)} dc 
е . . 
х 

Како је 

тах {А (t'b)-A «х+е)Ь)} <: w (6')+0 (1), 
х,;;;т.;;;х+в 

то је 

х 

а одавде је . . 

А «Х+6)Ь) >бе (x)-w (е')+о (1), 
па је 

Нт infA «х+е)Ь» Нт iпfба(х)-w(е')=А-w(е'). 
х .... оо x .... ~ 

(5.20) 
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Пошто W (Е') -+ О, Е -+ О, то је 

Нт inf А (хЬ) > А. 
"-+00 

На основу (5.20) и (5.21) следи 

А (xb)-+А, х-+оо, 

тј. 
А(х)-+А, х-+оо, 

чиме је теорема 5.1 доказана., 

г л а в а VI 

(5.21) 

10. Свакој функцији t (х), интеграбилној у размаку 0:< х :< 21t, 
можемо придружити један Fqurier-ов ред 

а оо t (х),..., -Е.. + L (а\l COS v х + bv sin vx). 
2 \1=1 

Непрекидност функције t (х) у тачки х = хо није довољна за 
конвергенцију овог реда у тој тачки, већ су за то потребни 
извесни суплементарни услови који намећу прилично ограничење 
посматраној функцији. 

20 У вези с тим намеће се питање, постоје ли поступци 
збирљивости који могу успешно сумирати Fourier-ове редове, 
јасно, постављајуhи функцији t (х) мање ограничење него што се 
то захтева у случају обичне конвергенције. 

Такве природе је Fejer-ова теорема, која казује да је Fouri
er-OB ред функције t (х) збирљив (С, 1) ка суми 

1 
-{t(x + О) + f(х - О)} 
2 

за свако х за које овај израз има смисла. Специјално, Fourier-ов 
ред функције f(х) је збирљив (С, 1) ка суми f(х) у свакој тачки 
х у којој је функција t (х) непрекидна. 

Н а r d у и L i tt 1 е w о о d [6] су доказали: Ако је 

i<xo+h)~t(Xo)=o( 11)' ћ-+~O, 
log ---
о Ihl 

(6.1) 

онда је Fourier-ов ред функције t (х) збирљив В У тачки хо ка 
суми t (хо), тј. 
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где је 

у слов (6.1) захтева од функције више него непрекидност у 
тачки Хо'* 

М о r g а п [12} је доказао једну општију теорему, Полазеhи 
од претпосгавке 

КОЈа Је општија од претпоставке (6.1), а где позитивна функција 
ср (х) за велике вредности од х задовољава извесне суплементарне 
услове, он је доказао да је 

S(u;xo)=J.. ao + ~ (avcosvxo+bvsinvxo) 
2 џ";;;и 

збирљиво Ve ка суми f (хо)' тј. да jt 

S (и; Xo)-t f (Х,,) (Ve), и -+ оо • 

30. Може се извршити једна природна генерализација обичних 
Fоuriеr-ових редова и такви редови зову се генералисани Fourier
ови редови. Теорија ових редова много се разли~ује од теорије 
обичних Fоuriеr-ових редова. 

Нека је D /ieKa коначна област т - димензионалног Еукли
довог простора, 'а D граница те области. Са о* означимо затво
рену област, тј. 0*=0+[;. 

Посматрајмо диференцијални задатак са граничним условом 

ДU+лU=О 'у О 

И=О на Ђ. (6.2) 

Означимо са Л\, Л:, Ла"" сопствене вредности проблема (6.2), 
а са Ф1 (р), Ф3 (р), Фs (р), . •. одговарајуЬе сопствене функције. 
He~a је функција f (П)интеграбилна у области DФ и нека Р Е D. 
Ставимо 

аџ= Ј f(l1) фv (П) d VN, 

D* 

* м о о r е (11) је ДOKa~ao да постоје непрекидне ФУIJкције чи јн fоurlеr-ови 
редови нису збнрљиви В У неким тачкама. 
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Ј У ау коефицијенти генералисаног Fourier-овог реда по соп
{'ним функцијама Ф. (Р), аташираног функцији f (П) у тачки 

П=Р, тј. 

1 (Р) r-J ~ а• фу (Р). (6.3) 

40. На проблеме збирљивости генералисаних Fоuriеr-ових редова 

примењени су до сада Riesz-ов и o~ - поступак. Применом Riesz
овог поступка бавили су се Bochner [3], Minaksbisundaram 
[10], Л е в и l' а н [9] и А v а d 11 а п i [1], а применОм o~ поступка 
В. Г. Авакумовиh [2]. 

Ако је f (П) апсолутно интеграбилна функци}а у области D, а 
равна нули на јј, S. Minakshisundaram [10] је доказао да је у сва
кој тачки, где је 1 (П) непрекидно, Fourier-ов ред f (Р) '"'" ~ а. Ф. (Р) 
збирљив (R, л., k), само ако је k> 8/2' 

Ако је 12 (П) интеграбилна функција у области D*, Л е в и т а н 
[9] и А v а d h а п i (1] су показали да исто важи за k> 1/2, док за 
0< k < 1/2 збнрљивост (R, А, k) реда ~ а• Фv(Р), као што је познато, 
није локална особина функције 1 (П). 
50. Нека t (П) € L% (D*), Р Е О, k > О. Riesz-ову средину реда k 
развитка (6.3) означимо са 

CJk(P;X)= ~ 1- ~ а. Ф.(Р), 1 (А )k 
r(k+l»).v;;a;x х 

(6.4) 

а Riesz-ову средину развитка у обични т-струки Fourier-ов инте
грал функције, равне t (П) за П Е D*, а нули иначе, означимо са 

х 

Gk(P;X)= l--ldt {а*(Р;Vt)}, * 1 Ј( t k -

r(k + 1) х 1 
(6.5) 

о 

где је 

Ј 
1 t~/4 -

a*(P;Vt)= t(п) - --ЈmI2 (гVt)dVп. (2 1t )",/2 г",/2 
D* 

Са г смо означили растојање тачака Р и П, а са Јр (х) Bessel-ову 
функцију реда р. Означимо са 8 произвољан позитиван број, а са 
Ов множину тачака области D чије отстојање од УЈ није мање 
од е. Левитан [9] је доказао следеhу теорему: 

Нека је k*='(m-l)/2, k>k*, k=i+'OI>O цео број, 
0< б < 1, Постоји константа С=Се таква, да ако Р Е Ое , онда за 
Х -+ оо важе следеhе процене: 

1) Ако је l>k*+I, онда је lak(P;x)-аZ(Р;х)l< C~; (6.6) 

"Х 
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2) Ако јеl < k*, онда је I O'k (Р; х) - а; (Р; х) 1< Се ;;~ (б.7) 
X(k- "*)/2 , 

3) Ако је k* < 1<. k*+ 1, онда је I 0k СР; х) - а; (Р; х) ~ -.f~. (б.8) 
х&l2 

Из проu.ена(б.6), (6.7),' (б.8) иједне Восhпеr·ове теореме [3] следи: 
Ако t (П) Е L2 (D*), онда је развитак функције f (п) по сопственим 
функцијама' диференцијалног задатка са граничним. условом (6.2) 
збирљив Riеsz-овим срединама реда веЬег од (т - 1)/2 ка СУN!И 
t (Р) У свакој у~утращњој тачки Р области D* у којој је функција 
f (П) непрекидна. Дакле, под овим уСловима збирљивост Riеsz-овим 
срединама зависи 'од локалних особина функције t (П). ' 

Сада се поставља питање за које вредности 6 и х, О~-Збир
љивост реда ~ av Фу (Р) зависи само од локалних особина функције 
t (П). О томе говори теорема V. о. А v а k u m о v i са [2] која је један 
аналогон теореме Hardy-Littlewood-a [6Ј о В-збирљивости обичних 
Fоuriеr-ових редова. Да бисмо је краЬе формулисали, означимо 

са D једну дводимензионалну област, са D њезин руб, а са D* = D + D 
затворену област. Минимално отстојање тачке Р од рубаD ОЗН8-
чимо са lр. Нека је 

2n 

g (г)= - {f (г, ср) - t (О,О)} d ср, 1 f . 
2", 

о 

где су г и ср поларне координате тачке П, а пол је у тачку Р, тј. 
t (Р)= t (0,0). Даље нека је 

р 

а (t)= 'УТ f g (г)Ј. (гуТ) dr, О < Р ~ Iр • 
о 

Та теорема гласи: Претпоставке: (i) Нека је функција t (п) апсолутно 
, 1 

интеграбилна у области D*. (Н) Нека је 1/2< е < 1 и х> 3/4 1) _ 1/2 . 
Тврђење: Да би ~ ау Фу (Р) било збирљиво поступком о: ка суми 
t (Р), потребно је и довољно да а (!) буде збирљиво поступком 

о: ка суми нула (локални услов у тачки П = Р). 

60. Напишимо израз (6.4) у облику интеграла 

х 

О'н (Р; х) = 1 f (1 - ..!.)k d, ( :L av Фу (Р)} (6.9) 
r(k+ 1) 'х l.v~ t 

о 
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и образујмо разлику; ИЗ16еђу (6;9). и (6.5) 

х 

Ok(PjX)-оZ(Р;х)= 1 Ј(l- ~)kdt{A(Pjvt)}=tJk(X) (6.10) 
. Г~+l) Х 

где је 

о 

A(P;Vi} = L ауФу(Р)-О*(Рј VТ)· 
Лу~t 

Посматрајмо специјалан случај т = 2. тј. k* = 1/2. k = 1 + 
+ о> 1/2. Са тако дефинисаним k процена (6.7) узима овакав 
облик: Ако је 1 < 1/2, тј. 1 - О, 1/2 < о < 1 (јер је k=O + 8> 1/2), 
онда је 

Ok(x)=al>(X)=O( 1 11 )=o(x-H(I>-1-)_e~) (6.11) 
x 2 (I>-з) 

за свако е > О. 
На основу (6.11), леме 2.1 и теореме 2.1 можемо доhи до 

закључка о o~ - збирљивости реда L ау фу (Р). На овај начин, 
под специјалном претпоставком да f (П) Е U- (D*), а у случају 
кад је 3/4 < G < 1, долазимо до следеhег пооштрења теореме 
В. Г. А в а к у м о в и h а [2]. 

ТЕОРЕМА 6.1. Претпоставке: (ј) f(П) Е L2 (D*), (Н) 3/4 < G < 1 
и ')(.> 1. 

Тврђење: Да би ред LауФу(Р) био збирљив o~ ка суми '(Р), 
fiОlIiребно је и довољно да ~ (t) буде збирљиво о: ка суми нула. 

Доказ: Из (6.11) на основу леме 2.1 следи 

(6.12) 

На (6.12) применимо сада теорему 2.1 која у овом случају 
гласи: Из 

01 (х) = о (Х - (l-е» 

следи 

O~(x)=o(l), Х-+ОО, за свако ')(.>1. (6.13) 
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Према томе И3 (6.12) следиhе тврђење (6.13), ако 'је 

~ (0- ~) - е = 1 - е. 
2 2 . 

Како је 1/2 < 0< 1, а е можемо учинити произвољно малим, 
то је 3/4 < е < 1 и за те е важи (6.13), тј. 

х 

[ <1- e<t"-Х)Х-Э)'Х.dt { ~, ауфу(Р)-а*(Р;VТ)} = 
i..v~t 

о 

х 

= ~ (1 _e(J1y- х)х-е}'Х. ау фу (Р) - [, (l_е<t~х)х-Э)'Х. dt{a*(P; Vt)}= 
лу=е;;;х 

о 

=0(1), Х-+-ОО. 

Пошто је у нашем случају m=2, то је 

a*(P;~ђ = ~ [1 (п)vtЈ1 (rvђd Рп. 
2~r 

D* 

ётавимр ли ово у (6.14), добивамо 

~ (1- e(Ay-х)х-е)'Х. ау Фv(Р)= 
Ау'::;; х 

х " 

= f (l_e<t-Х)Х-е}'Х. dt {21", [ f(П) 'ОЈ, Ј1 (г уђ d ~п} +0 (1)= 

о п* 

х 

(6.14) 

= f(l-е<t-Х)Х-е)'Х. 211t dt {( f + Ј) (1 (п) Vf Ј1 (г 'Јђ d ~П)}+О(l) = 

о Кр О*--Кр 

х 

== Ј (1- e(t-x) х-е ј'Х. ;'" dt {Ј 1 (П) 'Ј! Ј 1 (г уђ ~ ~ П} + 
о Кр 

х 

+ f (1- e(t-X) x-е)'Х. 21~ d, { f 1 (П) 'Y~ Ј1 (г 'У!) d ~п} +0 (1) = 

о О*-Кр 

(6.15) 

; ; i 
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где смо са Кр означили круг полупречника р (О < Р < lр) са цен
тром у тачки Р. 

Сада Ьемо проценити интеграле Ј; и Ј;. У сврху лроцене 
интеграла Ј; ставимо 

Н= ~ ff(П) 'Ј/Ј1 (г УЋ d РП = 
21С r 
Кр 

(6.16) 

УВОђењем поларних координата (г, q» са полом у тачки Р, добивамо 

2" Р 2" р1/Т 

Н1 =! (Р) _1_ ј drp {Ј1 (г {ђ d(r vt) = {(Р) ._~ f dq> јЈ1 (и) du. 
2~ . 21С 

О О О О 

На основу познате релације Ј1 (и) = - Јо' (и) имамо 

2" Р 1/7 

H1 =-f(Р) 21л ј dq> Ј Jo'(u)da= 
о О· 

= - {СР) {Јо (р Yt) -Јо (О)} =f(P) +0 (1), (~ оо. (6:17) 

Даље је 

1 J2:f јР __ 
H2=-~ dp {f(г,q»-{(О,О)}VtЈt(гVt)сlг= 

о о 

р 2" 

= У! [Ј1 (rVi) dr _1 f {{(г, q»-f(О, О)} dq>= 
. 27t 
О О 

Р 

=Vt Ј J1 (rvt)g(r)dr=a(t). (6.18) 

о 

Из (6.16), (6.17) и (6.18) излази 

Н= f(P) +0 (1) +а (t). .! (6.19) 

4 Зборник Матеыатичког института 
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Пошто' јеО: . регуларан поступак' збирљивости; 'ас обзиром на 
претпоставку о функцији а (t) и с обзиром на (6.19) добивамо 

J~ =f(P)+o (1), Х-+ ОО. (6.20) 

Сада ћемо проценити интеграл 

х 

Ј; = r (1 - е(t·-~)Х-ЭУ .. _1_ dt { Ј f(П) '(ј Ј 1 (г vt) dP Л} =. 
'. . 21t . Г . 

где је 

О D*-Kp 

х 

= Ј t(п) dFл-1- Ј (1 - e(t-х)гЭ}'Х. dt ({! Ј1 (г Vt)}= 
2тсг 

D*'-'-КрО 

= - Ј f(П)h(Гј х)dFп. 
D*-Kp 

х 

h(r; х)= __ 1_ r (l-еи-х) x-~'X. dtП1t Ј1 (г Vt)}. 
2тсг. 

О 

В. Г. А в а к у м о в и h [2] је доказао да је 

h(r;x) _ о(х ~+(~-Э)'Х.), х-+оо. 

Одавде излази 

h(r;x)=o(l), х-+оо, за све x>{2(20-1)}-1. (6.21) 

Како је 1> {2 (20 - 1)}-1 за свако О> 3/4, то за наше по
сматране вредности од В и х важи (6.21), па је према томе 

(6.22) 

На основу (6.15), (6.20) и (6.22) излази 

L (1- е(Дv-Х)Х-Э)'Х. ау Фv (Р)= t (Р) +0 (1), х -+00, 
" .' . о.. ду;;;;; х 

о'; " - ~ ~~;--___ " 
, ·ч.име j~ T~O~мa ~l::,доказана. 

. . '."1' . '0"" 't ' ... . ~ .. ~. ::~,: 
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Упоређујуhи ову теорему са теоремом В. Г. Авакумовиhа 
[2] видимо да је у њој ')(. мање него што је у теореми В. Г. Ава
кумовиhа, јер је 

3 

4 
1 1 

6-1/2 > , (1/2 < е < 1). 

али она важи само за 3/4<0< 1 уз претпоставку t(П)еL2(D*), 
док споменута теорема В. Г. Авакумовиhа важи за 1/2 < 6 < 1 уз 
општију претпоставку t(П)Е LA (D*). 

(Саоаштено на седници Мат. института 28-XI-56) 
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SUR UN PROCEDE ОЕ SOMMA ТlON DES 
SERIES DIVERGENTES 

par 

М. MARAVIC 

Се travai1 est consacre а l'etude d'un рсосМе de sommation 
(Щ) defini par (0.1) respectivement par (0.2). Се procede. ainsi que 
сеlиј de Valiron, represente ипе suite continue de procedes essen
tiellement differents enfre еих, de sorte qu'a chaque е correspond 
ип autre intervalle de convergence de lа forme (1, 1) == О, 1+8), 
quelque soit lе nombre positif ')(.. Le procede s'applique ауес succes 
аих problemes de sommation des series de Fourier generalisees. 

Entre de nombreuses questions que sou1eve се procede, l'auteur 
s'est Ьоrnе аих questions suivantes: 

Dans 1е premier ochapitre il demontre ип theoreme de nature 
abe1ienne, c'est-a-dire ип theoreme donnant les proprietes limites du 
procede de sommation lorsqu'on соппаlt 1es proprietes correspon
dants de lа fonction. 

Dans lе deuxieme chapitre оп demontre lе Љеосеmе 2.1 dans 
lequel, du fait que 1а mоуеппе de Riesz ak (х) tend vers lа 

уа1еис limite ауес ипе vitesse determinee, оп conc1ut que a~ (х) tend 
vers cette тёmе va1eur limite роис tous 1es ')(. > k, k etant ип entier, 
positif. 

Dans 1е troisieme chapitre est donne ип theoreme ayant trait а 

lа comparaison des sommabilites a~ pour 1es differentes va1eurs de 
х. La demonstration du theoreme est donnee sous ипе supposition spe
сја1е (3.1) qui limite sa generalite. 

Dans lе quatrieme chapitre оп donne lе 1етmе 4.1 permettant de 
conclure que, de А (х) -+ А (a~), х -+ оо, t::n supposant А (1) ~ 0(1), 
А (хЬ)(Ь - (1- 6)-1) est sommable vers А par 1е procede a~ dont 1е 
поуаu est сеlиј de Wiепеr. А l'aide de се lеmmе, s'appuyant sur lе Љео
сете de Wiener, оп demontre lе theoreme d'inclusiol1 4.1, qui еп 
сеаlitе, n'est pas 1е Љеосеmе d'inc1usion proprement dite а cause de 
1 а supposition faite sur 1а fопсtiоп А (t). 

Dans 1е cinquieme chapitre оп а traite Је рсоЫеmе d'inversion 
du procede a~. Оп у demontre que de a~ (х) -+ А х -+ оо et de lа соп
vergence (5.1) suit А (t) -+ А, t -+ оо . 

ЕпНп, dапs lе sixieme cllapitre оп donne ипе аррliсаНоп du 
procede a~ аих problemes de sommation des series de Роисјес 
generalisees. Оп lа trouve зu theoreme 6.1 qui est demontre еп 
appliquant le theoreme 2.1, le lemme 2. 1 et ипе evalaution de Levi
tao (6.7). 
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