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JEDAN ALGORITAM ZA ODREDIVANJE
NAJVECEG ZAJEDNICKOG DELIOCA POLINOMA'

Bo§ko DaMiaNovié

'SAZETAK. U ganku je izlozen i na programskom jeziku BASIC realizovan algoritam
za odredivanje najveéeg zajedniZkog delioca od n polinoma sa celobrojnim koeficijen-
tima, koji je zasnovan ne na definiciji najveceg zajednickog delioca veé na njegovim
svojstvima. ' Navedenim programom NZD od n polinoma odreduje se direktno bez
primene uobicajenih iteracija i deljenja polinoma sa polinomom. Navodi se i primer
koji ilustruje algoritam. |

1 Uvod

Euklidov algoritam za odredivanje najveceg zajednickog delioca (NZD) dva poli-
noma f(x) i g(z), gde stepen polinoma f(z) nije manji od stepena polinoma g(z),
sastoji sastoji u odredivanju sledeceg niza polinoma:

f=a¢-qa+nr,
g=ri-q+ry
rp=r2-93+Tr3,

"m—1=Tm *m+1,

gde je stepg > stepry > --- > step r,,,. Lako je ustanoviti da je sa polinomom r,y,
deljiv svaki polinom navedenog niza polinoma f, g, r1, ... ,rym_1, pa to specijalno
vaZi i za polinome f i y. Na taj naéin polinom r,, je delilac polinoma f i g. Osim
toga i bilo koji drugi polinom koji se od polinoma r,, razlikuje do na konstantni
ginilac takode je delilac polinoma f i g. Isto to vazi i za polinome sa kojim je
rm deljiv. Na taj naéin, NZD dva polinoma je onaj delilac ta dva polinoma koji

'Rad finansiran od Fonda za nauku Republike Srbije preko Matematickog instituta,
projekat 0401A.
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je deljiv svim drugim njihovim zajedni¢kim deliocima i odreden je sa tatnoséu do
konstantnog &inioca. » : o

Bududi da je NZD(f1, fa, f3) = NZD(NZD(f1, f2), f3) to navedena procedura
mozZe biti proSirena na nalaZenje NZD od vise polinoma. Medutim, upotreba Eukli-
dovog algoritma na upravo prikazan naéin u slu¢aju velikog broja polinoma velikog
stepena moze biti prili¢no rogobatan posao. Zato éemo navesti jedan drugi algori-
tam zasnovan ne na definiciji NZD polinoma ve¢ na njegovim svojstvima.

2 Svojstva NZD polinoma

Neka su data dva polinoma:

f(z) = a + ax + 0322 + ... + appz” i
g(z) = b + bz + bsx? + ... + bupprz™

sa celobrojnim koeﬁcijéntima isaony1 #0, bnsa ;&'0 im<n.’
Ako je d(z) jedan od NZD polinoma f(z) i g(z) tada je:

a) d(z) = NZD(k1f(z), k29(2)), = ki, k2€ Z\{0},

b) d(z) = NZD(f(2),9(z) +kf()), k€Z, |

c) Ako je a; =01 b; # 0 tada je d(z) = NZD(g(z), f(z)/z),

d) Akojea; = by = 0tada d(z) sadrzi faktor z, tj. d(z) = z-NZD(f(z)/z, 9(z)/z),
gde je sa Z oznaden skup svih celih brojeva. '

3 Opis metode

Algoritam nalaZenja NZD polinoma f(z) i g(z) biée zasnovan samo na tim svo-
jstvima. Na dati par polinoma f(z) i g(z) primenjivaée se navedena svojstva od
NZD dva polinoma da bi se dobili drugi parovi polinoma koji imaju isti NZD kao i
podetni par. Sistematski primenjujuéi ta svojstva i birajuéi na odgovarajuéi nacin
faktore k, k; i ko dobiéemo niz parova polinoma sa nerastuéim zbirom njihovih ste-
pena (zbog svojstava c) i d)) koji ée zavrsiti parom polinoma (d(z),0) medu kojima
je drugi identicki jednak nuli. Dobijeni, ne identigki jednak nuli polinom d(z) je
trazeni NZD tih polinoma.

Radi lakseg izratunavanja NZD od data dva polinoma f(z) i g(z) predstavlja-
¢emo ih u obliku tabele

_fbobe o b 0 0

a a2 ... QGm4l AGm42 ... Qn41

T

dimenzije 2 x (n + 1) u kojoj prvoj vrsti odgovara polinom niZeg stepena.

Algoritam odredivanja NZD polinoma f i g zapoé&injemo uklanjanjem svih vo-
deéih nul kolona iz tabele T sve dok se ne dobije tabela T} u &ijoj prvoj koloni je
bar jedan element razliéit od nule. Ako su prvih k kolona tabele T, nul-kolone a
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(k + 1)-va kolona to nije, onda je stepen z* faktor od NZD(f(z), g(z)) i ostaje da
se,.prema svojstvu d), odredi NZD od polinoma koji odgovaraju tabeli 7}.

Prema svojstvu ¢) mogu se ukloniti sve vodeée nule u prvoj ili drugoj vrsti
posmatrane tablele T}, ako one tamo postoje, i posti¢i, prema svojstvu a),-da prvi
koeficijenti u njima budu medusobno jednaki. Na primer, tabela :

33210105 6
0 0 4604180

se moze, posle uklanjanja vodeéih nula iz druge vrste, skradivanja njenih el-
emenata sa njihovim NZD i mnoZenjem elemenata prve vrste sa 2 a druge sa 3,
zameniti sa tabelom
6 2 0 2 10 12
6 6 27 0 0 90

4
0

OO

- Na taj nacm, pomodu svojstava a) i ¢) moZemo postiéi da sve vrste nove tabele '
T poclmu istim elementom.- NZD(f(z), g(z) biée sada jednak proizvodu stepena z*
i NZD polinoma predstavljemh tabelom T5. U slu¢aju da je polinom koji odgovara.
‘dragoj vrsti dobijene tabele manjeg stepena od polmoma pridruZenog prvoj vrsti
te tabele izvrSice se zamena vrsta u tabeli. Na taj natin e se postiéi da prvoj vrsti
svake sledede tabele odgovara polinom manjeg stepena. » _

Svojstvo b) se sada moze upotrebiti da bi se prvi &lan u drugoj vrsti dobijene
tabele promenio u nulu. Potrebno je samo drugu vrstu zameniti razlikom prve i

" druge vrste. Pomodu svojstva ¢) moZemo ponovo ukloniti sve vodeée nule u drugoj
vrsti novodobijene tabele, ako te nule tamo postoje a zatim pomoéu svostva a)
postiéi da prvi koeficijenti u vrstama budu medusobno jednaki. Ovi postupci ée
se ponavljati sve dok druga vrsta ne bude sadrZavala samo nule. Na taj naéin,
NZD(f(z),9(z)) biée jednak proizvodu stepena z* i polinoma koji odgovara ne
nula vrsti dobijene tabele.

Koriséenjem é&injenice da je NZD( f1, f2, fa) = NZD(NZD(f1, f2), f3) dobili bi
iterativan algoritam za nalazenje NZD skupa od s polinoma fi, fo, ... ,f;. Medutim,
mnogo efikasniji algoritam moZe se dobiti radei sli¢no razmotrenom algoritmu za
NZD dva polinoma. Umesto uzastopnih iteracija odredivanja NZD od dva polinoma
moZe se raditi istovremeno sa celim skupom od s polinoma predstavljenih u tabeli
sa s vrsta.

4 Ilustracija algoritma

Neka su dati polinomi

nz) = 22 + 523 — 5zt -~ 25,
pAz) = =z — 322 + 322 - 2%
pa(z) = z - 24
pa(z) = z - z%
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Odredimo najvedi zajednicki delilac ovih polinoma.
Oznatimo sa dr(z) traZeni NZD i pridruzimo datim polinomima p;, ps, p3 i ps
tabelu ' ' ‘ '

00 1 5 -5 -1}
ro|01 =338 -1 0
01 0 0 -1 0
01-10 20 0

dimenzije 4 x 6 sastavljenu od njihovih koeficijenata. Prema svojstvu d) imali bi da
je dr(z) = = - dr, (), gde je dr, NZD od polinoma koji odgovaraju tabeli:

1 =10 0 0
1 33 -1 0
=11 % o -1 o

0.1 5 -5 -1

dobijenoj iz tabele T prvo liklanj anjem nul kolona, a zatim zamenom prveiposlednje

vrste kako bi polinom najmanjeg stepena odgovarao prvoj vrsti tabele T. Prema
svojstvu ¢) moZemo, ne menjajuéi dr,(z), polinom koji odgovara Eetvrtoj vrsti
tabele podeliti sa z, buduéi da sa z nisu deljivi ostali polinomi koji odgovaraju toj
tabeli te z nije faktor u NZD dr, (z), i na taj naéin dobiti tabelu

1 -1 0 0
1 -3 3 -1
=1y o o -1

1 5 -5 -1

u kojoj su poslednje dve nul kolone izostavljene. Prema svojstvu b) moZemo, ne
menjajuéi dr,(z), postili da svi elementi prve kolone tabele T3, pocevsi od druge
vrste budu jednaki nuli i tako doéi do tabele

1 -1 0 0
0 -2 3 -1
L=lg 1 0o -1
0 6 -5 —1

a od nje, prema svojstvu c) i uklanjanjem poslednje nul kolone, do tabele

1 -1 0
-2 3
L=y o
6 -5 —1

Odavde se pomoéu svojstava a) i b) dolazi do tabele
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-1 0
1 -1
1 -1
1 -1

, 1
T = g
0

Koriséenjem svojstva c) i izostavljanjem poslednje nul kolone, sada se odmah
dobija tabela ’

1 -1
_fr -1
=11 1

1 -1
odnosno, prema svojstva &) i uklanjanjem poslednjih nul vista—tabela
Tr=|1 -1

kojoj odgovata Samo Jedan pohnom dr, (::) =1-z.

Na taj na¢in NZD datih polinoma j je Dp(z) =z -dp,(z) = z(1 - :c) -z - z2,

5 Programska realizacija -

Na osnovu svega refenog sada moZemo napisati program kojim ée se odrediti NZD
zadatih polinoma.

10  REM NZD POLINDMA

20  INPUT "BROJ POLINOMA N=*;N

30  INPUT "NAJVECI STEPEN OD
SVIH POLINOMA Q=";Q

40  LET M=Q+1

50 DIM A(N,M) : DIM S(N)

60 FOR I=1 TO N

70  INPUT “STEPEN POLIROMA P*

. (I);"=";8(I)

80 IF M>S(I) THEN LET M=S(I):

LET W=I

90  PRINT "P»;I;"=";

100 FOR J=1 TO S(I)+1

110 INPUT "A(";(1);",";(3-1);
")="3;A(L,J)

120 IF A(I,J)=0 THEN GO TO 150

130 IF A(I,J)>0 THEN PRINT "+";

140 PRINT A(I,Jd);"X"";J-1

150 NEXT 3J
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160
170
180
190
200
210
220
230

240
250

260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390

400

410
420
430

440

450
460

470

480
490
500
510
520
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PRINT

NEXT I ..
IF U=1 THER GO TO 210
GO SUB 680 '
GO SUB 1070

LET J=1

“FOR I=1 TO N

IF A(J,I)=0 THEN NEXT I:

LET J=J+1;

GO TO 220

LET K=J-1 o

IF K=0 THEN LET X=O0: ,
GO TD 280

GO SUB 1400

LET X=Q+1 -

GO SUB 560

GO SUB 400

GO SUB 1170

LET I=2 .

GO SUB 1260 _

IF Y=Q+1 THEN GO SUB 79

LET I=I+1 :

IF I<=N THEN GO TO 320

GO SUB 1070

IF N<>1 THEX GO TO 270

GO SUB 880

STOP

REM BROJ NULA KOJINM
ZAVRSAVA PRVA VRSTA

LET T=0

FOR J=Q+1 TO 1 STEP -1

IF A(I,J)<>0 THEN GO TD 460

LET T=T+1

NEXT J

RETURN

REM UKLANJANJE VODECIH
NUL KOLONA

FOR R=P TO Q+1

LET A(I,R-P+1)=A(I,R)/F

NEXT R

FOR R=Q-P+3 TO Q+1

LET A(I,R)=0
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530
540
550

560

570
580
590

600
610
620
630

.640

-650

' 660

670
680

690
700
710
720
730
740
750
760
770
780

790
800
810
820
' 830
840
850
860
870
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NEXT R

LET S(I)=S(I)-P+1

RETURN &= = -

REM KQLONA PRVOG NE NULA
BELEMENTA U SVAKOJ VASTI
FOR I=1 TO N
LET P=1
IF A(I,P)=0 THEN LET P=P+1
GO TO 590
GO SUB 1500 '

" IF PsF=1 THEN GO TO 660
"GO SUB 470 o

IF P=1 -THEN GO TO 660
IF M>S(I) THENLET M=S(I):
' LET ¥=1

-IF X>P~1 THEN LET X=P-1

NEXT I -
RETURN

REM POLINOM BAJNIZEG STEPENA
' U PRVU VRSTU

FOR J=1 TO Q+1

LET T=A(I,JD)

LET A(1,3)=A(W,J)

LET A(W,J)=T

NEXT J

LET T=S(1)

LET S(1)=S(¥)

LET S(W)=T

LET W=1

RETURN

REM URLANJANJE NUL POLINOMA
FOR G=I TO N~-1

FOR H=1 TO Q+1

LET A(G,H)=A(G+1,H)

NEXT H

NEXT G

LET I=I-1

LET N=N~1

RETURN
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880
890
900
910
920
930

940

950
960
970

980
990
1000

1010
1020

1030
1040
1050

1060

1070
1080
1090
1100
1110

1120
1130
1140
1150
1160

1170

1180
1190
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REM STAMPANJE NZD POLINOMA
PRINT * "NZD=";
FOR J=1 TO M+1
IF A(I,J)=0 THEN GO TO 990
IF A(I,J)>0 THEN PRINT "+";
IF ACI,J)=1 AND K+J-1<>0
THEN GO TO 970
IF A(I,J)=-1 AND K+J-1<>0
THEN PRINT "-";:

GO TO 970
PRINT A(I,J);
IF K+J-1=0 THEN GO TO 990
IF K+J-1=1 THEN PRINT "X";:

GO TO 990

PRINT "X~";K+J-1;
NEXT J
RETURN

REM NZD DVA BROJA

IF F=0 THEN LET F=E:

. GO TO 1060

LET D=INT (E/F)

LET Z=E-DsF

IF Z<>0 THEN LET E=F:
LET F=Z:
G0 TO 1030

RETURN

REM MEDJUREZULTAT

PRINT

FOR G=1 TO N

FOR H=1 TO Q+1

IF A(G,H)>=0 THEN
PRINT " *;

PRINT A(G,H);" *;

NEXT H

PRINT

NEXT G

RETURN

REM TABELA BEZ POSLEDNJIH
NUL KOLONA

IF X<>T THEN LET X=T

LET Q=Q-X
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1200 IF X=0 THEN GO TO 1220
1210 GO SUB 1070 _
1220 IF W=1 THEK GO TO 1250
1230 GO SUB 680 -
1240 GO SUB 1070 '
1250 RETURN

1260 REM ANULIRANJE DELA PRVE
KOLONE POCEV OD VRSTE 2

1270 LET B=A(1,1)

1280 LET C=A(1,1)

1290 LET E= ABS (B)

1300 LET F= ABS (C)

1310 .GO SUB 1010

1320 LET Y=0

1330 FOR J=1 TO Q+1

1340 LET U=A(I,J])*B

- 1350 LET V=A(I,J)*C

1360 LET A(I,J)=(U-V)/F

1370 IF A(I,J)=0 THEN LET Y=Y+1

1380 NEXT J -

1390 RETURN

1400 REM TABELA BEZ
VODECIH NUL KOLONA
1410 LET P=K+1
1420 FOR I=1 TO N
1430 GO SUB 1500
1440 GO SUB 470
1450 NEXT I
1460 LET Q=Q-P+1
1470 LET M=M-P+1
1480 GO SUB 1070
1490 RETURN

1500 REM NZD VRSTE 1

1510 LET F=ABS(A(I,P))

1520 FOR J=P+1 TO Q+1

1530 LET E=ABS (A(I,J)))

1540 IF E<>0 THEN GO SUB 1010
1550 NEXT J

1560 RETURN
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U navedenom programu su najvedi i najmanji stepen od svih stepena s;, i =
1,2,...,n, n datih polinoma p;, i = 1,1,...,n oznaZeni redom sa ¢i m. Redni broj
polinoma stepena m oznaten je sa w. Buduéi da éemo datim polinomima uredenim
po rastuéim stepenima nepoznate pridruziti odgovarajuéu tabelu dimenzije n x (q+
1) njihovih koeficijenata, za koje pretpostavimo da su celi brojevi, to ée u vrsti w
te kolone pocevai od kolone m+2 biti same nule. Broj prvih nul kolona te tabele u
programu je oznacen sa k.

Ako je k# 0 pozvale se potprogram PP-1400 u kojem ée se sa p oznagiti redm
broj prve ne nula kolone a zatim odrediti nova tabela u kojoj neée biti prvih &
uj. p-1 nul kolona stare tabele, a elementi svake vrste biée skradeni sa najveéim
zajednickim deliocem f elemenata te vrste, odredenim u potprogramu PP-1500.
Kako je novodobijena tabela uza za prvih p-1 kolona u odnosu na prethodnu to ée
njenoj najduZoj vrsti odgovarati polinom stepena ¢—(p—1) koji ée se opet oznag&iti
sa ¢ tj. broj kolona nove tabele e biti jednak ¢g—p. Naime, uklanjanju prvih p—1
kolona tabele odgovara deljenje svili polinoma sa zP~!. Iz istog razloga ¢e najnizi.
stepen polinoma koji odgovara novodobijenadj tabeli biti__m-—(p—l).

U potprogramu PP-560 ée se za svako i, i= 1, 2,..., n, pre pomeranja elemenata
vista za odgovarajuéi broj p—1 kolona nalevo, gde Je p broj kolone prvog od nule
razli¢itog elementa u i-toj vrsti, pozivati i potprogram PP-1500 za odredivanje naj-
vedeg zajednickog delioca fsvih elemenata vrste i poéev od njenog prvog razlititog
od.nule elementa a; ,. Potprogram PP-470 se neée pozvati, odnosno pomeranje
elemenata i-te viste se neée vrsiti ako je taj delilac jednak 1 i, u isto vreme, prvi
nenula element i-te vrste u prvoj koloni. U suprotnom sluéaju ée se u potprogramu
‘PP-470 posle pomeranja elemenata i-te vrste za p — 1 kolona nalevo, stepen s;
polinoma koji odgovara i-toj vrsti tabele da smanji za p — 1 i ponovo oznadéi sa s;.
U potprogramu PP-560 odreduje se i prvi najniZi stepen m od svim stepena s;,
it = 1,2,...,n, polinoma koji odgovaraju vrstama posmatrane tabele kao i redni
broj w tog polinoma.

Da bi izragunali koliko u posmatranoj tabeli ima poslednjih uzastopnih nul
kolona koje moZemo ukloniti i tako odgovarajuéu tabelu skratiti, izraunaéemo
potprogramom PP-560 minimalan broj z vode¢ih nula u vrsti medu svim vrstama
tabele 1 potprogramom PP-400 broj ¢ nula kojim zavriava prva vrsta tabele buduéi
da se u njoj nalaze koeficijenti polinoma najniZeg stepena pa ona zavriava sa naj-
veéim brojem ¢ nula. Na taj nacin ako prva vrsta zavrSava nenula elementom,
onda ée t biti jednako nuli. Isto tako je minimalan broj z vodecih nula u vrsti
jednak nuli ako tabela ne poéinje nul kolonom tj. ako je za neko i, i1 =1,2,...,n;
p = 1, gde je p redni broj prve kolone tabele sa ne nula elementom u i-toj vrsti. U
suprotnom sluéaju znamo samo da z nije veée od broja kolona ¢ + 1 posmatrane
tabele. Da biiu tom slu¢aju odredili minimalan broj z pogetnih nula, izraturiaéemo
u potprogramu PP-560 za svaku vrstu i, broj p — 1 njenih vodeéih nula i na kraju
za z uzeti minimalnu vrednost izmedu svih izratunatih vrednosti za p — 1. Buduéi
da ée se visestrukim pozivanjem potprograma PP-470 ukloniti vodeée nule iz svake
viste tabele i na njihova mesta upisati redom ostali elementi te vrste, (podeljeni
sa najveéim zajednikim deliocem f elemenata te vrste, odredenim u potprogramu
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PP-1500), a na ranija mesta tih nenula elemenata upisade se nule, to ée se broj
- poslednjih nula u tim vrstama poveéati za odgovarajuéi broj p— 1 nula.

Na taj naéin poslednjih min{z,t} kolona posmatrane tabele bi¢e nul kolone pa
ée se potprogramom PP-1170 one iz nje ukloniti tako §to ¢e se najveéi stepen ¢, od
svih posmatranoj tabeli odgovarajuéih pohnoma, da smanji za min{z,} i pénovo
oznaéi sa ¢.

U sluéaju da je u potprogramu PP-560 doslo do pomeranja nalevo elemenata
neke vrste tj. ako je z # 0, onda ée se u potprogramu PP-1170 prvo pomoéu
potprograma PP-1070 odstampati dobijena tabela, a zatim ako koeficijenti polinoma
najniZeg stepena odgovaraju visti w # 1 pozvati potprogram PP-680 i izvrsiti
medusobna zamena odgovarajuéih elemenata prve vrste 1 vrste w, vodeéi rauna da
se posle toga stepeni s; i s,, ko}i odgovaraju polinomima tih vrsta takode medusobno
zamenjuju i da promenljiva w postaje jednaka jedan.

. Sada se pristupa potprogramu PP-1260 pomocu kog ¢e se anulirati u dobijenoj
tabeli svi elementi prve kolone poéev od druge vrste. Anuliranje ée se izvesti tako §to
éesezasvakuvrstu i, i = 1,2,...,n, prvo u potprogramu PP-1010 da odredi najveéi
zajednicki dehlac [ elemenata b i ¢, prvih u prvoj i i-toj vrsti tabele, respektivno, a
zatim svaki element i-te vrste zameniti razlikom odgovarajudih proizvoda elemenata
i-te vrste sa b/ f i prve viste sa c/f.

Paralelno sa odredivanjem u potprogramu PP- 1260 novih elemenata i-te vrste
izratunade se i broj y nula u toj vrsti. Ako je taj broj jednak broju ¢ + 1 kolona
posmatrane tabele, onda ée se pomoéu potprograma PP-790 da smanji broj n vrsta
te tabele 1 1zvzii pomeranje svih vista poéev od i+ 1-ve za jedno mesto navise éime
se ranija ¢-ta vrsta zamenjuje sa i 4+ 1-vom itd.

LITERATURA

[1] D. E. Knuth, The Art of Computer Programming—Seminumerical Algorithms
(Volume 2), Addison-Wesley, MA, 1969
[2] D Kurepa, Visa algebra, I deo, Zavod za izdavanje udzbenika, Beograd, 1971

79



