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PRIMEDBA O IZRACUNAVANJU MEDPUSOBNE DALJINE
- DVAJU PLANETOIDA PRI REGULARNOM PROKSIMITETU

J. L. Simovljevié

Prikazuje se postupak za pribliino izraunavanje poremeéajnog dejstva jednog planeto-
ida na njegovu daljinu do drugog pri regulamnom proksimitetu ovih nebeskih tela. Postupak
je ilustrovan numenékim prlmerlma

U nizu radova J. P. Lazovxca, M. Kuzmanoskog i u nekoliko radova pisca
ovih redova posveéenih proksimitetima planetoida usvajano je da se dovoljno taan
iznos medusobne daljine tela tokom pojave, to jest p=|p|=|r,—r|, moZe dobiti
pomoc¢u heliocentriénih poloZaja poremedéajnog (r;) i poremecenog (r) planetoida,
bez uzimanja u obzir bilo kakvih poremedaja u kretanju ovih tela; dakle raunom
sa neporemecenim elementima kretanja- oba planetoida. I to kako zbog verovatno
malog iznosa ovih poremedaja, tako i zbog kratkotrainosti pojave. To izradunavanje
je jos nayednostavmjevrseno napr. u [2] i [3] pomoéu Lagrange-owh redova za
r i r, koji daju -

p=p,tV,7+..., ¢))
0 =rip—Tp Vy=(dpldt)i=t,=7,,—V,, T=k(t—1),

gde indeks p oznadava proksimitetsku vrednost promenljive. Pri kratkotrajnim
zbliiavanjima visokog reda linearna zavisnost relativnog vektora poloiaja e od
vremena je takoreéi redovna pojava, pa su takvi proks1m1tet1 u [3] i nazvani re-
gularnim.

Medutim, zbog potrebe vrlo preciznog raduna u ovakvim konkretnim sluca-
jevima, pokuSaéemo ovde da ocenimo dejstvo poremedaja na medusobnu daljinu p
para planetoida pri njibovom proksimitetu, tek toliko da proverimo opravdanost
na§ih ranijih pojednostavljenja. ‘

1. Diferencijalna jednadina heliocentri¢nog poremeéenog kretanja planetoida
mase m i vektora poloZaja r je

‘—at—:——kz(M+m)r"3r+k22mj(p, &= rj)+

+k2m (e p—ri’ ), @)
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gde je M masa Sunca, m; i r; masa i vektor poloZaja velike planete, a m; i r; masa
i vektor poloZaja »poremecajnog« planetoida. Diferencijlana jednadina njego-
govog kretanja, sa istim oznakama, je

2, n
j_trzl = =R MAm)Tn kS mep ey —r )=k m@T e+r73 0. (3)
=1
Relativni vektori poloZaja u (2) i (3) su
p=n—T py=0—I, g=I—T )

Pretpostavili smo, dakle, da se svaki planetoid iz uo&enog para kreée oko Sunca pod
poremecajnim dejstvom velikih planeta i onog drugog planetoida u paru. Iz jednadina
(2), (3) i (4) izvodimo diferencijalnu jednadinu za relativni vektor poloZaja poreme-
éajnog planetoida u odnosu na poremeceni:

£Eﬁ-——kz(m-l-m) -3 .+G 5
e = e T ¢@ ’

C=R2M@FE3r—rr)+k > m,(p:?"‘ Py"‘Pi—3 e
Jj=1

Tako vidimo da je relativna putanja poremecajnog planetoida oko poremecenog
obvojnica oskulacionih Keplerovih putanja, konusnih preseka, koji bi proizilazili iz

d2. PK
dr?

= —k*(m+m) 9123 Px

i odgovarajuéih podetnih uslova kretanja. Problem tog relativnog kretanja mogao
bi se izudavati, mutatis mutandis, kao kretanje tela mase m; oko tela mase m, pod
dejstvom njegove privladne sile i dodatnog poremedéajnog ubrzanja G; dakle, kao
u klasi¢nom radunu poremeéaja. Medutim, odmah primeéujemo da bi tu, u opstem
sludaju, poremecaji bili veoma veliki: oskulacione putanje bi se brzo i znatno menjale,
pa ne bi mogle biti ni grube aproksimacije stvarne putanje u iole duZem vremenom
intervalu oko epohe oskulacije.

Tzuzetak moZe biti upravo prisamom proksimitetu. Tada zbog male medusobne
daljine planetoida ¢ oba &lana u G imaju minimalnu vrednost, dok prvi &lan”
desne strane u (5) ima upravo maksimalnu vrednost. Od stvarnog iznosa ovih veli¢ina
u konkretnom sludaju zavisiée »stabilnost« oskulacione putanje izvedene za neku
epohu vrlo blisku epohi proksimiteta ¢,. — Dodajmo joS da je uticaj velikih planeta
utoliko manji, ukoliko je proksimitet viSeg reda.

Pri efektivnom numerikom integraljenju diferencijalne jednadine (5) ne bi
bilo nikakvih nadelnih teSkoéa. To bi bio, ustvari, samo formalno saZetiji postupak
nalaZenja preciznih poloZaja oba planetoida numeri¢kim integraljenjem njihovih
diferencijalnih jedna&ina kretanja (2) i (3).

2. Prirodno je, medutim, da potraZimo koliko bi se tadno p, koje proizilaz
iz (5), razlikovalo od pribliznog,

Px=rig— g (6)
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to jest dobivenog iz pretpostavke o neporemeéenom kretanju oba planetoida u
vreme njihovog proksimiteta,

d?ryg
dt?

2
d*ry

= — k2 (M+m)r’ T, = —k2(M+m)rg’ 15, Q)

koju smo u ranijim radovima stalno usvajali. Stavimo 1i da je
n=rx+R;, r=ry+R,

gde su R; i R dejstva poremecaja na heliocentriéne poloZaje tela, jednadine (5),
(6) i (7) ¢e nas dovesti do

d2 _ n _ _
e TR mm)eT okl 5 m0r py—0i o)+
j=1
FEREM @3 —rg’ v ) — k2 M7= 1K 1. )]

Ovde smo stavili da je
Ap=p—ex=R;~R

traZeno dejstvo poremedaja na relativni vektor poloZaja planetoida, a zanemarili
smo mase ovih malih nebeskih tela m i m; u zbiru sa masom Sunca M.

‘I ovde, dakle, moZemo odekivati da pri proksimitetu visokog reda najve¢i
doprinos daje prvi ¢lan desne strane u (8).

3. Apstrahujmo, stoga, dejstvo velikih planeta u vremenom intervalu »dina-
mi¢kog proksimiteta« [4], ograniGenog trenucima —1#; i #;, simetriénim u odnosu
na trenutak proksimiteta #,, pa potraZimo promenu Ap, izazvanu samo gravitacionim
dejstvom poremeéajnog planetoida na poremedeni. Ograni¢imo se, na poéetku rada,
na »ra&un prvog reda, tj. zanemarimo na desnoj strani (8) razliku izmedu poremede-
nih i neporemedenih poloZaja tela. Takav zadatak je onda opisan diferencijalnom
jednaéinom

@ A k? ~3 ‘ 9
Xl (m+m)o~3p, %)

koja proizilazi iz (8). Dalje ¢emo pretpostaviti da se m moZe da zanemari u zbiru
sa m; i da vreme izraZavamo u srednjim Gausovim danima, v=k (t—¢,), raunajuéi
od trenutka proksimiteta. Tako (9) postaje
@ A 3 (10)
—Qp=—m; p” °p. '
e P 1P P

Donja granica integraljenja ove diferencijalne jednaline neka bude odredeni (ili
ocenjeni) trenutak T poetka dinamiCkog proksimiteta; s obzirom na sve naSe
ranije pretpostavke moZemo usvojiti da su podetni uslovi integraljenja

(Ap)rezy =0, (dAp/d7)i=r, =0.
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. Diferencijalnu jedna€inu (10) éemo integraliti na slidan na&in kao odgovara-
juée u [3]. Neka je ispitivani proksimitet regularan; tada iz tog uslova (1) i uslova
proksimiteta (g, ¥,)=0 proizilazi da je

e=V,u, r=(c2+7)'2, c=p, %
Unesemo 1i ovo i (1) u (10), dobiéemo da je
d?
FAQ (A+Bru3,

sa konstantama

A=-mV5;’e, B=—-mV;’V,

Integraljenje u granicama od ty=const. do 7 daje

iAp=(c“2 AT-B)u"'+K,,
d=

=—-(2A TO—B)uo .
Ponovno integraljenje u istlm granicama dovodi do
Ap=c2Au—Bln|ut+r|+K, 7+K, (11)
K,= (s 4 —uo)c“2 A+(ln|uo+'r:o | -7, us ") B.

Ovaj konaém rezultat (11) posluZi¢e nam da ocenimo poremeéajno dejstvo plane-
toida mase m; na njegovu daljinu p od planetoida zanemarljivo male mase m tokom
njihovog regularnog proksimiteta. '

4. Za ilustrovanje ranije dobivenih rezultata najéesce smo koristili f’ktivni

proksimitet planetoida (205) Martha (poremedajni, sa pretpostavljenom masom

m;=10"13 mase Sunca) i (992) Swasey, tj. karakteristike proksimiteta nphovxh
putanja U tom slufaju smo imali da je

—0.0000 0313—0.0001 0233 =,
p=p,+ V,7= { +0.0000 07014-0.0568 3298 .7, (ekliptika, 1950.0)
+-0.0000 3713—0.0108 5231 =,
Sto ce redi :
p,=0.0000 3792, ¥,=0.0578 5992, ¢=0.0006 5538.

Donja granica integraljenja neka je opet 0.15 ;iana pre proksimiteta, dakle t9=
=-—0.0025 8031. Zato ¢ée konstante integraljenja u (11) biti

1012 K, = (+3747, —19374, —41150), 10 K, =(0, + 249, —40).

Potom radun po (11) daje Ap, sa iznosima u Tablici 1.

Rezultat je oCigledan. S jedne strane vidimo da su poremedajni iznosi osetno
ispod tadnosti s kojom radunamo koordinate tela (+ 1078), pa su naSe pretpostavke
o zanemarljivosti toga dejstva bile ovde opravdane (a i izvodenje samo »raCuna
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prvog reda«). S druge strane, nadene promene imaju »sekularni« tok. Svojim priv-
la¢nim dejstvom planetoid (205) Martha je poveéao longitudu uzlaznog &vora
planetoida (992) Swasey za oko 0".088, a nagib njegove putanjske ravni za oko
07.025 (kako smo nasli, razli€itim postupcima, u [2], [3] i [5]). Ta nova putanja se
vremenom sve viSe udaljava od one s kojom smo ra&un zapodeli, §to se manifestuje
u porastu promene Ap.

Tablica 1

t 1012 Ap 1012 | Ap |
—0.15 0 0 0 0
—0.12 0 0 0 0
-—0.09 0 + 3 0 3
—0.06 + 1 7 — 5 9
—0.03 1 16 11 19
t,= 0.00 3 40 28 49
+0.03 5 39 61 73
0.06 9 39 103 111
0.09 12 37 147 152
0.12 16 30 191 194
+0.15 20 +22 —236 238

Zanimljivo ¢e biti da ovako ukratko 1sp1tamo poreémecaje u medusobnoj daljini
planetoida (215) Oenone i (1851) 1950 VA, pri proksimitetu njihovih putanja, dosada
najte$njem poznatom [1]. U tom slhuéaju je

-+0.0000 0006—0.0077 7506 =,
p=p, 1V, 7= +0.0000 0002—0.0807 9443 , (ekllptlka, 1950.0)

—0.0000 0361—0.0021 4573 =,
dakle

=0.0000 0361, V,=0.0811 9603, ¢=0.0000 4446.
Integracione konstante su: o
102 K, =(—3552, -+20003, +341037), 10'* K,=(—18,—188,—6).

Opet je pretpostavljeno da je m;=1013, Poreme¢aji u vremenom intervalu dina-
mitkog proksimiteta su dati u “Tablici 2.

Proksimitetska daljina tela je deset puta manja no u prethodnom sluaju,
a poremedaji u p su ostali jo§ uvek zanemarljlvo mali. Sad se radi o »brZzem« prok
simitetu vrlo visokog reda: Sest puta veéi iznos poremecaja | Ap | postignut je za
getiri puta krade vreme posle trenutka minimalne daljine. Promene putanjskih ele-
menata planetoida (1851) 1950 VA4 nisu zanemarljive: prema [6] dostizu —5°,0
u longitudi uzlaznog &vora i +4-4".8 u nagibu putanjske ravni (svedeno na navedenu
masu poremedajnog tela; apsolutni iznosi poremeéajnih promena ostalih elemenata
su manji od 0”.2). Vidimo da i ovolike promene putanjskih elemenata ne mogu
uticati na p u onako kratkom vremenom intervalu oko trenutka proksimiteta.
One ée doéi do izraZaja tek kasnije, kada se nova putanja bude dovoljno udaljila
od stare.
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Tablica 2

t 1012 Ap 1012 Ag |
—0.04 0 0 0 0
—0.03 9 0 0 0
—0.02 0 — 3 + 1 3
—0.01 0 9 1 9
t,= 000 —3 37 13 39
+0.01 8 65 117 134
0.02 10 72 232 243
0.03 13 75 350 358
+0.04 —14 —76 +467 473

Ova dva primera i njihova analiza nam sugeri§u da osetne promene u medu-
sobnoj daljini p (i eventualnu potrebu za »radunom drugog reda«) moZemo odekivati
samo pri veéoj masi poremedajnog planetoida i duZem trajanju proksimiteta. No
u svakom sludaju obrazac (11) omogucava dovoljno taénu ocenu tog poremeéajnog
dejstva. I to na neposredniji i brZi nadin, nego da sa prethodno nadenim promenama
oskulacionih elemenata poremecenog planetoida (ma i onako jednostavno kao u [5])
izvodimo odgovarajuée promene u r, odnosno u g. ,
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: A NOTE ON THE DETERMINATION OF THE DISTANCE
BETWEEN TWO ASTEROIDS DURING THEIR REGULAR PROXIMITY

Summary

An approximate method is developed by the aid of which one can determine
the perturbative action of one asteroid upon his distance to the other one, during
the regular proximity of these celestial bodies. The final effect appears to be not
sensible during a time interval of »dynamical proximity« inferior to one day, if the
mass of the perturbing asteroid is of the order of 1073 Sun’ s mass and the proximity
distance is of the order of 0.000005 a. u.
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