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PRIМEDBA О IZRAtUNAV ANJU МEDUSOBNE DALJINE 
DVAJU PLANETOIDA PRI REGULARNOM PROKSIМIТEТU 

Ј. L. Simovljevic 

Prikazuje se postupak za pribliZno izracunavanje poremecajnog dejstva jednog planeto­
ida па njegovu daljinu do drugog pri reguIamom proksimitetu ovih nebeskih teIa. Postupak 
је ilustrovan numerickim primerima. 

U nizu radova Ј. Р. Lazovica, М. Kuzmanoskog i u nekoliko radova pisca 
оуљ redova posvecenih proksimitetima planetoida usvajano је da se dovoljno taean 
iznos medusobne daljine tela tokom ројауе, to jest p=lpl=lrj-rl, moze dobiti 
роmоси heliocentriCnih polozaja poremecajnog (Уl) i poremecenog (У) planetoida, 
bez uzimanja u obzir Ыl0 kakvih poremecaja u kretanju оујћ tela; dakle racunom 
sa neporemecenim elementima kretanja- оЬа planetoida. 1 to kako zbog verovatno 
malog iznosa оујћ poremecaja, tako i zbog kratkotrajnosti ројауе. То izracunavanje 
је jo~ najjednostavnijevrseno _ napr. u [2] i [3] рощосu Lagrange-ovih redova za 
r i ' l ' koji daju 

P=Pp+Vp't'+ ..• , (1) 

(Јр =Уlр -Ур' Vp=(dpfdt)t=tp <= '1р -Рр' 't' = k(t - џ, 

gde indeks р oznaeava proksimitetsku vrednost promen1jive. Pri kratkotrajnim 
zblizavanjima visokog reda linearna zavisnost relativnog vektora polozaja f! od 
vremena је takoreCi redovna pojava, ра su takvi proksimiteti u [3] i nazvani re­
gularnim. 

Medutim, zbog potrebe vrl0 preciznog racuna u ovakvim konkretnim sluea­
jevima, pokusacemo ovde da осеnimо dejstvo poremeeaja па medusobnu daljinu Р 
para planetoida pri njihovom proksimitetu, tek tolikoda proverimo opravdanost 
nasih ranijih pojednostavljenja. 

1. Diferencijalna jednacina heliocentricnog poremecenog kretanja planetoida 
mase т i vektora polo.zaja r је 

а2 r D -3 -3 
-= -k2 (М+m)r-З r+k2 2: mЈ(рЈ Рј-ђ rJ)+ 
dt2 ј=l 

(2) 
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gde је М masa Sunca, тј i rj ~sa i vektor polozaja velike planete, а тј i r j masa 
i vektor poloZaja »poremecajnog« planetoida. Diferencijlana jednacina njego­
govog kretanja, sa istim oznakama, је 

d
2
r j = _ k 2 (М + щ)гi\ + k 2 i тј (@uз р/ј - Уј-з rj ) - k 2 т (р -з р + ,-з r). (3) 

dt 2 
1=1 

Relativni vektori poloZaja u (2) i (3) su 

(4) 

Pretpostavili snlO, dakle, da se svaki planetoid iz uocenog para krece oko Sunca pod 
poremecajnim dejstvom velikih planeta i onog drugog planetoida u paru. Iz jednacina 
(2), (3) i (4) izvodimo diferencijalnu jednacinu za relativni vektor poloZaja poreme­
cajnog planetoida u odnosu па poremeceni: 

d
2 
р = -k2 (т+т,)@-З p+G, 

dt2 

G=k2 М (г- З r-гiЗ r,)+k2 i тЈ(@uз РI}_@]З Рј)' 
ј=1 

(5) 

Tako vidimo da је relativna putanja poremecajnog planetoida oko poremecenog 
obvojnica oskulacionih Keplerovih putanja, konusnih preseka, koji Ы proizi1azili iz 

d
2

pK k2 ( ) -3 -- = - т+тј @К рк, 
dt 2 

i odgovarajucih pocetnih uslova kretanja. Problem togrelativnog kretanja mogao 
Ы se izucavati, mutatis mutandis, kao kretanje tela mase тј oko tela mase т, pod 
dejstvom njegove privlacne si1e i dodatnog poremeeajnog ubrzanja G; dakle, kao 
u klasicnom racunu poremecaja. Medutim, odmah primecujemo da Ы tu, u opstem 
slucaju, poremeeaji Ыli veoma veliki: oskulacione putanje Ы se brzo i znatno menjale, 
ра ne Ы mogle biti ni grube aproksimacije stvame putanje u iole duzem vremenom 
intervalu oko epohe oskulacije. 

Izuzetak moze biti upravo pri samom proksimitetu. Tada zbog таlе medusobne 
daljine planetoida (! оЬа clana u G imaju minimalnu vrednost, dok prvi clan 
desne strane u (5) ima upravo maksimalnu vrednost. Od stvamog iznosa ovih velicina 
u konkretnom slucaju zavisiee »stabilnost« oskulacione putanje izvedene za neku 
epohu vrl0 blisku ероЫ proksimiteta tp ' - Dodajmo јо!; da је uticaj velikih planeta 
utoliko тапјј, ukoliko је proksimitet viseg reda. 

Pri efektivnom numerickom integraljenju diferencijalne jednacine (5) ne Ы 
Ыl0 nikakvih naeelnih teskoca. То Ы Ыо, ustvari, samo formalno sazetiji postupak 
nalazenja preciznih polozaja оЬа planetoida numerickim integraljenjem njihovih 
diferencijalnih jednacina kretanja (2) i (3). 

2. Prirodno је, medutim, da potrazimo koliko Ы se tacno Р, koje proizi1az 
iz (5), razlikoval0 od pribliZnog, 

(6) 
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to jest dobivenog iz pretpostavke о neporemecenom kretanju оЬа planetoida u 
vreme njihovog proksimiteta, 

d
2 ђк k 2 (M ) -3 d

2 
rK k 2 (M )-3 -- = - +т, 'iК r,K, -- = - +т 'к rK, 

dt 2 dt 2 
(7) 

koju smo u ranijim radovima stalno usvajali. Stavimo li da је 

r,=riK+Rj , r=rK+R, 

gde su R; i R dejstva poremeeaja па heliocentricne polozaje tela, jednacine (5), 
(6) i (7) се nas dovesti do 

+k2 m(r-Зr-гiЗ rk)-k2 М(Гј-Зri-гiil riK)· 

Ovde smo stavili da је 

(8) 

trazeno dejstvo poremeeaja па relativni vektor polozaja planetoida, а zanemarili 
smo mase ovih malih nebeskih tela т i mi u zbiru sa masom Sunca М . 

. 1 ovde, dakle, mozemo ocekivati da pri proksimitetu visokog reda najveci 
doprinos daje prvi clan desne strane u (8). 

3. Apstrahujmo, stoga, dejstvo velikih planeta u vremenom intervalu »diпa­
mickog proksimiteta« [4], ogranieenog trenucima -to i to, simetriCnim u odnosu 
па trenutak proksimiteta tp ' ра potrazimo promenu ~p, izazvanu samo gravitacionim 
dejstvom poremecajnog planetoida па poremeceni. Ogranicimo se, па poeetku rada, 
па »racun prvog reda«, tj. zanemarimo па desnoj strani (8) razliku izmedu росетесе­
пјЬ i neporemeeenih polozaja tela. Takav zadatak је onda opisan diferencijalnom 
jednacinom 

(9) 

koja proizilazi iz (8). Dalje сето pretpostaviti da se т moze da zanemari u zbiru 
sa тј i da vreme izrazavamo u srednjim Gausovim danima, ,,=k (t-Џ, racunajuci 
od trenutka proksimiteta. Tako (9) postaje 

d2 

-~p= -mi р-з р. d,,2 
(10) 

Donja granica integraljenja ove diferencijalne jednacine neka bude odredeni (ili 
осепјепј) trenutak "о poeetka dinamickog proksimiteta; s obzirom па sve nase 
ranije pretpostavke mozemo usvojiti da su pocetni uslovi integraljenja 
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Diferencijalnu jednacinu (10) сето integraliti па sliean nacin kao odgovara­
јисе u [3]. Neka је ispitivani proksimitet regularan; tada iz tog uslova (1) i uslova 
proksimiteta (Рр Vp)=O proizi1azi da је 

p=Vpu, ,=(с2 + .. 2)1/2, С=Рр V;I. 

Unesemo 1i оуо i (1) u (10), dobicemo da је 

sa konstantama 

d 2 

-~р=(А+В't')U-3, 
d't'2 

А= -тј V;3 Рр' В= -тј V;3 Vp. 

Integraljenje u granicama od 't'o=const. do 't' daje 

d 
-~p=(c-2 А "-В) u-1 +К1, 
d .. 

К1 = -(с-2 А .. 0-В)ио1 • 

Ponovno integraljenje u istim granicama dovodi do 

~p=c-2 Аи-В ln 1 u+"I+K1 .. +К2, 

К2 = ( .. ~ ио 1 
- "о) с-2 А + (In 1 "о +"0 1- ,,0~01) В. 

(11) 

Оуај konacni rezultat (11) posluzice nam da осеnimо poremeeajno dejstvo plane­
toida mase тј па .njegovu daljinu р od planetoida zanemarljivo m.a1e mase т tokom 
njihovog regu1arnog proksimiteta. 

4. za i1ustrovanje ranije dobivenih rezu1tata najeesce smo koristi1i f'ktivni 
proksimitet planetoida (205) Martha (poremecajni, sa pretpostavljenom masom 
тј= 10-13 mase Sunca) i (992) Swasey, tj. karakteristike proksimiteta njihovih 
putanja. U tom slucaju smo јmаli da је 

{
-О.ОООО 0313-0.0001 0233 ", 

P=Pp+Vp't'= +0.00000701+0.0568 3298-'t', (ekliptika, 1950.0) 
+0.0000 3713-0.0108 5231 ", 

8tO се reci 

Рр=О.ОООО 3792, Vp =0.0578 5992, с=0.00О6 5538. 

Donja granica integraljenja neka је opet 0.15 dana pre proksimiteta, dakle "о= 
= -0.0025 8031. Zato се konstante integraljenja u (11) biti 

1012К1 =(+3747, -19374, -41150), 1012 Кz=(0,+249,-40). 

Potom racun ро (11) daje ~p. sa iznosima u таыiјi 1. 
Rezultat је ocigledan. S jedne strane vidimo da su poremeeajni iznosi osetno 

ispod tacnosti s kojom racunamo koordinate tela (± 10-8), ра su nase pretpostavke 
о zanemarljivosti toga dejstva bile ovde opravdane (а i izvodenje samo »racuna 
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prvog reda«). S druge strane, nadene promene imaju »sekularni« tok. Svojim priv­
lacnim dejstvom planetoid (205) Martha је роуееао longitudu uzlaznog cvora 
planetoida (992) Swasey za oko 0".088, а nagib njegove putanjske ravni za oko 
0".025 (kako smo nasli, razlicitim postupcima, u [2], [3] i [5]). Та nova putanja se 
vremenom sve ујве udaljava od one s kojom smo racun zapoceli, 8to se manifestuje 
u porastu promene ~p. 

Tablica 

t 1012 ~P 1012 I ~P I 
-0.15 О О О О 
-0.12 О О О О 

. -0.09 О + 3 О 3 
-0.06 + 1 7 5 9 
-0.03 1 16 11 19 

t = 0.00 3 40 28 49 
р 

+0.03 5 39 61 73 
0.06 9 39 103 111 
0.09 12 37 147 152 
0.12 16 30 191 194 

+0.15 +20 +22 -236 238 

Zanimljivo се biti da ovako ukratko ispitamo poremeeaje umedusobnoj daljini 
planetoida (215) Оеnoпе i (1851) 1950 УА, pri proksimitetu njihovih putanja~ dosada 
najte8njem poznatom [1]. U tom slueaju је 

{
+о.оооо 0006-0.0077 7506 ", 

Р=Рр+Ур '"= +0.00000002-0.0807 9443 ", (ekliptika, 1950.0) 
-0.0000 0361-0.0021 4573 ", . 

dakle 

Рр=О.оооо 0361, Vp =0.0811 9603, с=О.ОООО 4446. 

Integracione konstante su: 

1012 К1 =(-3552, +20003, +341037), 1012 К2 =(-18,-188,-6). 
Opetje pretpostavljeno daje mј =10-13• Poremecaji u vremenom intervalu dina­
mickog proksimiteta su dati u Tablici 2. 

Proksimitetska daljina tela је deset puta таnjа по u prethodnom slueaju, 
а poremeeaji u Р su ostali ј08 uvek zanemarljivo mali. Sad se radi о »brzem« prok 
simitetu vrlo visokog reda: 8est puta уесј iznos poremeeaja I ~P I postignut је za 
eetiri puta kraee vreme posle trenutka minimalne daljine. Promene putanjskih еlе­
menata planetoida (1851) 1950 VA nisu zanemarljive: prema [6] dostizu -5",0 
u longitudi uzlaznog cvora i +4".8 u nagibu putanjske ravni (svedeno па navedenu 
masu poremeeajnog tela; apsolutni iznosi poremecajnih promena ostalih elemenata 
su manji od 0".2). Vidimo da i ovolike promene putanjskih elemen.ata ne тоgп 
uticati па Р u onako kratkom vremenom intervalu oko trenutka proksimiteta. 
One се doci do izraZaja tek kasnije, kada se поуа putanja bude dovoljno udaljiIa 
od stare. 
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Tablica 2 

t 1012 ~p 10121 ~p 1 

-0.04 О О О О 
-0.03 9 О О О 
-0.02 О -3 + 1 3 
-0.01 О 9 1 9 

t = 0.00 3 37 13 39 р 

+0.01 8 65 117 134 
0.02 10 72 232 243 
0.03 13 75 350 358 

+0.04 -14 -76 +467 473 

Qva dva primera i njihova analiza nam sugerisu da osetne promene u medu­
sobnoj daljini р (i eventualnu potrebu za »racunom drugog reda«) moremo ocekivati 
samo pri vecoj masi poremeeajnog planetoida i duzem trajanju proksimiteta. No 
u svakom slucaju obrazac (11) omogucava dovoljno tacnu ocenu tog poremeeajnog 
dejstva. 1 to па neposredniji i brzi nacin, nego da sa prethodno nadenim promenama 
oskulacionih elemenata poremecenog planetoida (та i onako jednostavno kao u [5]) 
izvodimo odgovarajuce promene u r, odnosno u р. 
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А NOТE ON ТНЕ DEТERМINAТION OF ТНЕ DISTANCE 
BEТWEEN ТWO ASТEROmS DURING ТНEIR REGULAR РRОXIМПУ 

Summary 

An approximate method is developed Ьу the aid of which one can determine 
the perturbative action of one asteroid upon his distance to the other one, during 
the regular proximity of these celestial bodies. ТЬе final effect appears to Ье not 
sensible during а time interval of »dynamical proximity« inferior to one day, if the 
mass of the perturbing asteroid is of the order of 10-13 Sun's ma:ss and the proximity 
distance is of the order of 0.000005 а. u. 
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