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DIE METHODE DER PUNKTWEISEN ABBILDUNG UND IHRE
ANWENDUNG AUF DYNAMISCHE SYSTEME MIT ZWEI
FREIHEITSGRADE

Mirko Stojanovi¢

Die Bewegung des Dynamischen Systems mit zwei Freiheitsgrade hdngt von
zwei Koordinaten und zwei Schnelligkeiten ab, dann kann man sie in den Raum
von vier Dimensionen vorstellen. Aber, wenn wir nur die Bewegungen beobachten,
die dem Wert der konstanten Energie entsprechen, dann liegen die Punkte in gewis-
sen Dreidimensionalmenge. Die Bewegungen haben sodann die Kurven gegeben,
die gehen durch alle Punkte der Menge. Wenn sie sich mit der Fliche schneiden
durch, dann beim Zuwachs der Zeit, der Bewegungspunkt beschreibt die Halbkurve,
die beriihrt die Fliche in der Folge des Punktes R, R'. .., denn ist es die Abbildung
der Fliche allein in selbst. Wenn die analytische Transformation in der Nihe des
Invariantpunktes x=y=0 der Fliche ist, gibt mit

X, =f(x, y)=ax+by+---
(1) ad—cb=0
n=g(x y)=cx+dy+---

wo x,, y, die Koordinaten des Transformationspunktes R, sind. Wenn wir annehmen
dass reale Analytischfunktion H (x, y) existiert, die ist nicht die Null fi

x=y=0, aber solche dass ein zweifaches Integral [[ H x, y dxdy, denselben Wert
auf das Gebiet D hat, wie auf Abb. S, die wird mit-

tels der Transformation =, Abb. 1. Diese Transforma-
tion heisst Erhaltungstransformation und die Funktion
H (x, y) heisst quasiinvariante Funktion. Die Integra- D S

tion veriichtet man auf das Bild S in, da das Gebiet Abb. 1.
D verwandelt sich. Nachdem das Gebiet D ist willkiir-
lich, das Intergal hat den Wert

(2) [[HCx p)dxdy= [ [ H(x;, 3,) T (x, y)dxdy

D s
wo J (x, y) die jakobische Determinante ist

ox 0x
_a(x’y)= xl yl

0(x, ) 9y 0y
éx, dy, .

(3) J(x,)

8 Mehanika 3
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In neuen Verinderlichen

4) H 3 = H (% 3) T (3, J*= T 1

In der Theorie linearer Transformation die wichtigste sind die lineare Glieder in
den Transformationgleichungen (1). Wenn der Eigenwert ist A, dann muss sein

ab a—-Ab
A= N=|A-AT|=
IECEITSRS (Bl d_)\‘
=M—-(a+d)A+ad—bc=0
- 0x, 0,
O LBl (1L ] T
0y, 9y,| |c d
o0x 0y

Wie 7\+%=a+d, dass sind die Eigenwerte A und %, weil A#1.

Im Fall linearer Transformation

R N
Y y c d
dann H=1. Wie
0% _, 9% _, On_. On_
ox oy Toox oy
J (%, ¥)= 0 (X1, 1) _|x 8 =ad— bc
o(x, y) c d
{x}=A—1{x1}=L( d —b){x1}=L{ dxl—byl}_
y Py [A|\-c a] |y |A || —cx, +ay,
Umgekehrt
(A—I—LI)-:o
P
1 2 b 1 1 la x 1
e =—(dx,—by), y=— H=——(ay,—cx,)
iAlyd‘ Al |Alle y| (a4 T
S ox_d ox b dy_a 9y c
ox, |A|” oy, |A|" ay |A|" ox  |A|
(7 4 =b
olx:; A A 1 d =-b 1
J(x,y)=| x5 |_||A] [A]]_ ’ e
o(x,)| |—¢c a | [AljA||c a| J(x,y)

|A] [A]



Die Methode der punktweisen Abbildung und ihre Anwendung auf dynamische... 115

Man bewegt den Punkt nach der Hyperbel xy=c=const, infolge der sukzes-
siven Anwendungen der Transformation v und t_,. Wenn der Punkt R liegt nicht
auf die degenerischen Hyperbel xy=0, er wird zur Unendlichkeit der der Transfor-
mationen sich zuriicktreten, und wenn auf die degenerischen Hyperbel liegt, er
wird sich dem Invariantpunkt (0, 0) ndhern.

2. Das Bestimmen der Transformation

Poincaré und Birkhoff haben bewiesen, dass dem System der Hamilton-
gleichungen |
dx _ P OH dy oH

dt FrLEE A ™

¥

kann man die Punktstransformation zugesellen. Wir werden die nichste Punkt-
stransformation betrachten

X, =pX+ D Pun X" p=A# %1,
%) 1
y1=fy+ z q"mnxmyns m+n>2’
p m, n

wo die Koeffizienten p, @, Un. real oder komplex sind. In diesem Fall sind

¢m,=$m. Mittels der Iteration man kann die Reihe fiir x, und y, in der Funktion
von x und y bekommen. Wenn x und y reale Reihe der Form (9) sind, und wenn
p>0, dann x, und y, konnen fiir alle Werte k vorstellen, in der Form

o
X=X+ 3 Qan X" "

(10) ’ . m+n>2
1 ]
yk=;;y+ S Y xmyn
WO cpf.’.‘,’,, ) sind reale Polynome nach p¥, p~%, k ist des mindeste Grades m-+-n.

Birkhoff [1] hat bewiesen, dass diese Reihe die t* bestimmen, die néchste
Differentialgleichungen befriedigen

d d
'ﬁ'_—U(xk’ Yi)s "£=V(xk,yk)

dk dk

dx dy
Y |y . V(x, ) == ;
U(x,y) [Ok]k-o (x, ») [dk]k-o

mit Anfangsbedingungen x=xq, y=yo fiir k=0.

(11)
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Wenn wir die Gleichungen (10) in der rechten Seiten der Relationen (11)
stellen und kiirzen die beiden Seiten mit p** 1 x, beziiglich p~** x man bekommt
die Relationen fiir das Rechnen der Koeffizienten Pmn

Wk fad
[ Pn =P > @ﬁfi]x'"y"= > <pm[p"x+2 @‘f’x’y'] x
(12) m, n m, n m,n rs
1 *) i
[ g e
rs

beziiglich, fiir das Rechnen der Koeffizienten ¢,

| 1 )
[Z Jra V= — S ﬁ‘i]x”‘y"= b ¢mn[p‘k’x+ S 'Pf»f’x'y'] *
m, n mn m,n r,s

(13)
1 *) P
x| —k¥+ Z s X9 .
P r,s
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METOHA OTOBPAXEHUA TOYKU U EE IMTPUMEHEHHME HA
JUHAMUYECKHE CHUCTEMBI C IBYMSA CTEIIEHAMU
CBOBO/JBI

Mupko Cmosanosuy
CopnepxaHue

OcHOBHA H€d 3TOr0 METOJa 3aKJIOYaeTcs B TOM, YTO KaKOW-TO [HHa-
MHYECKHII CHCTEM IMpHUCAeIWHUTh TpaHchopManuo KoTopas K TOMY coOXpa-
HAET MOBEPXHOCTHOE oOToDpaxeHne. TsiKeaple BOMPOCHI WHTErPHPYEMOCTH M
cTaOMJILHOCTH JIMHAMMYECKOH CHCTEMBI PENYLHMPYIOTCS HA HMCCIIEJ0BAHHME COXpa-
HEHHS TIOBEPXHOCTHOro oTodpaxenus. Ilpucoennnennas TpaHcgopmalys mo3po.i-
geT Had/oaeHHe CUCTEMBI BHE MNPEXHHMX anpOKCHMATHBHBIX aHAJHM30B pelIeHui

JUHAMHWYECKHX CHCTEM.
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METOJIA IPECJIIUKABAKBA TAUKE U BHhbEHA NMPUMEHA HA
JAUHAMMUYKE CHUCTEME CA IBA CTEIEHA CJIOBOHE

Mupko Citiojanosuh
Peszume

OcHOBHA HJeja OBe METONE je Jda HEeKOM AHHAMHYKOM CHCTEMY IMPHIpPY-
XHAMO TpaHchopMmanmujy Koja y3 TO OJpXaBa H IOBPIUIMHCKO IPECINKaBaIbE.
Temrka nuTaka HHTErpadMIHOCTH M CTAaDMJIIHOCTHM JMHAMHMYKOI CHCTEMa pe.y-
Kyjy Ce Ha HCNUTHBame OJpXaBama TOBPLIMHCKOT npeciukasamwa. Ilpuapyxena
TpaHchopManuja omoryhaBa nocMmaTpame CHCTEMa M3BaH J0CalallllbHX AmpoK-
CHMAaTHBHHX aHaJIH3a.

Mupko Crojanosrh
Ilapa Jlazapa 29,
18400 ITpoxymre





