SOLUTION DU PROBLEME DE LA PLAQUE RECTANGU-
LAIRE A L’AIDE DES FONCTIONS ORTHOGONALES DES
OSCILLATIONS TRANSVERSALES D’UNE POUTRE

Par
MILAN DURIC

Considérons une plaque rectangulaire de dimensions 2a et
2b et un systtme de coordonnées, attaché a celle-ci, comme
le montre la fig. 1. Supposons la soumise aux charges p, sur le
cOté x=+a et p, sur le coté x= —a. En désignant respec-
tivement par py, pi les charges symétriques et par pg, p7 les
charges antimétriques correspondant & p, et p,, la charge de
la plaque peut étre décomposée en quatre groupes. Le premier
groupe, doublement antimétrique (par rapport aux axes x et p
a la fois), correspond a la charge }(pf+p¥) le long du coté
x=+a; le second, doublement symétrique, avec la charge
(Pa +P71)/2; le troisiéme, symétrique par rapport a I’axe des x
et antimétrique par rapport a celui des y, correspond a la charge
(py - pt)2 sur le coté x=+a et ala charge (p",'—p}‘”)/Z sur
x= -a; et le quatriéme groupe, antimétrique par rapport a I'axe
des x et symétrique par rapport & celui des y, correspondant
respectivement aux charges (p; —-p7)/2 et (p7-pa)/2.

Si I'on connait les solutions de ces quatre sortes fonda-
mentales de charges, on pourra par la superposition trouver la
solution d’une charge arbitraire de la plaque. Nous donnerons
ici la solution pour le cas d’une charge antimétrique-symétrique
(représenté sur la fig. ci-dessus), dont on pourra, par I’analogie,
tirer les solutions pour les autres cas aussi.
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On sait que le probléme plan de I'état de tension se
raméne a la recherche d’une fonction ¢(x,y), a savoir la
fonction d’Airy, et que les tensions sont alors données par
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La fonction elle-méme doit &tre déterminée de telle sorte que
entre toutes les ,fonctions possibles“ du probleme c’est-a-dire
satisfaisant les conditions aux limites, elle rende minimum la
valeur de I'énergie potentielle de la plaque
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Les conditions aux limites sont ici
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solution sous la forme
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En admettant alors que la fonction ¢,(p) satisfait la condition
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les fonctions ¢, (, ) Xa(x) Yn(y) doivent satisfaire les con:
ditions:

: 20, 2.

pour x= +a O(P’=0 9% =0,
9y - dxdy
0*¢; 0%y,

our x=+6b =0 =0
P o 9x 0y

Ces derniéres sgront satisfaites si on a:
Xm(+a)-0 et X, (+a)=0,
Yo (£0)=0 et Y, (£b)=0.

Ces propriétés posséde la famille des fonctions orthogonales
qui représentent les formes principales des oscillations trans-
versales libres d’une poutre de portée 2a resp. 2b, encastrée
aux deux extrémités. On les déduit facilement de I’équation
dlfférentlelle homogéne:

fUVI=ptf

et des conditions précédentes. On trouve ainsi deux familles de
fonctions, paires et impaires. La fonction d’Airy devant éire
dans le cas présent paire en x et impaire en y, nous adopterons
pour X, (x) la famille des fonctions pajres

Chk,x cOSknx
Chk,a cosk,a

X (%) =
satisfaisant pour tous %, la condition X (£a)=0, tandis que

la condition X,,’(+a)=0 sera satisfaite pour celles des valeurs
k. qui sont racines de I'équation transcendente

Thka+tgka=0

dont les solutions suffisemment exactes sont fournies par

kma=(m-l)n=(4m-1)1‘—=_‘n‘z-"-; m-4m-1; m=1,2,3, ..
4 , 4 4 /

Les fonctions sont déterminées de maniére que

+a
f Xn2dx=2a.
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Pour Y,(y) nous adbpterons la’famnlie des fonctions impaires

S

Shk,y sin &,y
Shk,b sin kb

qui, de méme que celle que X(x), satisfait les conditions pour
k, résultant de l’;quation

Th kb - tg kb =0.

Les racines de cette équation sont données avec une exactitude
suffisante par

Yn (y)=

k,,b-(n+—l—)n=(4n+l)£=71f—; n=4n+1; n=1,2,3,...
4 4 4

Ces fonctions sont déterminées de/maﬁiére que
+5 :
[ Ya0ydy=20.
b

En plus du fait que les systémes des fonctions X, (x) et
Yn(y) représentent des systémes de fonctions orthogonales entre
les limites - a et +a, leurs dérivées secondes

Chk,,,x+cosk,,,x

Chk,a coskyal|’

Y (y) = k.2 Sh &, s, sin &,y ’
: -Shk, b sink,b

sont aussi de systtmes des fonctions orthogonales entre les
mémes limites et représentent les formes principales des oscil-
lations transversales d’une poutre aux.extrémités libres.

En portant maintenant I’expression pour ¢ (x,p) dans la
formule de I’ énergie potentielle, on trouve

I - ‘ ' " 2
V=-2—Eff[(p+§§amnxm)’n) +/
+( 2 Z OUmn an. Yn)z +2 (Z z Cnn Xf::’ Yn')2] dx dy
n : m n

m

X (x)=km2[
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Ces coefficients a, se déterminent de la condition. du
minimum de IPénergie potentieile, c’est-a-dire de la condition

ov
s [o A

=0; m=1,2,3...; n=12 3,...

De cette meniére, en tenant com'pie de 'orthogonalité des fonc-
tions, on a les conditions:

+b +b
UX 2 dx (Y,,")zdy+f(X ")‘dxf Y 2dy] +
—b : —b
+6
+22 Zap,.i f X! X' dx f Yo' Y dy = - f X,udx f pO)Y " dy.
B=lng=1 L Ya Y

Les quadratures qui se présentent ici s'effectuent facilement:
+a , . b .
f Xn2dr=2a, f Y.idy =26,
—a I - )
+a
f (Xa")2dx=2akyt, f (Y.")dy =26kt
K ko b ?
meX 'dx = 8}‘_1;-';[k tgk a- kp,tgkpla] pour p #m,

—a
+5 Ot

kn 12 v
f Y.'Ya'dy =8 ot _k'k- 2Lk Ctg @.1 b-k,ctgk,b] pqur K, # ;;,

—~b
+a

f(x,,,'y dx = 2kntg kna [l +knatg by al,

—a
f (Y2)dy =2k Cti kb Lk bt b 5 1,

+a 4

m
-4
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A laide de ces valeurs les équations de condition peuvent
facilement étre mises sous la forme

amn +2 Cmnum:”' Z Cpn Qup + Z 2 C}l‘ Opx =

=—,i-f~fp(y)7’ndy
© B
s

w=1,2..,(m-1), (m+1),..5 x=1,2,...,(e-1),(@+1),...
m=1,23,...; n-1,23..; g-2.
a

En prenant pour k,a et k,b leurs valeurs approchées, les coef-
flClents C sont donnés par: ’

Sl O )

mn ”?"' - — 1 —5212_2
C,,,.=8—’—1:(1<—n)(m-z—l) ==,

mo— [ 2 2
Clt =82 (u-m) (w5 1) S,
mz'z;’ 2
cro _3z(m _’i)*;nf (- ) (- m)__.

olt on a posé:
sz'=4m——l' E=4p.—1' n=4n+1; x=4x+1;
V- Shk,y smk,,y b

n= =

Shk,b smkb a’

Du rapport 8 ne dépendent que les coefficients Crn. Mais
ces derniers sont en tous cas sensiblement supérieurs a tous les
autres coefficients, surtout lorsque les rapports § sont petits,
de sorte que les équations peuvent étre facilement résolues par
la méthode d’itération. Dans le cas des petits rapports B, on
peut négliger les sommes auy second membre de P’équation
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et calculer les coefiicients explicitement, Négliger ces termes
revient, du point de vue physique, & négliger I'effet des tensions
de cisaillement sur la valeur de I’nnergle potentlelle de la barge
soumise a la flexion.

Nous - illustrerons I’ applicabilité de la méthode par un
exemple. La solution du probléme d’une plaque chargée unifor-
mément sur y=+0b et soutenue‘'sur x=+a, comme le montre
la fig. 2, peut étre donnée a lalde d’un polynOme, sans toutefois
pouvoir alors satisfaire les
conditions aux limites. Sur y 2

La résultante et le
moment de réduction de - ‘9"
toutes les tensions restants .= Fig. 2
sont nuls. Par conséquent
= (64)x~ +a, CoNsidéré comme la charge répartie sur ces cOtés,
represeme un systéme déqulhbre qui, d’aprés le postulat de
Saint-Venant, ne donne lieu qu’'a des tensions locales dans la
partie hachurée da la fig. 2. Nous nous proposons d’examirer
d’'un peu plus prés les tensions dans la plaque résultant de cette
charge et de fixer les limites qu’atteignent ces tensions locales.
Pour la valeur des seconds membres des équations de
condition on a dans ce cas
+b + b

4 a . 4ag 3 Sh k,y
2a Vidy-—2 9 [{Z gy (———
_x'Bf(y) Y- Bzz:*f(s Y y)Sh.k,,b+

i 3 4 4
psnk) g, 1200 ) LA
sin k, b Bin \=m n =
Etant donné que Y, représente un systéme orthogonal de
fonctions les valeurs représentent, 2 un facteur constant prés, les:

coefficients de Fourjer généralisés du développement de la charge
en séne suivant ces fonctions. Comme ces valeurs vont en

x=+a la condition ¢.=0 U
n'est pas tout a fait satis- %
faite, mais on a 25 I% S
___(]_ _3_ 2 3‘ / ' 7/ |
.(dx)xfia—st(syb y) 4 /A
. 5 h—é—j
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décroissant rapidement avec n, il suffit de prendre deux termes,
c’est-a-dire d’adopter. deux 'tons pour Y. Le nombre de tons
nécessaire pour X dépend du rapport des cOtés a et b. Pour
B=4 on a formé dans le tableau ci-dessous les équations de
condition, en adoptant quatre tons pour X. De ces nombres
on voit les rapports des coefficients C. ~

— | &y Cag - Gz %q1 %2 Can Uga Cap

11 |7548| -106] -84/ -68 -53| 40 32 25
21 |-239] 20110 636 600l 93| -962 236 224
81 [-30,8|-1000] 40445 -1560] 11.6| 37.2-4040 584
41 [-338(-1286-2130 TT11.8| 126| 479 ~ 79.5—1060.2

3,006 gb*

12 | -16] 12, 1.0 0824121| -119 -97 -78
2 | 29| -207 73  69-276| 50057 —734 _692
82 | 86| 115/-1245 180|-355|-1151/101288] - 1808
42| 39! 148 246|-397,5-39.0 |- 1481 - 2457 156236

0,594 g2

A

Ce systéme d’¢quations permet d’obtenir facilement par le
procédé d’1térat10n pour ‘les coefflcxems les valeurs suivantes:

= 4,017-10-2 qb2 = 024910~ i,
oy, = 1,584 102 g2, ez = 0,108-10-2 b2,
g =0,834-107 g8,  ay,—0,0678-10-5gb?,

,1=0,461.10-2 gb2, 15 = 0,0465-10~2 b,

Dans le cas actuel sont interessantes les tensions normales
Ox, qui sont données par

=p(y)+ k”,,/z‘l (0tgs Xy + 0gy Xp + gy Xé'*‘ oy X)) Ya+
+ R g (0 Xy + e Xy +0gq Xy + 00 X)) Yy ..
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‘La fig. 3 illustre I’ allure des fonctions
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Comme le montre la fig. les fonctions tendent, pour x = 10,754,
vers des valeurs constantes, a savoir: la premiére vers 74,1.10~° gb®
et la seconde vers 14,58-10—2 gb2. Ces valeurs, prises avec le
signe négatif, représentent les coefficients dans le développement
de la fonction p(y) en série suivant les fonctions orthogonales
Y.. On en peut conclure que I’ action des tensions locales peut,
dans le cas actuel, dépasser a/8 resp. b/2.
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