SUR-UNE'FORMULE SOMMATOIRE. GENERALISEE
N
s. ALJANCICZ

ke Soit. a{x} une farfctwn a variation bornée ‘dans’ (a,; b),
fx., ses poims de discanﬁn“ﬁfté ei a(x} ‘son ndyat contmu, c.a cL .

a(x)==a(x)+2{a(x +0) a(x 0)}

;; }‘ xv‘: x

so:t en outre t(.x) défint &ans (a, b) y pﬂssédant les derivées

Jjusqu'ay meitme -ordre. - - Sy
En partant de Ia relatmn

> tatx,+0)-alx, _0) f(x.,)+ f F(9)da () = f F(x)d{a(x)+C,),

ol C, est une constante arbitraire, ia“:somme étant. pnse sur
tous les points de discontinuité x de a(x), et en intégrant par
partie n fois de suite la seconde de ces mtégrales, I'on en dé-
duit la formule ETISEE R

E{a(wi) oo, on s f f(x)da(x)~ |

A1 .

 - > 1)*{%(1’)1""’{&}-0:(63 0 @) +(-1) f £0x) dan(x),

k=0

{tg(.x) désignant .la k-ikme mtégraie de ax)+C,, c. a d...
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ax(x) = fﬂ.fa(x)d*(x)-ﬁPg(x), k=0,1,2,...,

~ K~

a8
Py(x)= Z Ciyx? [v!
¥ e

étant un polynbme quelconque de degré k.

~J. Karamata?') a indiqué que cette formule coiitient, suivant
le choix des polynOmes P.(x), d’'une part la formule de Taylor
et ses analogues, d'autre part la formule sommatoire d'Euler-
Maclaurin.

- En effet, en choisissant les constanies d‘iu%égraﬁon Cv de

manitre .que- - . : o T
ak(b) -0 pourtoat %-o 1 2

I'on en déduit, en pamcuher, la formule de Taylor en partant
de la fonction
-1 pour a<<x<bh,
a(x) { 0 , x=b

D‘antre part, en-choisissant Ies ccnstantes Cv de manitre
que I'on ait
ar(b) = ag(a), Ic-O 1, 2, vy

la formule (1) se réduit 2

@ Z{c(xw‘))vefxwi)}}f(&ul* f fedae -

- 3 e o) - @) + -1 rninsnin.
k=0 : a

et représente une généralisation de la formule sommatoire
. d'Euler-Maclaurin. Cette dernitre formule s'obtient lorsqu'on y
pose

L a=0, b= N (entier) .

a(x)=x-[x]. -
1)- L'intégrale de Stieltfes et ses applications®™ (en pré"par&ﬂan)‘,

et



- ¢ ad,

Sur une formule sommatoire généralisée 285

Dans ce cas, en effet; (2) se rédult a

A3) : Zf(v) f f(x)dx+

n—1 bv
+“‘(f(/\’) :f(O)}+ VZ}( jﬁ,tf"’(’s‘%‘ fm(O)}-;-R,,,‘
Oﬁ - :
R, = —1)"+‘ff(")(x)b,,(x) dx,

bo=1 ' ,bl“' "1/2" b2¢+1‘=h10 et sz ='(V' l)V—lBZV,

B,y étant les nombres de Bernouilli, et b,(x) est le prolonge-
ment périodique pour ‘tout x par-rapport a l'intervalle (0,1)
des polynOmes de Bernouilli B,(x), c. a d.

' b,,(k‘+x)=B,,(x) pdur 0<x< 1 et 4[c=-0, ,2,...,
les polyndmes B,(x) étant deﬂms par

Z B, (x)t

=0

2. Déja Legendrel) a remarqué qu'en falsant dans (3), n» = la

série ainsi obtenue est en général une série divergente (asymp-

‘totique) vu que o 1
BSR ~ —2 V
(Zn)! 2(291) a, | n-o,

1) Legendre, Exerc. de calc. intégral 1, Paris 1811,



266 ; S. Aljanié

Nous allons montrer ici que ce fait subsiste -dans le cas
général, c. a d. que la formule (2) lorsqu'on y fait n + «, donne
lieu généralement aux séries asymptotxques

Plus précisément, nous allons montrer que les intégrales
successives a,(x) d'une foncnon quelconque a(x), qui satisfont
aux conditions

- 8a(b) = 8a(a) - pour tout n=0,1, 2,.

et que nous appellerons pour abréger , Ia suite harmomque des in-
tégrales successives“ par rapport a l‘mtervaile (a, b), sont pour
n- o du méme ordre de grandeur que les nombres de Bemouxlh
divisés par les factorielles, c. 2 d. que

|6a(8)| ~ A@E)", no .
Dans des cas exceptimmeis wlement; lfan “peut ava;r—
[an(x)| ~ Ag" avec 0<9<sns

ce qui d'ailleurs influe peu sur le caractére de la convergence
des séries (2).
Le cas oit 'on aurait

an(x)=0(¢"), n+w,

quelque petit que soit- g, ne peut se présenter é moins que la
fonction g(x) ne se réduise identiquement & zéro. ‘

Ces résultats s’obtiennent immédiatement en expr:mant ex«
plicitement la suite des intégrales harmoniques au moyen des
polyndmes de Bernouilli. ﬁn effet en sapposant sans nuire 2
la généralité, que . ,

4=0 et bl '-7 |

on a .
aa(2) - f {B,,(x) Ba(x- 1) a(z) dt— f (xr-2ald
ou bien ' 1,,' . |
(4) aa() = 5[ (52 - bax - D) a()at,

olt B,(x) désignent les polyndmes de Bemouilii et b,,(x) leur
prolongement périodique relatif a l'intervalle (0.1).
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. Ces formules se vérifient facilement en _tégantlcomplte des
propriétés suivantes des -polyndmes de Bernouilli:
Bn’ (x;) = Bm (x) ’

{

et

B,,(x«f-l) B,,(x)-t-m 1)!

ba (%) étant les prolongements pénod:ques des B,, (x),

d’aprés (4) i’en vérrf;e immédtatement que -
o aﬂ (x)”an—x (x)
et que
; a,,(l»«a,,(O),‘ — -

€ a8 m»ﬁgm fﬁma -hien da: swite: dasin&g:gies harmnm-
qiies: de ction” 2{x) par aapart & lintervalle! {170 P

En daveloppant les fonctions by (x) e série de Founer,
a savoir _

cosz nx
byn (x) ( IW (2“) T v;"" ’
et : ‘
2 x~sin2vax
bzn—l-l (x) =(= 1) (Crypnt ventt
vy

I'on en déduit, d’aprés (4), que

@ (x)=( - 1)[ B+ (2;()&

a o
Z{%C{}SMX%—‘—I—,}'SMZMX},
v v

vzl

oir 'on a posé, pour n=2m,

1 : 1 )
-fa(t)(l ~cos2vmt)dt et d,= -Ja(t) sin 2vntdt,
0 o ‘ : ¥
et pour n=2m+1, ;
! 1 . . ' 1 \ .
cg-fa(z)(i-;sin 2ynt) dt et dy= ~fa(t)ces 2vxtdt.
.0 . .

&
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De ces relations il ressert clairement que lorsque I'un
des coefficients ¢, ou bien d, est différent de zéro, alors a,(x)
se compte asymptotiquement comme

| @ (x) | ~ 2(c, cos 2nx + d, sin 2xx) (2%)~", n-+o,
‘D’autre part, pour que I'on ait _
. . @ (x)=0(¢"), n— o,

avec 0<q1/2x, il faut que les & premiers coefficients de Fou-
rier de la fonction a(x) s’évanouissent, £ étant 1e plus petit
entier contenu dans 1/2¢x.

" Enfin, pour que la relation (5) puisse avoir lieu quelque
petit que soit ¢ il faut que tous les coefficients de Fourier de
la fonction @(x) soient égaux 3 zéro,'ce qui ne peuk.ayoir lieu
que lorsque la fonction a(x) se réduit presque parfout a zéro.

Communiqué le 18-VIII-1948. .



O JEOJHOM OanEM 3BUPHOM OBPAC[__LY
On
C. AIbAH‘lHﬁA

Monasetu on o6pacua
M S, +0)-a(x,-0) f(xv)+ff(x)da(x)-

n~1

-1 a OO 0) -0 (@) (@) +(~ 1 f £ (x) dan (2),

k=0

rae je a; (x) k-CprKu uﬂrerpan cbymcume a(x)+Co, Tj.

ak(x)-f fa(x)d*(x)+2Cg-vx"/v! | k-O,ltz,.\...,

NkN V"‘O

npu uemy je a(x) dynxuuja orpauuqeue napujauu]e y pasmaky
(a,b), xv weHe TauKe JHCKOHTHHYyWTeTa, [ (x) npousBombHa
¢yHKumja KOja UMa CBe CBOje H3BOLE Y NMOCMATPaHOME pasMaKy,
a Cv mpou3BO/bHe HHTErpauuoHe KoHcraure, J. Kapamara je
foKa3a0 Ja OH CajpXH, ¢ jeaue crpane, Taylor-oB oGpasal, u
theMy ClMuHe oGpaciie, ako MHTerpauuoHe Koucrante C. u3a-
Gepemo Taxo na Oyne

a,(b)=0 8a csako n=0,12,...,

a, ca jgpyre crpaue, npoiuupetba Euler - Maclaurin-osa 36upror
ofpacua, ako KoHcrante C, usabepemo Tako na Gyne

(2) _ @y(b)=a,(a) 3acpako n=0,1,2,...,

Jouwr je Legendre noxasao na Euler ~ Maclaurin-o8 36upHu
o6Gpasan, IOBOAM Hajueinhe JO IMBEPreHTHHX, ACHMITOTCKUX
penosa. [lucai, oBle mnokasyje na W ONMWITH 36upHH oGpasalf
(1), nox mpernocTaBkoM (2), LOBOIH Takohe MO aCHMOTOTCKHMX
peloBa ¥ TO Ma KakBa Guna nonasHa ¢ynxuuja a(x). On no-
Ka3yje, Haume, a ce y oBom ciafuajy Hu3 yHKuuia a,(x)
ACUMITOTCKH NoHaiua Kao Bernouilli-es HH3 M na camo .y ua-
BECHMM ClyyajeBMMa OH TeXH HYJMH HewTo Gpxe, wTo, Meby-
THM, Mall0 yTH4Ye Ha KOHBepreHuujy nocmarpasor obpacua.
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