SUR LA LIMITE INFERIEURE
DES MODULES DES ZEROS D'UN POLYNOME

Par
D. MARKOVITCH

Le but du présent travail est d’exposer une méthode simple
et générale pour obtenir les limites inférieures des modules
des zéros d'un polyndme.

. L
Soit donnée une équation

. a
) D aw=0,
y=1
les coefficients a, étant des nombres réels ou complexes, et oil x
désigne un zéro. De cette équation il résulte I'inégalité

,, ,
@ < lalen,  |xl=p

» v=]
qui nous servira de base, en la ,comparant* a une autre expres-
sion de forme semblable et convenablement choisie: polynéme,
série ordonnée suivant les puissances croissantes de p, somme
composée des |a,|.
Prenons d'abord le cas d'une série et considérons la
fonction * ‘

® ‘9 (p)= > b,

y==1



Sur 1a limite inférieure des modules des zéros d'un polyndme 237

oi1 les coefficients &, sont suppdsés positifs et la série con-
vergente pour 0 <p <r. De (2) et (3) I'on déduit I'inégalité

> laler ZE—;‘—?M“

,ao} y=1 !
.
' See 3 i
y=1 y=1

et du fait, que toute moyenne & coefficients b,p¥ positifs de la
suite de nombres L?—’ ne peut dépasser son plus grand terme,
14

il résulte

[] e[}
@(p)<Max{ bp} B.
lévéu

Donc: si l'on cho:szt la fonction ¢(p) de telle maniére,
que le'quatzon

4) 0()-12!

aii une seule racine positive p,, située dans Uintevalle (0,r), cette
racine sera la limite inférieure des nodules de tous les zéros
de U'équation (1).
Exemples. — 1° Soit
1 hd py P .
bv"?{,‘: t>01 @(P)"Z(T) ""2":59 0<p<t'
Alors la limite inférieure des modules des zéros, donnée par
(4), sera 0]t
. u(f)=Max(]a,| ).
el MO~ Max(aln)
1<v<=n
Par une autre voie cette expression de la limite a été obtenue
par E. Landan‘) et J. Karamata®) pour les fonctions analytiques.
— En supposant que les m—1 premiers coefficients a,,
a lexception de a,, sont égaux a zéro, ¢.a.d. que

a,=0, v=12,...,m-1,
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alors on peut de méme supposer que
by=0, v=12,...,m—-1.
En posant, en outre,
b,=1 pour v=mm+1,...,n,
“la fonction ¢(p) devient
@(p)=-9-%, p<l,

et la limite mféneure des modules des zéros sera donnee par
F'unique racine positive p,(p,<1) de I'équation

Ia !p"*+p=l ot p= Max(la‘.l)

mé v<n

I

Dans le cas précedent on a directement comparé I'iné-
galité (2). Cependant, pour obtenir d’autres expressions pour
la limite inférieure des modules, on peut, au préalable, majorer
son second membre en lui appliquant I'une quelconque des iné-
galités classiques. ;

C'est ainsi que E. Landau'), par I’application de I'inégalité
de Cauchy —Schwarz, déduit immédiatement le résultat de M,
Petrovitch®), & savoir que: Quelque soit la valeur positive de
la quantité ¢, aucune racine de la fonction

f(X)=ao+ax+ax?+--- (a,#0)
ne se trouve a l'intérieur du cercle C entourant l'origine et de
rayon
[@]-2 .

o
Z |ay[2t2"

y=0

On peut généraliser ce résultat en se servant de I'inégalité
de Holder?®). Ainsi, en désignant par ¢ un nombre positif, l'iné-
galité (2) peut s'écrire
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. ) 2 . r
) la, 1<l eyt +la0t? ?z ""*‘Iant"["pa’.

En appliquant & cette expression I'inégalité ce Holder

3 nn<(Saf | Sev)”

yezl y=1

L
wt

vaIabie pour
o A,>0, B,,>0, m>0, m>0 et —;In-+,—;—,=l,
c.a.d. en posant |
A=larl, B=(E),
linégalité (5) deviendra

o<t otasriraerstsae 3] [2]

NEESEE

et, a fortiori

n m!
— m
}aoim:<(ziav§mtmv}m . ?ﬁ%gg;, p>t.
y=1 .
Enfin il s'ensuit que
lao!t

\/!a m' {23‘1 lmﬁm&)

Donc on peut formuler la proposmon suivante:

si t, m,m’ désignent ‘trois qaa:mtés positives, m et m' vé-
rifiant la relation :

p>
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la limite inférieure des modules des zéros de I'équation (1) sera
donnée par lexpression '

i__‘_zo |
m A i’
© [ a0l + (1 fmem| ™
v=1 )
Exemples — 1° Pour
m=m =2,
la limite inférieure (6) deviendra
| gt
Z } a z tzv
==l

¢. a.d. I'expression de M. Petrovxtch
2° Pour

m=1, m=oc,
la limite inférieure se réduit a
la,|¢ b(0) = Max{] a2}

[G[+0(2)’
l<v<n

dé]a obtenue plus haut.

Remarque. Au lieu d’un parametre ¢! que nous avons
introduit dans I'inégalité (5), on peut introduire' une suite -de
nombres positifs ¢,, ¢;, ..., Cus ... Avant d'appliquer linégahte
de Holder, I'inégalité (2) peut s’ ecnre
p
1=

2
faal<{axct~le"+la:c§1£§+ oo klanca| =
(’ti 2 n

On obtiendra alors d'autres expressions pour la limite inférieure
des modules des zéros de I'équation (l) dépendant également
de n paramétres arbitraires.

Communiqué le 3-XII~1947
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O JOHh0] TPAHULLM MOJYJIA KOPEHA
JEIHE AJITEBAPCKE JEJHAUMHE

On
II. MAPKOBHRA

V 0BOM paiy MBHOCH Ce jellHa e/leMeHTapHa M OMLITA M~
TOHa 3a JloGuBae Joke rpatuile MOAYJNa Kopeha anreGapcke
;enuaquaa

- MeTojna Ce y OBOM CacCTOjH.

JlecHa cTpaHa HejeqHauuHe

(1) 8 <Slaler,  [x]-p,

v=zl
Koja ce MOXe q)opmupa'm us jare anre6apcxe jennauuHe

: Za,,x“-(}

' v={
wynopebyje ce* HENOCPEIHO WM NOCPEJHO Ca HEKUM JPYIHM
norofgHo uzabpaHum ¥ 1o ¢opmu ciuusum uspasom. Taj uspas
mMoXe GHTH MOJHHOM 1O p, pel Mo cBe BehuMm CreneHuma ox o,
W W3BeCTaH 36Wp BeluuuHa |a,|.
I. ¥nopenu nu ce He}ennaqnna (1) HenmocpenHo ca penom

¢(p)= Z byp?,

ve=l

rae cy b,>0, a pel KonsepreHtan 8a O<p<r, W TpUMEHY Nu
ce TeopeMa O T'OPHO] rpaHHL apHTMeTHYKe cpeguHe GpojeBa
“;vl Ca NO3HTHBHEM Koe(bnuuyeﬂ'rnma by p¥, noGuke ce
v

[t i a| )

=t < Max =

9 (o). b [T

1<ven
a ojasfne OBaj peayxarar: A
ako ce usabepe fynkyuja ¢ (p) Mako, da jednasuna

| 8,1
B
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uma fedan Bosuiiusak kopen p,, Ho llakas 0a ce nHasa3u y uniiep-
saay (0, r), maj kopen Bpelicliasma Oowy ipanuyy Modyaa
kopera Oailie aaiebapcke jeOnauune.

Towro y pesynrar ynasu npoussosbHa ¢QyHKUHMa @, TO
ce 3a IbeHe CreuHjanHe BpPeIHOCTH MOry IOGMTH PasHOBPCHA
npaBuiia 3a JOMY MPaHHLLy MOLYyJa KOpeHa anre6apcke jenHayuHe,

IIl. Ako ce Hejemnauuna (1) npeTXoaHO Mmajopupa nomohy
 HeKe KJIacHYHe HejelHauuHe,Nla 3aTHM M3BpIIK mopeheibe Hase-
JBEHO y NpeTXOXHOM CTaBy, pobuke ce HOBH OOJMUM 32 IOHY
rpaHuily MOJyJa KopeHa JlaTe anrefapcke jexHauuHe.

Tako, Ha np., mopudukauujom Hejexnaynne (2) y

60| < @y t] S+ ;8 | G5 4o+ |0t | 55

" npumeﬂém Holder-ose nejennauuxe noGuke ce oBaj pesyirar:
ako ce ca t,m uw m' O3Haie @pu Go3ulusra Opoja, 00 koiux
m u m 3a008a/6aBajy jeOHAYuURY

——I-.+-—l-'_-ssl’
m m

domwa wpanuya modyaa kopena Oaiie asteGapcke jeOnasune Ouke

Oailia uspasom
la,|¢

# m"

aols (et 7)™

y=1

m

s
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