LE POTENTIEL D'UN CORPS ELASTIQUE
SOUS FORME DIADIQUE

Par
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Sous l'action des forces extérieures le corps é'astique se
déforme. Cette déformation est donnée par la denvee du vecteur

de deplacement dans la direction du vecteur dr,
ds =(dr v) s,
.—)
c'est-a-dire comme le produit scalaire gauche d’affineur 3Vs§
‘et du vecteur dr

. - > ->
a ds-(ar}vsi).
. La déformation se compose des dilatation et glissement
qui durant la rotation restent invariables, de sorte que I'affineur
devient le tenseur

@ Tee/ﬁ(svzmzvz)

dont la forme diadiqug est )
T.=ex _i)?€+eyy ﬁ?%ﬂzzz% '€§+ /2exy(§—i’_j)§+§~j)_i)z)+

e T e L

avec le premier scalaire

3) St —exx+eyy+ezz —leS (1 T)

oit I est le tenseur-unité ayant le caractere d'unité scalaire,
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Durant cette déformation les forces produisent un travail
.qui se transforme en énergie potentielle de deformatlon (,,strain

energy*).

- Pour un deplacement virtuel, en supposant pendant le dé-
"placement les forces extérieures constantes, le _travail de- défor-
mation sera :

() 6A=f(36;)dl/+ f(;’va?)df,
vV F

> ' >
ot PdV est la force due au volume et p,df la force due a la
._)
surface. La tension p, peut—étre interprétée comme le produit

scalaire -du vecteur-unité v, dans le sens de la normale, par .
le tenseur de tension T,

(5) 7 | . gv = (‘\:' Tn ) ’
“dont la forme &iadique est

Tn - Xx ; % + y g—]’
HITD+ Y. (T4
avec le premier scalaire

Si-X+ Y+ Z..

On aura ainsi pour le travail

s - IPGS dV+f( T,,Ss)df

ZA X, (771

, i
) L3437,

e
%‘fg

En vertu de la formule de transformatlon de Gauss -cette
expression prend la forme suivante

sA=f(Pas)dV+fdiv (Tnai)dv
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ou, éprés développement,.
© oA [[B+(yT.), Yav+ [(T.(ws))av.
. 74 V.

En vertu de la loi de Navier le premier terme est égal a
zéro, de sorte que on peut, d'apres Lagally, donner a cette
expression la forme suivante

) A= [(TLTav

Cependant, durant le déplacement réel les tensions ne sont
pas constantes mais les fonctions des déformations. Ces der-
nieres s'expriment, par la loi de Hooke, sous la forme suivante

"o 1+0¢ c n
(8) Te=T T"—ESI 1,
(8") T,,=2}1Te+}} S; I,

ol : '

E est le module d'élasticité de Young,
o la constante de Poisson,
A, p les constantes de Lamé.

En portant ces valeurs dans I'équation (7), on aura
9) 6A=ﬂzpa(Te,Te)+xst(l Te))dV
v

or, comme - ‘,
S(Te, Te)=1/2 S(Te,. Te),

le travail total sera :

(10) ,A=J~(}1(ATe, T,) +1/2x(S§)2)dv.
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En faisant intervenir (7), cette expression peut s'écrire -
(11) A ﬂ-i/zf(T,, Te)dV,
v N
C'est-a-dire

i AT 7.)- E(sl))dv

Par le potentiel d'un corps élastique nous entendons le tra-
vail de déformation pour le volume-unité, ou le travail specrf:que
de deformancm (,,specific strain energy“), de sorte qu'on peut
“écrire

(13) - -4(T. T.).

En vertu des (8) et (8”) on peut montrer que le poten‘uel ne
- dépend que de la fonction des tensions ou que des déformations.

0 BT T -5 (S,
as)  H-u(T. T)+/2x(Sl

Par suite du changement d'état de tensxon le potentxel
devient

(16) ol1-(T., sT.)-(T. T.).

Nous pouvons donc conclure: si le potentiel est exprimé
comme fonction du tenseur de tension seulement, le tenseur de
déformation s'obtient par la différentiation, et inversement (Love —
wStrain energy fonction®).

En coordonnées rectangulaires, le potentiel peut étre ex-
primé, grice aux relations (2') et (5'), sous la forme suivante

(1 I7T- Yo(Xx xx+ ¥y eyy +2Z; €z + ZXy exy +2X; exz +2V; ey2),
ou, pour (14) et (15),

(1%) '[]_‘+"[xx+.v + Z242(X2+ Vi+ Z2)]-

=35 (Xat Vy+ 22,
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(19) ”= B [eix +e§y + eﬁz - 2 (eiy + e?}z + ezx)] +1/2 }‘-(exx"‘eyy‘f‘ezz)z

En vertu de la’ conclusion formulée ci- dessus de ces expres- -
sions il suit

ol 1 ’ -8l

—5 = Xs~ 6 (V,+Z,)] =exx; =2 lyy,
8va E y )] XX/ 6X y
(20) o . ' o
- = X =2X,, etc, -
S eyy ) , 8 exy ,

résultats qui sont en accord avec la loi de Hooke.

De toutes les hypotheses relatives a la rigidité des maté-
riaux (Coulomb - Guest; Mohr; Mariotte - S.. Venant) la plus .
moderne *est celle de Hubert-Hencky, qui prend le déviateur
comme le représentant des déformations (avec Schouten).

Nous pouvons représenter le tenseur de tension comme la
somme du déviateur et du tenseur-unitg,

@y - T.-D.+3 81,

 C'est-a-dire les tensions sont

VXx'—‘X:Ic"'me yy=y;+pm; Zz=Z:z+pm;
oll : :

22) Pn=—5 S -3 Xt Yyt Z2).

Le premier" scalaire du déviateur est égal a zero,
. St=Xe+Vy+Z,=0

et la déformation ne change que la forme mais pas le volume,
et le potentiel (,Gestaltinderungsarbeit“ — Mises, Hencky,
Lode) est donné par

@) IT"-,(D, Te)=1/;(T,, T.)-4s(IT.),
or comme

(T
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on aura :
L 0 ~ 1-2¢ |

) I =+, (T T. )- 522 (sty.
D'apres les relations (18) on aura
) ”0 l+0’ 2, N o 2
(25) (Xx Y)+(Vy - Z)P+(Z:- Xo)*+2(Xy +
+X24Y? )}
et pour les tensions princ’ipales nous aurons ‘
@) IT'- 1”{(X V) (V- ZoY+ (Ze- X)z}

Pour la distribution des tensions dans le plan on aura
Z,=0, et

: x,.y /z(xg'—yy)ii/zl/(xx—yy>2+4xy2,
de sorte que le potentiel devient

@ II'- l+"{(X y)+yl-r)<l}41/2 ,

ol Xg est la tension admissible.

Pour la répartition linéaire des tensions, on a
(28)  WXEraxi<X,. ' |
Cette formule s'applique a I'heure actuelle surtout au cas de

resxstance composée (la transmission).

Dans le cas d'une repartmon linéaire, dans la dlreqtlon
de T'axe Ox, le potentiel devient, d’apres Hencky,

'ne ~ 13+Ec Xx,

et, dans le cas de pur cisaillement, entre les plans Oxy, Oyz
il devient .

nc=lz_sx}?.
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En posant (S, Timoshenko) H = 1{., nous aurons

Xy%§X=O,557Xx,

qui est en.accord avec les résultats des épreuves obtenus avec
I'acier par W. Lode.
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