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ASYMPTOTIQUES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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En généralisant plusieurs propositions de Hardy, Littlewood
et Landau!) j’ai montré?) que: '

En supposant la fonction f(x) deux fms dérivable a par-
tir d'un x, de

f(x)»0, x>,
il résulte o
* xf'(x)»0, x> o,
lorsque, pour une valeur quelconque de C et M >0,
Cxf' (x)+ 221" (x)>M, (ou bien < —M), & partir d'un x.
En posant dans cette proposition

f(x)=xag(x)s azor
on en déduit le

Théortme 1. Soit g(x) deux fois dérivable a partir
d'un x et.a réel quelconque; de.

gx)=0(x"%, x>,
il résulte o
g®=0x"""), x>0,

1) voir loc. cit. ?).

?) J. Karamata — Quelques théorémes de nature tauberienne
relatifs aux intégrales et aux séries. Bulleﬁn de lAcademxe royale serbe,
N2 2, p 169—205. (1935)
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lorsque, pour une valeur quelconque de C et M >0, la condition
(1) Cx*tlg (x) + 22 g (x)>-M, (ou bien <M)
est satisfaite, & partir d'une valeur de x.

" En particulier, pour .
' C=M=0,
-I'on obtient le ‘

Théoréme. 2. La fonction y(x) étant supposée convexe
'@ partir d'une valeur de x, de

y(®)=0(x"%, x>0,
il résulte

Y @=o(x"%Y, xow,
qaelque soit a réel

Le fait, que dans la. condition (1) figurent les différentes
dérivées de la fonction g(x), suggere 'application- de ces théo-
remes 2 I'étude des valeurs asymptohques des mtegrales des
équations différentielles.

A titre d’exemple, nous allons considérer l’equatlon diffé-
rentielle du second ordre
2). | Y =f®yr, 2>0,
étudiée par V. Avakumovi¢ dans la Note®). Il est vrai que nous
n'obtenons pas, du moins dans le cas A > 1, des résultats aussi
précis que Avakumovi¢, mais notre but est plutdt de montrer
comment on peut utiliser les théorémes cités dans ce genre
de questions.

Le probleme proposé par Avakumovié¢ est de trouver la
valeur asymptotique de la solution de I'équation différentielle
(2), qui tend vers zéro lorsque x-» 0, en supposant que la fonc-
tion f(x) satisfait 2 la condition ‘

3) _ f(x)>Cx‘5, avec 0<8<2.

Du fait que f (x)>0 la fonction y(x) est, d'aprés (2),
convexe, donc par 1’apphcat:on du Théoreme 2 (avec a=0), de
I’hypothese

~ y(x)~0, x>0,
3 voir p. 101.” '
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il résulte que

(4) Y (®=o(1/x), x>0,
Dautre part, en intégrant I'équation (2) de x & o et en
tenant compte de I'hypothese (3), I'on obtient »

-y <x>=ff(t> () dt> cft-m(t) ,

C'est-a-dire

L
) £0- [rop@ar<-Ly .
Donc, d’'apres (4),

g(x)ﬁft—ﬁyh(t)dt=o(i/x), x>0,

En appliquant a cette relation le Théoreme 1, il résulte que

- (®)=x""pr)=0(1/x*), x>,
lorsque
Cx2g' (x)+x* g" (x) = (C—9) xz-8 PHE)+ AT P () (1) <M,
condition qui est certainement satisfaite lorsque C=85.
Ainsi. 7 .
YA =0(x*7%, xse0,
c. a d. ‘
i .8
y@=0(x %), w2,
En tenant compte de ce résultat par une seconde appli-
cation du Théoreme 2, avec a= il ressort que

}\ N
2-38

y (x)=o(x I“T), X500,
qui, d'apres (5), donne - '

-}

g(x) =j‘t~8 a0 d‘tzo/(x_l—z*Ta), PET R

X
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Par une nouvelle application du Théoreme 1 a cette rela-
tion, il résulte
. 2 28
g (H)=xTBy (x)=o(x ) ), x>,

28 58
y(x)=o(x L B

En répétant ce raisonnement n fois de suite, 'on obtient

1 1 1
_(zfs) (K+F+m+;7)) -
, .

y (x).=,0(x

quelque soit n.
Donc, en posant

@
[
3]
L
O

»
|
bt

il résulte que, pour A>1,

y(x)=o(x—e+8), PRY
quelque petit que soit £>0. Ce résultat est moins’ précis que
celui obtenu par Avakumovié, puisque il montre que

y(x)=0(x"%, x>0,
Mais, lorsque A=<1, I'on déduit que
y(@=o0(x™), x->0,

quelque grand que soit M.

Or, lorsqie M <1, outre la solution triviale y=0, il n'existe
pas de solution qui — 0 avec /,. Tandis que dans le cas A =1,
c'est-a-dire lorsque I'équation différentielle est linéaire, la solution
qui —0 avec !/, est de 'ordre de grandeur de

exp(- sz%a).
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