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LES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES COMPLEXES
DES GROUPES SL(3,p), PSL(3,p)

Erhan Guzel

Résumé. Dans ce travall on obtient toutes les représentations irréductibles complexes des
groupes SL(3,p) et PSL (3,p) définis sur le corps Z,.

1. Introduction. Les caracteres irréductibles complexes des groupes
PSL(2,p); SL(2,q9),GL(2,9); GL(3,9),GL(4,9); GL(n, q); SL(3,q), PSL(3, q) défi-
nis sur le corps GF(q)(q = p®;p primitif) ont été étudiés respectivement par Frobe-
nius [4] (1986); Schur [7], Jordan [6] (1907); Steinberg [9](1951); Green [5] (1955);
Simpson et Frame [8] (1973). Drobotenko [3, 4] a obtenu toutes les représentations
irréductibles complexes des groupes GL(3,q) et GL(4,q) en 1967 et 1971.

2. Les Représentations Irréductibles Complexes du Groupe SL(3,p).
Soit G = SL(3,p), considérons les éléments suivants de G:

101 110 100
a=| 10|, b= 1 0|, ec= 11
1 1 1

Soient A, B, C' les groupes cycliques dont les génératurs sont respectivement a, b, c.
1l existe donc les sous-groupes suivants de G-

D=AxB, H=D. C,|D|=p* | H |=p*

Le tableau des caracteres irréductibles complexes du groupe H est donné par
le tableau 1 [3].

Nous pouvons donner les lemmes suivants:

LEMME 1. Soitd = (p—1,3) = 3, soit g un générateur du groupe multiplicatif
Z3; p=1 (mod 6) et soit R={a€Zj|a=g", u=0 (mod3)} CZ;.
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(p — 1)2/3 classes de type Cs de H sont inclues respectivement dans les classes
CcO, cM) Cc2* de @ si, et seulement si, les conditions suivantes sont respective-
ment vérifiées:

X)k =t (mod R)
Y)(k,t) € R x gR; (k,t) € gR x ¢°R; (k,t) € R xR
Z) (k,t) e R x ¢’R: (k,t) € gR x R; (k,t) € ¢°R x gR.

)

kt=1,...,p—1
Classes  [v i coaniant | N\ : Nombre ;
arequivalence | GEREEIICE | e Classe) JSléments N
1 0 07
c, 10 1 1 P 1
N ,
10 kY|
C, of| »-1 1 pekh 1
! 1
1k 0]
C, 0 p—1 ) 0 ghm
| 1]
"1 0 0]
c, P S p—1 p 0 etn
! 1.
1 k 07
, ’ P » 0 chkmin
1]

LEMME 2. Soit d = 3, soient z,y € {1,...,p —1}; z = ¢g“(modp), y =

9" (modp)

1) Siz =y (modp) et u = v(mod 3), le nombre de couples (x,y) solutions
de la congruence © +y =0 (modp) est p— 1.

2) Le nombre de couples (z,y) solutions de la congruence z +y =1 (mod p)

est p— 2.

*1] c©) ¢, ) gont les classes d’équivalence dont les représentants sont respectivement

1 1 0
1 1
1

|

1 g 0

1 g2 0
1 1], 1 1]-
1 1
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3) Si u = v(mod 3), le nombre de couples (x,y) solutions de la congruence
x4y =1 (mod p) est (p—4)/3.

4) Si v = v(mod 3), le nombre de couples (x,y) = (y,x) solutions de la
congruence z +y =1 (mod p) est (p —1)/3.

5) Dans les cas 2),3),4) en replacant la congruence x +y =1 (mod p) par
la congruence v +y = g* (mod p) (i = 1,...,p — 1) le nombre de couples (x,y)
solutions ne change pas.

Considérons maintenant les caracteres irreductibles complexes du groupe G =
SL(3,p) [8]:
d=1,3,69:5=1,... 11, i=1,...
h=ty=ti=1t3=ts=p=2, ts =[(p—1)(p—-4) +3-d|/6, tr =p(p-1)/2,
ts=(@*+p+p+1—d)/3, tog=to =t = (d—1)3/2.

Soit fl(g = ¢, Les valeurs de £U) sur les classes de H sont données par le
tableau 2.

Soit B =ehkmtin.eP = 1: k t,m,n=1,...,p— 1. Si le couple (k,t) vérifie la
condition X (ou Y ou Z), nous écrivons (k,t) € X (ou € Y ou € Z). Soient

z= > B y= > B z= > B

(kt)eX (k,t)eYy (k,t)ez

Si d = 3, nous pouvons trouver le nombre de fois que {l(j) (j =9,10,11;i=0,1,2)
est contenu dans le caractére induit @ijr’:’n:
D’apres le tableau 1. le tableau 2, le théoréme de Frobenius et le lemme 1:

WS .6 = p7*[(0° = p)/3+ (poon — (p = 1)/3)px + (P01 — (p — 1)/3)py+
+(pdan — (p — 1)/3)pz]™
Si nous prenons m = g* (mod p) et n = g¥ (mod p), d’apres le lemme 2
u = v (mod 3) =>r=2p+1)/3, y=2=—-(p—1)/3
(u,0) =5 (0,2),(1,0),(2, )" 22 =2=-(p-1)/3, y = 20+ 1)/3
(u,v) =3 (0,1),(1,2),(2,0) =zx=y=—(p—1)/3, z=(2p+1)/3

Ainsi, la décomposition de £9)(j; = 1,...,11) en somme de caractéres
irréductibles de H peut s’écrire comme ci dessous:
d=1,3
W =y €®) =(p+2)S3 + 354+ So + S1 + Sz + 61

(1) €D =834+8,+2p €7 =pSs+ 84+ So + S + 5o

(*)6in = 1; i=h
"= No iR

(*)(u,v) =3 (a,b) & u = a (mod 3), v = b (mod 3)
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€B) =84 S+ 3¢ E® = (p—1)S54 So+ S1+ S,

€W =pS3+ Sy+ So+ Si+ So+ ¢ ¢ =

iH = (p — 1)/3 - S3+ Sy + S+ 3’¢J;
30 =0,1,2
€O =(p+1)S5+ 254+ So + 1 + S + 3 €1 = =p-1)/3- S5+ S;
Ici
Y =to,0
So 2221/}’”’"5 u = v(mod 3)
Sl :Zz¢m,n; (U>U) =3 (0)2)7 (170)) (27 1)
S =3 tmm; (u,v) =3 (0,1),(1,2) (2,0)
p—1
53 :Z(}fl; S4 = Z(djm,n + ¢O,n)
i=1 m,n
(m,n=1,..

-»,p=1;m = g"(modp), n = g"(modp))

D’apres le théoreeme de Frobenius et (1):

d=1,3
to ts ta ts te tr
Go=Ul, =Y €+ P+ 3 e 125 e #3833 eV + Y e+
i=1 i=1 =1 =1 =1 =1
2
® (e
=1
ta ts te tr tg d _ 1 11 )
Gin=2 80+ Y+l + Y+ () s
=1 i=1 i=1 =1 =1 7=9
u = v (mod 3)

ta ts ts tr ts d—1 11 .
=28 +3e7 e+ e+ e + () e
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 7j=9

(u,v) =3 (0,2), (1,0), (2,1)

ta ts te tr tg d—1 11 )
W=D &Y+ >l >+ () e
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 7j=9

(u,v) =3 (07 1)) (1)2)7 (270)
(m,n=1,...,p—1; m=g"(modp), n =g’ (modp))
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Soit Mi(j) le KG modul(*) irreductible de caractere ffj) et soit My, » le KG-
modul de caractere ¢ . D’aprés (2):

d=1,3

t2 t ta t t
Mo =Mon= M+ 23: MP + 3 MY +2 25: MO +3 26: M©

2

(3) +;M§7) + (%) ; M
_ 11
mn—ZZM(] (—) Méj) u = v (mod 3)

j=4 i=1 i=9
11

Mo =35 M0+ (DS () =5 02,0,0,2,1
j=4 i=1 j=9
11

m"—ZZM(] (557) s )= 0.1, (1.2), 2.0

modp), n = g¢" (modp))

Si ¢ (1) = nl? e = | @ |7t €9 (a)a est idempotente centrale de
G

KG. D’apres (3):

e Mo = el Mo =M7; j=23i=1,.. 1

(” My =MD j=4,....8 i=1,...t
(])an—M(]), j=19,10,11; u = v (mod3)

e Mo = M5 j =9,10,11; (u,v) =5 (0,2), (1,0),(2,1)
(J> My = MY; §=9,10,11; (u,v) =5 (0,1),(1,2),(2,0)
(m,n:l,..., —1; m = g" (mod p),n = g* mod p)).

Si en,.n est 'idempotente centrale du caractere ¢, , de H, on a My, , =
KGey, . Alors, d’apres (4):

d=1,3
MY =KGePepmo j=2,3,i=1,... .t
(5) MDD =KGePeg,; j=4,...,8 i=1,...,t

M(EJ) _ KGeO emmn; §=9,10,11, u = v (mod3)

(*)K est le corps des nombres complexes



Les representations irreductibles complexes des groupes 33

MY =KGe ey n; j=9,10,11, (u,v) =5 (0,2),(1,0),(2,1)
MY = KGel e n; j=9,10,11, (u,0) =5 (0,1),(1,2), (2,0)
(m,n=1,...,p—1; m=g"(modp), n =g’ mod p))

Ainsi, on a démontré le théoreme suivant:

THEOREME. Le KG-modul du caractére irréductible §£j) du groupe G =

SL(3,p) est comme ci-dessous:
d=1,3

Depo=KGeW ey, j=2,3,i=1,... .t
KGePepmn: j=4,...,8, i=1,... .t

KG@[()j)em,n; 7 =9,10,11, u = v (mod 3)

KGelen n; j=9,10,11, (u,0) =3 (0,2), (1,0), (2, 1)
KGe e s §=9,10,11, (u,v) =5 (0,1),(1,2),(2,0)

v

(m,n=1,...,p—1; m = g"(modp),n = g¢g" (modp)

3. Les Représentations Irréductibles Complexes du Groupe
PSL(3,p). Sinous écrivons G = SL(3,p) et PG = PSL(3,p), nous avons

PG = G/Z(G).”) Les caracteres irréductibles fl@ du groupe G qui verifiant la
condition suivante sont les caracteres irréductibles du groupe PG:

&7 =¢/" 1) aez().
Alors, les caracteres irréductibles du groupe PSL(3,p) sont comme ci-dessous [8]:
d=1,3,67; j=1,...,9, i=1,...,t;
th=ty=t) =1ty =ty = (p—4)/3, tg = (p” — 5p +4)/18,
tr =[p* —p+3(d=3)]/6, ty = (p* +p—2)/9, ty = (d —1)3/2

D’autre part, pour le groupe H considéré & §2, H N Z(G) = {I}. Le groupe
H est donc isomorphe & un sous-groupe de PG.

Alors, si nous prenons PG au lieu de G, pour j =2,...,9 (1),(2),(3), (4), (5)
et le théoreme ne changent pas.
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