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LES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES COMPLEXES

DES GROUPES SL(3,p), PSL(3,p)

Erhan G�uzel

R�esum�e. Dans ce travall on obtient toutes les repr�esentations irr�eductibles complexes des
groupes SL(3; p) et PSL (3; p) d�e�nis sur le corps Zp.

.

1. Introduction. Les caract�eres irr�eductibles complexes des groupes
PSL(2; p);SL(2; q); GL(2; q);GL(3; q); GL(4; q);GL(n; q);SL(3; q); PSL(3; q) d�e�-
nis sur le corps GF (q)(q = ps; p primitif) ont �et�e �etudi�es respectivement par Frobe-
nius [4] (1986); Schur [7], Jordan [6] (1907); Steinberg [9](1951); Green [5] (1955);
Simpson et Frame [8] (1973). Drobotenko [3, 4] a obtenu toutes les repr�esentations
irr�eductibles complexes des groupes GL(3; q) et GL(4; q) en 1967 et 1971.

2. Les Repr�esentations Irr�eductibles Complexes du Groupe SL(3; p).
Soit G = SL(3; p), consid�erons les �el�ements suivants de G:

a =

2
4
1 0 1

1 0
1

3
5 ; b =

2
4
1 1 0

1 0
1

3
5 ; c =

2
4
1 0 0

1 1
1

3
5 :

Soient A;B;C les groupes cycliques dont les g�en�eraturs sont respectivement a; b; c.
Il existe donc les sous-groupes suivants de G:

D = A�B; H = D: C; j D j= p2; j H j= p3:

Le tableau des caract�eres irr�eductibles complexes du groupe H est donn�e par
le tableau 1 [3].

Nous pouvons donner les lemmes suivants:

Lemme 1. Soit d = (p�1; 3) = 3, soit g un g�en�erateur du groupe multiplicatif
Zxp ; p � 1 (mod 6) et soit R = f� 2 Zxp j � = gu; u � 0 (mod 3)g � Zxp .
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(p � 1)2=3 classes de type C5 de H sont inclues respectivement dans les classes
C(0); C(1); C(2)* de G si, et seulement si, les conditions suivantes sont respective-
ment v�eri��ees:

X) k � t (mod R)

Y ) (k; t) 2 R� gR; (k; t) 2 gR� g2R; (k; t) 2 g2R�R

Z) (k; t) 2 R� g2R : (k; t) 2 gR�R; (k; t) 2 g2R� gR:

Lemme 2. Soit d = 3, soient x; y 2 f1; . . . ; p � 1g; x � gu(mod p); y �
gv(mod p)

1) Si x � y (mod p) et u � v(mod 3), le nombre de couples (x; y) solutions
de la congruence x+ y � 0 (mod p) est p� 1.

2) Le nombre de couples (x; y) solutions de la congruence x+ y � 1 (mod p)
est p� 2.

*[1] C(0); C(1); C(2) sont les classes d'�equivalence dont les repr�esentants sont respectivement2
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3) Si u � v(mod 3), le nombre de couples (x; y) solutions de la congruence
x+ y � 1 (mod p) est (p� 4)=3.

4) Si u � v(mod 3), le nombre de couples (x; y) = (y; x) solutions de la
congruence x+ y � 1 (mod p) est (p� 1)=3.

5) Dans les cas 2); 3); 4) en replacant la congruence x + y � 1 (mod p) par
la congruence x + y � gi (mod p) (i = 1; . . . ; p � 1) le nombre de couples (x; y)
solutions ne change pas.

Consid�erons maintenant les caract�eres irr�eductibles complexes du groupe G =
SL(3; p) [8]:

d = 1; 3; �
(j)
i ; j = 1; . . . ; 11; i = 1; . . . ; tj ;

t1 = t2 = t4 = 1; t3 = t5 = p� 2; t6 = [(p� 1)(p� 4) + 3� d]=6; t7 = p(p� 1)=2;

t8 = (p2 + p+ p+ 1� d)=3; t9 = t10 = t11 = (d� 1)3=2:

Soit �
(j)
iH = �(j). Les valeurs de �(j) sur les classes de H sont donn�ees par le

tableau 2.

Soit � = "km+tn; "p = 1; k; t;m; n = 1; . . . ; p� 1. Si le couple (k; t) v�eri�e la
condition X (ou Y ou Z), nous �ecrivons (k; t) 2 X (ou 2 Y ou 2 Z). Soient

x =
X

(k;t)2X

�; y =
X

(k;t)2Y

�; z =
X

(k;t)2Z

�

Si d = 3, nous pouvons trouver le nombre de fois que �
(j)
i (j = 9; 10; 11; i = 0; 1; 2)

est contenu dans le caract�ere induit  Gm;n:

D'apr�es le tableau 1. le tableau 2, le th�eor�eme de Frobenius et le lemme 1:

( Gm;n�
(j)
i = p�3[(p3 � p)=3 + (pÆoh � (p� 1)=3)px+ (pÆ1h � (p� 1)=3)py+

+(pÆ2h � (p� 1)=3)pz](�)

Si nous prenons m � gu (mod p) et n � gv (mod p), d'apr�es le lemme 2

u � v (mod 3) )x = (2p+ 1)=3; y = z = �(p� 1)=3

(u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)
(�) )x = z = �(p� 1)=3; y = (2p+ 1)=3

(u; v) �3 (0; 1); (1; 2); (2; 0) )x = y = �(p� 1)=3; z = (2p+ 1)=3

Ainsi, la d�ecomposition de �(j)(j = 1; . . . ; 11) en somme de caract�eres
irr�eductibles de H peut s'�ecrire comme ci dessous:

d = 1; 3

�(1) =  �(6) =(p+ 2)S3 + 3S4 + S0 + S1 + S2 + 6 

�(2) = S3 + S4 + 2 �(7) =pS3 + S4 + S0 + S1 + S2(1)

(*)Æih =

(
1; i = h

0; i 6= h

(*)(u; v) �3 (a; b), u � a (mod 3), v � b (mod 3)
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�(3)=S3+ S4+ 3 �(8)= (p� 1)S3+ S0+ S1+ S2

�(4)=pS3+ S4+ S0+ S1+ S2+  �
(9)
iH = (p� 1)=3 � S3+ S4+ Si+ 3 ;

; i = 0; 1; 2

�(5)=(p+ 1)S3 + 2S4 + S0 + S1 + S2 + 3 �
(10)
iH = �

(11)
iH = (p� 1)=3 � S3 + Si

Ici

 = 0;0

S0 =
X
m

X
n

 m;n; u � v(mod 3)

S1 =
X
m

X
n

 m;n; (u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)

S2 =
X
m

X
n

 m;n; (u; v) �3 (0; 1); (1; 2) (2; 0)

S3 =

p�1X
i=1

�H
i ; S4 =

X
m;n

( m;n +  0;n)

(m;n = 1; . . . ; ; p� 1; m � gu(mod p); n � gv(mod p))

D'apr�es le th�eore�eme de Frobenius et (1):

d = 1; 3

 Gm;0 =  G0;n =

t2X
i=1

�
(2)
i +

t3X
i=1

�
(3)
i +

t4X
i=1

�
(4)
i + 2

t5X
i=1

�
(5)
i + 3

t6X
i=1

�
(6)
i +

t7X
i=1

�
(7)
i +

+
�d� 1

2

� 2X
i=1

�
(9)
i(2)

�Gm;n =

t4X
i=1

�
(4)
i +

t5X
i=1

�
(5)
i +

t6X
i=1

�
(6)
i +

t7X
i=1

�
(7)
i +

t8X
i=1

�
(8)
i +

�d� 1

2

� 11X
j=9

�
(j)
0 ;

u � v (mod 3)

�Gm;n =

t4X
i=1

�
(4)
i +

t5X
i=1

�
(5)
i +

t6X
i=1

�
(6)
i +

t7X
i=1

�
(7)
i +

t8X
i=1

�
(8)
i +

�d� 1

2

� 11X
j=9

�
(j)
1 ;

(u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)

 Gm;n =

t4X
i=1

�
(4)
i +

t5X
i=1

�
(5)
i +

t6X
i=1

�
(6)
i +

t7X
i=1

�
(7)
i +

t8X
i=1

�
(8)
i +

�d� 1

2

� 11X
j=9

�
(j)
2 ;

(u; v) �3 (0; 1); (1; 2); (2; 0)

(m;n = 1; . . . ; p� 1; m � gu (mod p); n � gv (mod p))
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Soit M
(j)
i le KG modul(*) irr�eductible de caract�ere �

(j)
i et soit Mm;n le KG-

modul de caract�ere  Gm;n. D'apr�es (2):

d = 1; 3

Mm;0 =M0;n =

t2X
i=1

M
(2)
i +

t3X
i=1

M
(3)
i +

t4X
i=1

M
(4)
i + 2

t5X
i=1

M
(5)
i + 3

t6X
i=1

M
(6)
i +

+

t7X
i=1

M
(7)
i +

�d� 1

2

� 2X
i=0

M
(9)
i(3)

Mm;n =

8X
j=4

tjX
i=1

M
(j)
i +

�d� 1

2

� 11X
j=9

M
(j)
0 ; u � v (mod 3)

Mm;n =
8X

j=4

tjX
i=1

M
(j)
i +

�d� 1

2

� 11X
j=9

M
(j)
1 ; (u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)

Mm;n =

8X
j=4

tjX
i=1

M
(j)
i +

�d� 1

2

� 11X
j=9

M
(j)
2 ; (u; v) �3 (0; 1); (1; 2); (2; 0)

(m;n = 1; . . . ; p� 1; m � gu (mod p); n � gv (mod p))

Si �
(j)
i (1) = n

(j)
i ; e

(j)
i = n

(j)
i j G j�1

P
a2G

�
(j)
i (a�1)a est l'idempotente centrale de

KG. D'apr�es (3):
d = 1; 3

(4)

e
(j)
j Mm;0 = e

(j)
i M0;n =M

(j)
i ; j = 2; 3; i = 1; . . . ; tj

e
(j)
i Mm;n =M

(j)
i ; j = 4; . . . ; 8; i = 1; . . . ; tj

e
(j)
0 Mm;n =M

(j)
0 ; j = 9; 10; 11; u � v (mod 3)

e
(j)
1 Mm:n =M

(j)
1 ; j = 9; 10; 11; (u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)

e
(j)
2 Mm:n =M

(j)
2 ; j = 9; 10; 11; (u; v) �3 (0; 1); (1; 2); (2; 0)

(m;n = 1; . . . ; p� 1; m � gu (mod p); n � gv mod p)):

Si em:n est l'idempotente centrale du caract�ere  m;n de H , on a Mm;n =
KGem;n. Alors, d'apr�es (4):

d = 1; 3

(5)

M
(j)
i = KGe

(j)
i em;0; j = 2; 3; i = 1; . . . ; tj

M
(j)
i = KGe

(j)
i e0;n; j = 4; . . . ; 8; i = 1; . . . ; tj

M
(j)
0 = KGe

(j)
0 em;n; j = 9; 10; 11; u � v (mod 3)

(*)K est le corps des nombres complexes
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M
(j)
1 = KGe

(j)
1 em;n; j = 9; 10; 11; (u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)

M
(j)
2 = KGe

(j)
2 em;n; j = 9; 10; 11; (u; v) �3 (0; 1); (1; 2); (2; 0)

(m;n = 1; . . . ; p� 1; m � gu (mod p); n � gv mod p))

Ainsi, on a d�emontr�e le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme. Le KG-modul du caract�ere irr�eductible �
(j)
i du groupe G =

SL(3; p) est comme ci-dessous:
d = 1; 3

KGe
(j)
i em;0 =KGe

(j)
i e0;n; j = 2; 3; i = 1; . . . ; tj

KGe
(j)
i em;n; j = 4; . . . ; 8; i = 1; . . . ; tj

KGe
(j)
0 em;n; j = 9; 10; 11; u � v (mod 3)

KGe
(j)
1 em;n; j = 9; 10; 11; (u; v) �3 (0; 2); (1; 0); (2; 1)

KGe
(j)
2 em;n; j = 9; 10; 11; (u; v) �3 (0; 1); (1; 2); (2; 0)

(m;n = 1; . . . ; p� 1; m � gu (mod p); n � gv (mod p)

3. Les Repr�esentations Irr�eductibles Complexes du Groupe

PSL(3; p). Si nous �ecrivons G = SL(3; p) et PG = PSL(3; p), nous avons

PG = G=Z(G):(�) Les caract�eres irr�eductibles �
(j)
i du groupe G qui veri�ant la

condition suivante sont les caract�eres irr�eductibles du groupe PG:

�
(j)
i (a) = �

(j)
i (1); a 2 Z(G):

Alors, les caract�eres irr�eductibles du groupe PSL(3; p) sont comme ci-dessous [8]:

d = 1; 3; �
(j)
i ; j = 1; . . . ; 9; i = 1; . . . ; t0j ;

t01 = t02 = t04 = 1; t03 = t05 = (p� 4)=3; t06 = (p2 � 5p+ 4)=18;

t07 = [p2 � p+ 3(d� 3)]=6; t08 = (p2 + p� 2)=9; t09 = (d� 1)3=2

D'autre part, pour le groupe H consid�er�e �a x 2; H \ Z(G) = fIg. Le groupe
H est donc isomorphe �a un sous-groupe de PG.

Alors, si nous prenons PG au lieu de G, pour j = 2; . . . ; 9 (1); (2); (3); (4); (5)
et le th�eor�eme ne changent pas.
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