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Résumé. On donne une méthode de ’obtention des classes de 1'équation
de Riccati effectivement intégrables avec deux coefficients arbitraires et le tro-
isitme dépendant de ceux-ci et d’une fonction arbitraire. On cite quinze clas-
ses d’équation de Riccati qui sont des généralisations beaucoup de classes par-
ticuliéres conclues dans les livres de Kamke et de Murphy. Elles sont effe-
ctivement intégrables d’aprés la connaissance de leurs solutions particuliéres.
On formule aussi douze conditions suffisantes d’intégrabilité de ladite équation.
Les conditions citées sont des généralisations de certaines conditions donnés
‘avant. On montre la possibilité de faire le déplacement des résultats obtenus
sur I’équation du second ordre.

Indrotuction

Dans la présente note nous allons étudier ’équation de Riccati
0.1) V=a(x)y*+b(x)y+c(x),

ot a(x)#0, a(x), b(x) et c(x)=C dans Pintervalle X, au point de vue de
I'existence de ses solutions particuliéres. On sait bien, que la connaissance
d’une solution particuliere de cette équation, donne la possibilité de la réso-
udre effectivement (v. p. ex. (3) p. 22, (4) p. 45, (11) p. 16, (9) p. 86). La
méme remarque concerne ’équation différentielle linéaire du second ordre, qui
est liée avec 1’équation (0.1) par la rélation bien connue

0.2) a(x)y=—u'lu.
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Il est probable que la connaissance de telles classes générales de 1’équa-
tion de Riccati (v. ce travail p. ex les classes d’équations: (2.3), (3.5) — (3.7)
etc.) effectivement intégrables crée la possibilité de I’intégration en quadratures
de certaines équations du deuxiéme ordre importantes dans des applications.

Dans notre travail (5) nous avons donné quelques critéres suffisants
d’intégrabilité par quadratures de 1’équation de Riccati et de méme quelques
classes: de équation de Riccati avec deux coefficients arbitraire:, intégrables
grace a la connaissance de leurs colutions particuliéres. Dans cette note-ci,
nous présenterons des généralisations prés de tous résultats obtenus dans (5).

Dans nos considérations qui succéderont, la fonction arbitraire u (x) joue
un rdle trés important. Comme nous le verrons, dans le travail (5) cette fon-
ction — 13, est égale & zéro.

Nous remarquons encore qu’en faisant une vérification des équations de
Riccati conclues dans les traités de Kamke (3) ou (4) et de Murphy (11),
nous avons compté une équation a la classe donnée dans ce travail, en choi-
sissant parmi six fonctions w(x) — celle qui est la plus simple. Par exemple,
pour I’équation

0.3) YV =y"+2x+xDy+x?

qui posséde la solution particuliere y,= —x (v. (3) ou (4) p. 324 n. (1.103))
nous obtenons: @, (x)=—(x*+1), p,(x)=2x% u,(x)=-~x2+1), ()=
~2x*—1, ps(x)=x% p,(x)= —1. On peut obtenir I’équation- (0.3) de chaque
classe d’équations donnée dans notre travail en choissant convenablement Ia
fonction p.(x), les deux de trois fonctions a(x), b(x) et c¢(x), et la constante
K — si la derniére est nécessaire. Par exemple, pour les classes: (2.3) — ®y (),
pour (3.5), -, (3.7) — w,(x), pour (4.5), -, (47) — u,(x) pour (5.1), (5.2)
— v, (), pour (6.5), —, (6,7 — uy(x), pour (7.5), -, (1.7) — pe(x). La
méme remarque concerne l’obtention de sa solution particulire. Comme la
fonction p(x)= —1, est la plus simple d’entre les six fonctions — u (x) citées
ci-dessus, alors nous comptons 1’équation (0.3) & des classes (7.5) — (7.7), et
nous y la citons.

Dans le chapitre I, nous donnerons 1’idée . générale de I’obtention des
classes d’équations dont les solutions particuliéres sont connues. Dans les cha-
pitres II—VII nous présenterons succésivement tous les cas de I’équation de
Riccati — intéressants au point de vue de notre méthode, et dans le chapitre
VIII on donne des remarques finales.

Nous remarquons que dans les traités de Kamke (3) ou (4) et de Murphy
(11) il y a 128 équations de Riccati, qui ne sont ni des équations de Ber-
noulli ni celles & variables séparables. De ce nombre des équations, comme
nous le verrons plus loin, on peut obtenir facilement 72 équations de six
classes seulement. Mais, on peut les obtenir exclusivement d’un moindre nom-
bre des classes données dans ce travail.

- Les problémes de l'intégration effective des équations différentielles sont
toujours actuels v. p. ex.: (1), (6), (7), (8), (10) et (12). I est probable que
- certains des résultats obtenus dans ce domaine, créeront la possibilité de ’ob-
tention de nouveaux résultats dans la théorie qualitative de certaines formes
des équations différentielles (v. aussi (2)).
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I. Une méthode de I‘obtention des classes d‘équations de Riceati
effectivement integrables

COHSldelonS Péquation de Riccati (0.1). On peut la presente1 sOus une
des formes suivantes:

wy Y =a@yP=b®y +c@),

(1.2 V=b®y =a®)y*+c(),

(1.3) YV me® =a®y+b®y;

et dans les formes:

(L4 V-a(¥)y*—e(x =bx)y,-

) Y=b®y () =a@)r

(1.6) ) i =a(x)2+b @) y+c ),
(1.7 V—a(x)y*—b(x)y=c (x).

- . Introduisons les substitutions suivantes:

(L8) V-a@y=p@x) et b®y +c(x) =p@),

(1.9) : Y=b®y =px) et a®y+cx) =p),

(1.10) Yoe@ =p@) et a(®yP+b@y=p@);

et pour (1.4) — (1.7) les substitutions: _

L1y Y —a@®y—c(®) =p(x) et bHEy =p),

(1L12)  Y=b®y —c® =p® et a@)y=pE),

(1.13) - ¥y =u(x) et a(x)y?+bE}y+c(x)=u(x),
» (1.14) V—a@y=bx)y=p(x) et c@@)=px).

Remarquons encore que, si la solution quelconque y{x) est connue, alors
la fonction y,(x) est connue aussi, si y(x) est inconnue alors la fonction u(x)
posséde la méme propriété; a 'exception de cas (1.14). C’est pouruoi ce cas
n’est pas intéressant au point de vue de la méthode présentée.

Notre méthode consiste & la résolution successivement des systémes d’équa-
tions (1.8) — (1.13), & la recherche des conditions liant les coefficients «(x),
b(x) et ¢(x) avec la fonction p(x) et puis, & la construction des classes d’équa-
tions dont les solutions particulidres sont déterminées par les équations (1.8)
— (1.13).

On voit qu’on peut toujours résoudre effectivement les équations diffé-
rentielles (1.9), (1.10), (1.12) et (1.13) et aussi les équations algébriques (1.8)
— (1.13), mais, en général, on ne peut pas résoudre des équations différen-
tielles (1.8) et (1.11), & Pexception de quelques cas particuliers. Malgré cela,
en profitant de notre méthode, on peut obtenir plus de dix conditions d’inté-
grabilité effective de P’équation de Rlccatl (0.1), grice a Ia connaissance de ces’
solutions particuliéres.

~{¥
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On peut aussi appliquer la méthode présentée aux équations différen-
tielles d’autres formes pour lesquelles la connaissance de leurs solutions parti-
culi¢res donne la possibilité de leur intégration par des quadratures (par exem-
ple 'équetion lindaire du deuxiéme ordre).

Nous avons déja annoncé cette méthode dans le travail (5) en Tappli-.
quant dans les cas (1.8), (1.9) et (1.10) avec la fonction w (x)==0 dans X. Ma-
intenant’ nous examinons tous les cas cités plus haut. Nous allons formuler
des théorémes en forme des conditions nécessaires et suffisantes de I'existence
des solutions particuliéres de I’équation de Riccati (0.1).

Dans la suite, nous nous occuperons - exclusivement de 1equatxon 0.1
avec des coefficients réels.

1L Cas y’wa(x)yzxgz(x) et'b(x)y+c(x)=p(x)

Théoreme 11, Soient les fonctions a(x)&C, b(x), c(x) et p(x)cC?,
a(x)0, b(x)#0 et w(x)sc (x) dans Uintervalle X. La condition nécessaire et
suffzsante pour que la fonction

k-
@.1) R O ySu

Soit une solution partzculzere de l’equatzon 0.1), est que. les Sfonctions a(x), b(x),
¢ (x) et p(x) satisfassent ‘d la condition

b@ =@ [e@-c@
@a . [ b() ]x-a(x)[ b ] w0

pour x& X,

Démonstration. Nécessité. Supposons que la fonction (2.1) est la
solution de I’équation (0.1): En la posant dans ’équation (0.1) nous obtenons
la condition (2.2). Suffisance. Si la condition (2.2) est satisfaite, alors on peut
déterminar la fonction a(x) par b(x), ¢(x) et p(x). En le faisant nous obte-
nons, l’equatmn (0.1) sous la forme ; ~

( p(x)~c (x)) e
¥ = b ) x P24+b(x)y+c(x).
; pRx)—c (x)) ,
T

Il -est facile de remarquer, que la fonction (2.1) est sa solution parﬁculiére;

11 est évident que cette démonstration est trés facile. Donc, nous ome-
ttrons toutes les démostrations des théorémes qui sont analogiques.

.. Remarque IL 1 Si la fonction w(x) est égalé 2 zéro dans Pinter-
valle X, nous obtenons de la solution (2.1) la solution (2.3) du travail (5), et
de la condition (2.2) la condition (2.4) de (5). v
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Corolhire IL1 La sous — classe de la classe de I’équation de Riccati
(0.1) en forme

F e =—ecx)T b (x) 2
@ ‘{[ b (x) ] "“(x)}m(x)—c(x))zy FE@yEel

est effectivement intégrable. Sa solution particuliére a la forme (5.1).

Remarque IL2 En posant u(x)=0 dans P’équation (2.3) nous obte-
nons une de trois classes données dans le travail (5) (v. coroll. IL1).

Considérons maintenant 1'équation différentielle du cas (1.8). Remarquons
qu’on ne peut pat la résoudre généralement — c’est une équation de Riccati,
mais ‘on peut faire cela dans des cas particuliers p. ex. pour p(x)==0 (v. th.
IL1 du travail (5)), et dans quelques autres donnés dans ce travail (v. les
équations: (3.5.1), (3.7.1), (4.5.1), (4.7.1)). C’est un probléme trés spécial et
nous ne nous en occupons pas ici.

D’autre part, en vertu des suppositions du th. IL.1 et supposant que
a(x)#0, on peut donner la condition (2.2) dans une forme intégrale. En le
faisant nous obtenons la condition

b ([a@dx+K)" +
(2.4) -
LA

(& (%) —c (x))?

pour x=X. On voit, que pour u(x)=0, nous obtenons la condition

+(pn(x)—c(x)){1+(/a(x)dx+K)_l

(2‘4.i) b (fa)dx+K) —e(m)=0.

Cest la condition (2.2) du travail (5) (v. th. IL.1) et en conséquence la con-
dition (2.4) est sa généralisation. La différence parmi des conditions (2.4) et
(2.4.1) est telle qu’on peut déterminer b (x) de (2.4.1) ainsi que c(x) en fon-
. ction des coefficients restants, ce qui est impossible dans le cas (2.4). Donc,
on ne peut pas dans ce cas déterminer des classes possiblement générales de
I’équation de Riccati (0.1) effectivement intégrables. Malgré cela, on peut déter-
miner la solution particuliére de I’équation (0.1), si la condition (2.4) est sa-
tisfaite. D’aprés la fonction (2.1) et de la condition (2.4) nous obtenons la
fonction

2.5 \ Vo= —a"1 (%),

‘ 2
ol oc(x)zfa(x)dx+K+ M@?
J ) —e(x) » .
me comme dans la condition (2.4). Nous -allons vérifier qu’elle est aussi la
solution de I’équation (0.1). Donc, on peut formuler le théoréme suivant:

/

dx, K — constante arbitraire la mé-

Théoreme II.2 Soient les fonctions a(x), b(x), c(x) et n(x)EC,
a(x)#0, b(x)#0, c (xX)swu(x) dans Iintervalle X. La condition suffisante pour
que la fonction (2.5), soit une solution de I’équation (0.1), est que les fonctions
a(x), c(x) et w(x) satisfassent & la condition. (2.4).
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Démonstration. Nous démontrerons que Pidentité suivante

Yo—a(x) yo=b (x)y, + ¢ ()
a lieu. D’aprés la condition (2.4) et la fonction (2.5) nous avons:

L(x)=yo—a(x)yo=

2( x) >
N LT
o (x) (@ (x) — ¢ (%)) ’

P(x)=b (x) yo ¢ ()= — a(())“(") (1 (%) — ¢ () ¢ (¥) = ().

Il en résulte que la fonction y,(x) est la solution de l’equatlon (0.1) pour la-
quelle la condition (2.4) est satisfaite.

Nous remarcquons encore qu’'on peut obtenir la condition (2.4.1) de la
condition donnée dans le travail (1), v. p. 82 I’équation (7.12), en posant
f(x)=1, et aussi que cette condition est différente de nos conditions donnees
dans ce travail. ,

Remarque I3 Les équations citées ci-dessous de Kamke (3) ou (4)

et de Murphy (11) sont des cas particuliers de l’équation (2.3): (1.16) si
w(x)=0, (1.22) si p(x)=1; (50) si w(x)=1, (51) si u(x)==0. Les coefficients
des équations: (1.16), (1.22), (50), et (51) avec les fonctions w(x) — choisies
comme plus haut, satisfont aussi & la condition (2.4). De (2.5), nous obtenons
leurs solutions particuliéres. La constante K doit étre convenablement choisie.

L. Cas y' —b(x)y=u(x) et a(x)y*+c(x)=p(x)

Théoréme L1 Soient les fonctions a(x), b(x), c(x) et p(x)EC, et
de plus: 1) a(x) (c(x)—p (¥))<0 ou 2) a(x) c(x)>0 et p(x)=0 dans X. La
condition nécessaire et suffzsante pour que les fonctions

(3.1 \ yozexp<fb(x)dx){f(p,(x)exp(—fb(x)dx))dx—l—K},

ot 1/K — const. réelle et p2(x)+K*>0 ou 2) K — const. imaginaire pure, so-
ient des solutions particuliéres de I"équation (0.1) dans intervalle X, est que les
Sfonctions a(x), b(x), c(x) et u(x) satisfassent respectivement aux conditions °

a()exp (2 b () ax) {[(wexp (-
(3.2)

~[b@ dx))dx+ K} —px)+c®=0
pour x& X (dans le deuxiéme cas il faut prendre dans (3.1) et (3.2) u(x)=0 et

la constante K imaginaire pure).

Nous avons annoncé cette condition dans le travail (5) comme exemple
de notre méthode. On démontre ce théoreme analogiquement que le th. ILI.
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Remarque II1 Pour p(x)=0 dans Pintervalle X, et la constante K
réelle nous obtenons le th. III.1 du travail (5) — v. la condition (3.9) avec le
signe plus. Pour p(x)=0 dans X, et la constante K imaginaire pure, nous ob-
tenons la condition (3.9) du travail (5) avec le signe moins. Les solutions
réelles dans ce dernier cas sont données dans le méme travail — v. remarque

1.1, les formules (3.8.1) et (3.8.2) de (5).

La premiére partie du th. IIL1 est une- généralisation de la premiére
partie du th. IIL.1 du travail (5), et la deuxiéme a la méme forme que celle
danc le travail (5). L’admission de la . constante K imaginaire pure, dans la
solution (3.1) et simultanément u(x)=0, si a(x) ¢(x)>0, est possible, car dans

~ ce cas les équations obtenues ont aussi les coefficients réels (v. coroll. IIl.1).

Théoréme IIL2 Soient les Sfonctions a(x), c(x) et w(x)ECY, b(X)EC,
et: 1) a(x)(c(X)—p(x)N<<0 ou 2) a(x) c(x)>0 et p.(x)=0 dans Uintervalle X.
La condition nécessaire et suffisante pur que les fonctions

(3.3) Yo= 1 (0 — ¢ ()/a @],

soient des solutions particuliéres de I’équation (0.1), est que les fonctions a(x),
b(x), ¢c(x) et w(x) satisfassent respectivement aux conditions

G.4) o[ (EOEO w9 OO0

pour xE X (dans le deuxiéme cas les solutions (3.3) sont imaginaires).

Remarque III.2 Si la fonction w(x)=0 dans X, nous obtenons les
solutions (3.10.1) et (3.10.2) du travail (5) des solutions (3.3), ainsi que la
condition (3.11) de (5) des conditions (3.4). Dans le deuxiéme cas les solutions (3.3)
sont imaginaires — les solutions réelles correspondantes ont été données dans
le travail (5§) — v. remarque III.2, les formules (3.10.3) et (3.10.4).

Nous remarquons encore que I'admission des solutions particuliéres ima-~
ginaeres élargit les limites de 'obtention des solutions. réelles.

Remarque 1II.3 Les conditions (3.4) peuvent &tre obtenues des condi-
tions (3.2), mais dans le th. III.1 il faut supposer de plus sur les fonations.

Les corollaire suivant résulte des théorémes III.1 et IT1.2:

Corollaire II.1 Les sous—cla;sses de la classe de [P’équation de Riccati
(0.1) en forme:

35 - b)) 5
exp (Zfb(x)dx) {f(p.(x) exp(—fb(x)dx>>dx+K}
+b(x)y+c(x),
(3.6)

Y =a (%) + {[ u (x)( ;(X)Jf 2 () \/ u (xz (x§ (x)} - (z)(i)c e %
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(3.7 Y=a®x)y*+b(x)y+up(x)-

—a(x)exp(2fb(x)dx> {f(p. (x)exp(—fb(x)dx))dx—]—K}

oi: dans les cas (3.5) et (3.7): 1/K — const. réelle, K+0, 2) K — const. ima-
ginaire pure, Im K0 et yp(x)=0; et dans le cas (3.6): 1) a(x) (c(x)—
—w(x))<0, 2) a(x) c(x)>0 et u(x)=0; — sont effectivement intégrables. Le-
urs solutions particuliéres ont respectivement les formes: dans les cas (3.5) et (3.7)
la forme (3.1), et dans le cas (3.6) les formes (3.3). Si les solntions (3.1) et
(3.3) sont imaginaires, alors les solutions particuliéres réelles ont respectivement
les formes (3.8.1) et (3.8.2); et (3.10.3), (3.10.4) le travail (5) — remargques.
JIL.1 er 1II.2.

2 1
b

Remarque II.4 En posant p(x)=0 et la constante K convenable, dans
les équations citées ci-dessus, nous obtenons les cing classes de I’équation de
Riccati obtenues dans le travail (5) (v. coroll: III.1 de (5)).

Remarque III.5 Les formes particuliéres des équations (3.5), (3.6) et
(3.7) ont les équations suivantes de Kamke (3) ou (4): (1.32) si p (x)=sin/cos® x,
(1.97), (1.98), (1.102), (1.106), (1.110), (1.163) si w(x)=0, (1.164) si w(x)=
=1/4—afVx, (1.180), (1.201) si w(x)=0; et de Murphy (11): (72) si p(x)=
=sin x/cos?x, (167), (170), (171), (178), (184), (249) si' u(x)=0, (271) si
p(x)=0 et b=—1, (272) si p(x)=0 et b= -2, (324) si u(x)=—-2k-1,
(333) si w(x)=0, (352) si w(x)=5/x3, (371) si pu(x)=0. Leurs ‘coefficients et
la fonction correspondante . (x) satisfont a: 1) la condition J(x)<0, p. ex.:
(1.110), (1.172); 2) la condition 3 (x)<<0 ou 3(x)>0, p. ex.: (1.97), (1.163);
3) la condition 3 (x)>0, p. ex.: (167); — ol 3§ (x)=a(x) (c(x)— u(x)).
‘ Comme dans les équations (3.5) et (3.7) on peut prendre b(x)==0, alors
nous avons le corollaire suivant:

Corollaire III.2 Les équations prés canoniques de Riccati en forme:

(3.5.1) S )
(fp,(x) dx-l—K)
(3.7.1) Y=a@py+p®—-a(fudx+K)

sont effectivement intégrables. Leurs solutions particuliéres ont la forme y,=
=fp.(x) dx+K, ot K — const. arbitraire et p?(x)+ K?>0.

IV. Cas y' —c(X)=p(x) et a(x)p*+b(x)y=1(x)
Théoréme IV.l Soient les fonctions a(x), b(x), c(x) et w(x)cC,’

a(x)==0, ¢ (x)# —p(x) pour xEX. La condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction

(4.0 yo=[ @ +p()dx+K,
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ot K const. arbitraire, soit une solution particuliére de I’équation (0.1) définie
dans Uintervalle X, est que les fonctions a(x), b(x), c(x) et p(x) satisfassent a
la condition

(4.2) a(x)U(c(x)Jru(x))derK]erb(x)[f(c(x)+u(x))dx+K]—-p(x)=0
pour x&X.

Remarque IV.l Pour p(x)=0 nous obtenons le th. IV.1 du travail
(5) — condition (4.2).

Théoréme IV.2 Soient les fonctions a(x), b(x) et p(x)EC, c(x)&C
et a(x)#£0, b (x)+4 a(x) w(x)=0 dans Pintervalle X. La condition nécessaire
et suffisante pour que les fonctions

(4.3) LAk l/bz‘z(;c)(; 4da@)u)

soient des solutions particuliéres de I'équation (0.1), est que les fonctions a(x),
b(x), ¢ (x) et u(x) satisfassent respectivement aux conditions

@ e@ragy-[OTI@ a0}

2 a(x)
pour x<X.

~0

X

Remarque IV.2 En posant u(x)=0 nous obtenons la condition (4.4)
du travail (5) et ¢ (x)=0. Cette derniére condition est banale car dans ce cas
I’équation de- Riccati a la forme de celle de Bernoulli.

Le corollaire suivant résulte des théorémes IV.1 et 1V.2:

Corollaire IV.1 Les sous — classes de I’équation de Riccati (0.1) en

forme:
D U (C(X)W(x))dx“)ynb(x)y+c<x),
(f (¢ (x)+u(x))dx+1<)
2
(4.6) y,=a(x)y2+tl(x)-—a(x)<f (c(x)+p(x))dx+K> e,
' [ ) +p)ydx+K
4.7 Y =a ()2 +bx)y—p(x)— [b (x)+ Vb (2x()1 ELx‘)l a(x) p.(x)}x.

oit K cont. arbitraire, sont effectivement intégrables. Leurs solutions particuliére
ont respectivement les formes: dans les cas (4.5) et (4.6) la forme (4.1), et dans
les cas (4.7) les formes (4.3). ‘

Remarque IV. 3 En posant u(x)=0 nous obtenons les classes de
I’équation de Riccati obtenues dans le travail (5) — v. coroll. IV.I.

Remarque IV.4 Les équations citées plus haut des généralisations des
équations de Kamke (3) ou (4): (1.20), (1.21), (1.27), (1.28) pour u(x)=0,
(1.33) pour w(x)=f"g/f? (1.170) pour p(x)=x; et de Murphy (11): (46), (49),
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(62), (66), (141) pour (x)=0, (348) pour p(x)=x(Inx—1)*/In*x ou p.(x)=x.
Pour les obtenir, il suffit de prendre deux coefficients correspondents, la fon-
ction w(x), et pour les classes (4.5) et (4.6) la constante K convenablement
choisie.

Comme dans les équations (4.5) et (4.7) on peut poser b(x)=0, donc
nous avons le corollaire suivant:

Corollaire IV.2 Les équations de Riccati prés canoniques en forme:

(4.5.1) ¥ = () e @),
([ @ +u)dx+K)
(4.7.1) y=a@®)y*—u )T e@)/a®)s

sont effectivement intégrables. Leurs solutions particuliéres ont respectivement les
Sformes:

Vo= [ (c@)+p) dx+ K, yo— 7V w2 @

oit K — const. arbitraire et p (x)ja(x)>=0.

Nous remarquons encore, qu’en égalant le deuxiéme coefficient de l’equa—
tion (4.6) a zéro, on obtient I’équation (4.7.1).

V. Cas y —a(x)y*—c(x)=p(x) et b(x)y=w(x).

Théreme V.1 Soient les fonctions a(x), c(x)EC et b(x), w(xeC,
a(x)=0, b(x)#0 et w(x)£0. dans Dintervalle X. La condition nécessaire et suf-
fisante pour que la fonction

(5.1) Yot

b (x)

soit une solution particuliére de I’équation (0.1), est que les fonctions a(x), b (x),
c(x) et w(x) satisfassent & la condition

(5.2) (:(‘j))) a (s )(:(( ))) @) - (=0

dans Uintervalle X.

Remarque V.l L’hypothese p(x)7#0 est essentielle.

Corollaire V.1 Les sous — classes de la classe de I'équation de Ric-
cati (0.1) en forme: :

(5.3) Y= (%%)2{(‘3"%);—5@> B}y e()

(5.4) ~a(x>y+b<x)y+(“(())) ()(:8) e

sont effectivement intégrables. Leur solution particuliére a la forme (5.1).
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(Pour obtenir I’équation (5.4), on peut prendre, dans le th., V.1 I’hypo-
thése plus faible, & savoir p(x)==0 dans X).

Nous remarquons qu’on peut donner la condition (5.2) dans la forme
intégrale

b (x) (¢ () +p (x)) b2 (x)
(5.5) f O T o dx =

ol K. const. arbitraire. Il est évident, que de la condition (5.5) on ne peut
pas obtenir effictivement b (x) en fonction de a(x), ¢ (x) et w (x). Cette situation
est la méme comme dans le cas considéré dans le chapitre II. Ainsi donec, de
méme que dans ce chapitre, on peut détermmer la solution particuliére de
I’équation (0.1), si la condition (5.5) est satisfaite. En le faisant nous obtenons
la fonction

(5.6) Yo=—B"1(x),

ol

B(x)= f a(x) d}c k[ X ;‘:((;C))) D) 4y

Nous avons donc le théordme:

Théoréme V.2 Soient les fonctions a(x), b(x), c (x) et p(x)EC, a(x)#0,
b(x)£0 et u(x)~0 dans lintervalle X. La condition suffisante pour que la fon-
ction (5.6), soit une solution de I’équation (0.1), est que les fonctions a(x), b (x),
c(x) et w(x) satisfassent @ la condition (5.5).

Démonstration. Nous démontrerons que Pidentité suivante

Yo—a () yE—c()=b®)y,

est satisfaite. En profitant de la fonction (5.6) et de la condition (5.5) nous
avons:

L®=ys—a(@yi-c ()= BZ()B() ;((")) ¢ ()=
@B C@rue)E@
B R T R

b ()
P(x)=bX)yy=———=—(—p ()= (%)
B

Il en résulte que la fonction y, est la solution de I’équation (0.1).

Remarque V.2 Les formes particuliéres des équations (5.3) et (5.4)
ont les €quations suivantes de Kamke (3) ou (4): (1.42) si w(x)=a/x, (1.172)
si w(x)= 5/x%, et de Murphy (11): (268) si w(x)==a/x. Les coefficients des
équations citées ci-dessus avec les fonctions w (x) — choisies comme plus haut,
satisfont aussi a4 la condition (5.5). De (5.6) nous obtenons leurs solutions
particuliéres. — La const. K doit étre convenablement choisie.
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VL Cas y —b(x)y—c(x)=p(x) et a(x)y*=u(x).

Théoréme VI1. Soient les fonctions a(x), b(x), c(x) et p(x)EC,
a(x)=£0, p(x)=£0 ef c(x)s£ —u(x) dans Pintervalle X. La condition nécessaire
et suffisante pour que la fonstion

©1)  yp=exp [o@dx{f (@ +c@)exp (- [b()dx))dx+K],

o K — const. arbitraire, soit une solution particuliére de Iéquation (0.1), est
que les fonctions a(x), b(x), c(x) et w(x) satisfassent a la condition

a(x)exp(2fb(x)dx) {f((p.(x)+
(6.2) )
te@)exp(—[b()dx))dx+ K| —p(x)=0
dans Dlintervalle X. ‘
Remarque VI.1 L’hypothese w(x)£0 est essentielle.

Théoreme VL2 Soient les fonctions a(x) et n (x)EC1 b(x) et c(x)EC,
w(x)£0 et w(x)/a(x)>0 dans lintervalle X. La condltlon nécessaire et suffisante
pour que les fonctions

(6.3) Yo=FVp (x)/a(x)

Soient des solutions particuliéses de I’équation (0.1), est que les fonctions a(x),
b (x), c(x) et w(x) satisfassent respectivement aux conditions

(6.4) [\,‘*(")J b ()\/“” () - p(x)=0

pour x&X.

En supposant que les fonctions a(x), b(x), c(x) et p(x) ont les mémes
propriétés comme dans les th. VI.1 et th. VL2, nous obtenons le corollaire
suivant:

Corollaire VL1 Les sous — classes de la classe de I’équation de Ris-
cati (0.1) en forme:

_ w (%)
exp (2 /b)) {[ ((w @ +e @) exp(— [ b ax)) dx+ £}

+b(x)y+c(x),

(6.5) y' = yi+

(6.6) y’=a(x)y2+[< S—%)x:&cmiu(x)] 8”6(")

61 yeaeyer@r(ED) L <>\/§§x§~u(x),
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oit K — const. arbitraire, sont effectivement intégrables. Leurs solutions parti-
culiéres ont respectivement les formes: dans le cas (6.5) la forme (6.1) et dans
les cas (6.6) et (6.7) les formes (6.3).

Remarque VL2 Les formes particuliéres des équations citées ci-dessus
ont les équations suivantes de Kamke (3) ou (4) et de Murphy (11): (1.170)
pour p(x)=x, (1.173) pour p(x)=1/x3, (1.195) pour w(x)=1/sinx; (73) pour
w(x)=1/sinx, (353) pour w(x)=1/x>

En prenant dans les équations (6.5) et (6.7) la fonction b(x)=0 dans
Pintervalie X, nous obtenons le méme corollaire comme dans le chapitre IV
(v. coroll. IV.2).

VIL Cas y'=p(x) et a(x)p>+b(x)y+c(x)=(x)
Théoreme VIL1 Soient les fonctions a(x), b(x), c(x) et p(x)&C, a(x)£0
dans Pintervalle X. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

(7.1) vo=Jp(dx+K,

ot K — const. arbitraire et p?(x)+K>>0, soit une solution particuliére de
Iéquation (0.1), est que les fonctions a(x), b(x), ¢ (x) et w(x) satisfassent a la
condition

(71.2) a() [ w0 dx+ K] +5 )| [ w(x)dx + K] +c(x) - (x) =0
dans Uintervalle X. .

Remarque VILI Pour la fonction p(x)=0 dans X, nous obtenons la
condition

(7.2.1) a(x)K?>+b(x)K+c(xy=0.

Cette condition est bien connue v. p. ex. (3) p. 23 ou (4) p. 46 et (11)
p. 20. Pour I'obtenir, en forme donnée dans les livres cités, il suffit de prendre
K=A/B — ou A et B constantes, ‘B;éO.

Théoréme VIL2 Soient les fonctions a(x), b(x), c(x) et u(x)cCl,
a(x)#£0, b2 (x)—4a(x) (c(x)—@(x))=0 dans lintervalle X. La condition né-
cessaire et suffisante pour que les fonctions

1

T 2a(¥)

(7.3) Vs (—b@FVD? ()~ 4a @) (@)~ u (1)),

soient des solutions particuliéres de I'équation (0.1), est que les fonctions a(x),
b(x), ¢(x) et u(x) satisfassent aux conditinns

b(x) £ Vb (x)—4a(x)(c (@) - )|
(7.4) { 24 }x+ w(x)=0

dans Uintervalle X.
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Démonstration. Nécessité: Supposons que les fonctions (7.3) sont
des solutions particuliéres de I’équation (0.1). En les mettant successivement 3
P’équation (0.1) nous obtenons les conditions (7.4). Suffisance: Posons succés-
sivement les fonctions (7.3) dans P’équation (0.1) et profitons des conditions
(7.4). Le c6té gauche de I’équation (0.1) a donc la forme

1
2a{x)

L @_:.y;,z{ (-b@FVPE®-4a(® D= (x»)}' = ();

En faisant le méme par rapport au c¢6té droit, aprés des transformations algé-
briques, nous obtenons '

P(x)=a(¥)y5+b (x)p,+c (D=p(x).

1i en résulte que, si les conditions (7.4) sont satisfaites, alors les fonctions
(7.3) sont respectivement des solutions particuli¢res de P’équation (0.1).

Corollaire VIL1 Les sous — classes de [’équation de Riccati (0.1)
en forme:

- ([ @dx+K) -

(7.5) Vb (x)y+e(x),
‘ (fp.(x)dx—(«K)z '
. ' 2
(7.6) y':a(x)y%“(x)nc(x)_a(x)u“(x)dHK) y+e (),
fg(x) dx+K
&) ¥ =a ()b @y -at) (o) dxrK) -
—b(x)(fp(x)dx-*—K),

oit K —— const. arbitraire, sont effectivement intégrables. Chacune de ces équa-
tions posséde la solution particuliére en forme (7.1).

On voit, que dans I’équation (7.7) on peut prendre u(x)=K=0.

Remarque VIL2 Pour la fonction u(x)=0 dans X, nous obtenons
Péquation 4
V=a(x)y*+b(x)y—a(x)K*~b(x) K.

Sa solution particuliére est y,=K (v. p. ex. (9) p. 87). Les équations analogues,
on obtient de (7.5) et (7.6), si p(x)==0 et K0,

Remarque VIL3 Les sous — dites équations différentielles' de Riccati
citées par Kamke (3) ou (4) et par Murphy (11), sont des cas particulierers
des équations (7.5), (7.6) et (7.7): (1.15) si p(x)=2x, (1.18) si w(x)=0,
(1.19) si p(x)=tg?x, (1.103) si u(x)=—1, (1.104) si p(x)=1/ax? (1.140)
si p(x)=1/x2, (1.155) si u(x)=1, (1.165) et (1.178) si w(x)=0, (1.182) si
p()=2x, (1.194) si p(xX)=—1/x; (41) si p(x)=f"(x), (42) si p(x)=0, (43)
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si p(x)=tg?x, (44) si p(x)=th’x, (47) si p(x)=2x, (48) si p(X)=2x+
+ l/etgh?x, (65) si w(x)=1, (67) si u(x)=0, (179) si p(x)=~—1/x, (181) si
w(x)=1/ax?, (267) si w(x)=1/x? (300) et (311) si n(x)=1, (336) si u(x)=0,
(337) si p(x)=2x.

En mettant dans les équations (7.5) et (7.7) le coefficient b (x)=0, nous
obtenons le méme corollaire comme dans le chapitre III (v. coroll. IIL. 2).

VIII. Remarques finales

Le plus important résultat de ce travail est le fait, que Pon peut obtenir
les classes d’équations de Riccati et par suite les classes d’équations linéaires
du second ordre, dont les deux coefficients peuvent &tre arbitraires et le troi-
sieme dépend de ceux-ci et d’une fonction arbitraire, et que ces équations sont
effectivement intégrables.

Il résulte de nos considérations que pour I’équation (0.1) déterminée par
les classes: (2.3), (3.5), — -, (3.7), (4.5), — -, (4.7), (5.3), (5.4), (6.5),— -, (6.7) et
(7.5), — -, (1.7) les solutions particuliéres sont connues, mais il n’en résulte pas
que, pour chaque systéme de trois fonctions a(x), b(x), ¢ (x), on peut cher-
cher la fonction wu(x). Les conditions (2.3), (2.4), (3.2), (3.4), (4.2), (4.4),
(5.2), (5.5), (6.2), (6.4), (7.2) et (7.4) considérées comme des équations avec
la fonction p (x) inconnue, ne sont pas résolubles & I’exception de cas parti-
culiers.

Pour chaque équation pour laquelle une solution particuliere est connue,
on peut chercher six formes de la fonction @ (x), pour lesquelles on peut ob-
tenir cette équation en choisissant convenablement deux des fonctions a(x),
b(x), c(x).

En mettant les fonctions p(x) correspondant & des équations particulicres
de Kamke (3) ou (4) et de Murphy (11), qu’on cite dans ce travailci (v. re-
marques: I1.3, 1IL5, IV.4, V.2, VL2, VIL3), dans les classes (2.3), (3.5);.,
3.7, ..., (1.5), ., (7.7), nous obtenons les généralisations de ces équations
(deux de trois fonctions a(x), b(x), ¢(x) peuvent étre arbitraires) Dans beau-
coup de cas, les solutions particuliéres de ces généralisations ont les mémes
formes que dans des cas particuliers, eventuellement sont un peu plus généra-
les (concluent uue const. arbitraire). Par exemple: pour 1’équation (41) de (11)
(v. remarque VIL3) la fonction p(x)=f"(x), ainsi donc de (7.7) et (7.1) nous
obtenons respectivement I’équation

@1 V=a@)y+bX)y+f (x)—a(x)(f (%) +K)—bx) (f (x)+K),
et sa solution particuliére _ ’
(8.2) Yo=f (@) +K.
Il est évident que I’équation (8.1) est la généralisation de Iéquation (41) de
(1):
Y=y +f1(x) - (%),

. et que la solution particuliére (8.2) conserve la forme de sa solution particu-
liere y,=f(x), avec la précision a une const. arbitraire,
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Si la formule donnée dans notre travail conclue deux classes d’équations,
cela a lieu par ex.: dans le cas (4.7), alors au moins une de ces classes, est
la généralisation de Péquation correspondante de Kamke (3) ou de Murphy
(11) — citée danc ce travail-ci, 'autre avec la méme fonction p(x) donne une
nouvelle équation effectivement intégrable,

I' existe I’équation de Riccati dont sa solution particuliére est une solu-
tion générale de ’équation différentielle linéaire (v. (3. 1) et les équations (3.5)
et (3.6)).

Pour chague fonction continue, on peut construire ’équation dxfferentzelle‘ ‘
de Riccati dont la solution particuliere est son intégrale.

Remarquons encore que, la méthode présentée dans ce travail (aussi dans
(5)) n’est pas unique. On peut donnor d’autres manidres de Pobtention des
classes d’équations de Riccati donf les solutions particuliéres sont connues .
(v. p. ex.: (1) pp. 82—84). ‘

‘Comme nous Pavons vu, dans les traités de E. Kamke (3) et (4) et de
G. M. Murphy (11) il y a beaucoup d’équations qui sont des cas trés parti-
culiers, des classes d’équations données dans ce travail, ainsi donc nous po-
uvons les remplacer uniquement par quelques classes d’équations de Riccati
plus générales. La méme remarque concerne des équations du second ordre
conclues dans les traités cités plus haut.

Nous présenterons dans des autres travaux, les résultats obtenus & Paide
de la méthode ici expliquée, pour Péquation linéaire du second ordre, ainsi
que par la traduction. des résultats obtenus pour P’équation de Riccati pré-
sentés dans ce travail. ‘
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