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Sei H ein Hilbertraum und T ein beliebiger beschrinkter linearer Ope-
rator, der den Raum H in sich abbildet. Die Restriktion des Operators T auf
einen beliebigen nicht-null invarianten Unterraum M nennen wir ein . nicht-tri-
vialer Teil von T und bezeichnen mit T/M.

Fiir zwei Opeiatoren T und R, die in Hilbertriumen H und G w1rken,
sagen wir dass sie zueinander umtar-aquzvalent sind, wenn eine solche Isome-
trie C, von H .auf G, existiert, dass C"'RC=T gilt.

, Wenn K ein Hilbertraum ist, bezeichnen wir die direkte Summe von ab-
zéhlbar vielen Exemplaren des Raumes K mit H2(K), d.h. die Menge aller
unendlichen Folgen

B (hys By s Byy oo os By o0

deren Elemente £, in K liegen, solchen dass
(u HhHm—th k<o
gilt. H*(K) 1st ein Hilbertraum mit Norm (1) und mit inherem Produkt

<h7 g>H2x z <hn3 gn>’
n=0

Fiir jedes nc{0, 1, 2,...}, sei A, ein reguldrer beschrinkter linearer
Operator, der K auf sich abbildet. Sei
sup || 4, [|< oo

und sei T" der folgende Operator:

Th=(0, Ayhy, Ay by Ayhy, ..,

der H?(K) in sich abbildet. Den Operator T nennen wir eine gewichtete Vers-
chiebung. Dabei nennen wir die Operatoren A, die Gewichte. Wenn A4,=1Ig,
n=0, 1, 2,... (Ig-identische Abbﬂdung in K), nennen wir T eine Verschiebung
und bezelchnen mit S. :
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Wir werden mit 77! den Operator bezeichnen, der TH?(K) auf H?*(K)
abbildet und der Relation 7-!T=1I geniigt (I-identische Abbildung in H?(K)).

Wie man leicht einsieht, T ist ein beschrdnkter Operator.

Wenn K ein eindimensionaler Raum ist, d.h. wenn K durch ein Einheit-
svektor e generiert werden kann, ist H?(K) ein separierbarer Hilbertraum. Die
Folge

{e,=(0, 0,..., 0, ¢, 0,..)}r0

n

ist eine orthonormale Basis im H?2(K). Der Operator 4, bildet dann eine Mul-
tiplikation mit einem Skalar «,#0 (n=0, 1, 2, ...) und der Operator T setzt
e, in e,,, iiber (1=0, 1, 2,...). Wir kdnnen hier die Skalare o, die numerische
Gewichte nennen. :

Die invariante Unterriume der Verschiebung S in dem Falle dim K=1
wurden von A. Beurling studiert, [1]. Er hat bewiesen dass jeder nicht-trivialer
Teil von S, zu S unitdr-dquivalent ist.

Wir haben in unserer Arbeit [2] einen Satz (Satz 1.) iiber die Teilen
einer gewichteten Verschiebung in dem Falle dim K=1 bewiesen. In der vorli-
egenden Arbeit werden wir diesen Satz auf die beliebige gewichtete Verschi-
ebungen iibertragen.

Wir beginnen mit einem Lemma, das spéter beniitzt werden wird.

Lemma 1. Sei T:e,—>a,e,,, eine auf einem Hilbertraum H definierte
gewichtete Verschiebung mit numerischen Gewichten und sei jeder nicht-trivialer
Teil von T zu einer gewichteten Verschiebung unitdr-dquivalent. Wenn M ein nicht-
-null invarianter Unterraum fiir T ist und wenn Pe 0 (wobei P die Projektion

von H auf M ist), dann ist das System der Vektoren

®) {T" Pe,}io
orthogonal im M.

Beweis. Gehen wir von der Tatsache aus, dass T/M, als Teil von T,
zu einer gewichteten Verschiebung R unitdr-dquivalent ist, der auf einem Raume
G=H?(K) wirkt. Sei C eine Isometrie, die diese Aquivalenz realisiert, d.h. sei
CM=G und T/M =C~'RC. Der Unterraum (RG)! hat die Form

KDODOD - - -

und ldsst sich mit K identifizieren. Da Pe, zu TM orthogonal ist (wegen e, L TM
und TM CM), so muss der Vektor f=CPe,(&G) zu RG orthogonal sein. Da-
raus folgt, dass f im K liegt. Da das System

{R" f oo

im G orthogonal ist, so ist auch das System (2), als sein Bild bei der abbil-
dung C-! (weil T"Pey=(T/M)"C~* f=C 'R"f) — orthogonal.

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Satz 1. Sei T eine gewichtete Verschiebung, auf dem H?(K) definierte,
mit den Gewichten A,, und sei die Bedingung

3) liminf (| 4,_, 4, - Aye[)">0,

 fir jeden Einheitsvektor e im K, erfiillt. Jeder nicht-trivialer Teil von T ist dann
und nur dann zu einer gewichteten Verschiebung unitdr-dquivalent, wenn ein sol-

ches Skalar o« existiert, dass jeder Operator —1‘ A,, n=1, 2, ..., unitdr ist. (4,
o
- bleibt dabei beliebig.)

Beweis. Notwendigkeit. Nehmen wir an, dass jeder nicht-trivialer
Teil von T zu einer gewichteten Verschiebung unitdr-dquivalent ist. Sei e ein
. beliebiger Einheitsvektor im K. Bezeichnen wir den Vektor (e, 0, 0, ...) mit ¢,
und den Vektor
T"e,
]\ T" e, H

mit e, n=1, 2,

Sel H der Untelraum von H?(K) der durch das System {e },l o erzeugt
wird. Dieses System bildet eine orthonormale Basis im H. Fiihren wir die
Zahlen ’

‘ T e ]

. ; " H T e, H
ein, so haben wir

Te,=a,e,.,

(und auch 0<a,<||T|), n=0, 1, 2,.... Also T/H ist eine gewichtete Vers-
chiebung mit numerischen Gewichten o, Jeder ihrer Teile ist auch ein Teil
von T und so ist jeder Teil von T/H zu einer gewichteten Verschiebung unitér-

dquivalent. Ausserdem, aus (3) folgt dass

lim inf (ot,_; 06,y + - 0) 7 >0

gilt. Nun sollen wir den Satz 1. aus [2] zu T/H anwenden. Doch, die gewich-
tete Verschiebung, die zu einem Teil von T/H unitidr-dquivalent ist, muss nicht
numerische Gewichte haben, wie in [2]. Das ist aber nicht notwendig in dem
Beweis des Satzes, der in der Arbeit [2] gegeben wurde. Wir sollen nur das
dortige Lemma 1. durchs Lemma 1., das wir eben bewiesen haben, vertauschen,
und dann der Beweis dieses Satzes geht wieder durch.

Also, nach dem Satz 1. aus [2], folgt es

=, =0y=-- (=0
Gehen wir nun von zwei zueinander senkrechten Einheitsvektoren e und
d im K aus, und beobachten ihre Bildelemente A,e¢ und A,d bei der Abbll-

dung A4,, fiir festes n>0. Beweisen wir dass

“ [ dyell=|l4,d]]
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sein muss. Zum Beweis dieser Beziehung nehmen wir die Vektoren

e'=(0,0,...,0,¢0,..) und d'=(0,0,...,0,d0,..),
N o’ N’

n n

die im H?(K) liegen, und setzen
T—n el T—ndl
T -
[T d ||

€=
Core
Dabei T-"e! und T-"d"* existieren auf Grunde der vorgestellten Regularitiit
von A;, fiir i=0, 1, 2, ..., n—1. Mit Hilfe der Vektoren ¢, und d, k6nnen
wir die Systeme {¢;} und {d;} definieren, wie oben (am Anfang dieses Bewei-
ses). Dabei werden ¢! und 4!, der Reihe nach, zu e, und d, identisch sein und
so werden die Relationen

[T2e][_[IT2 el _

et = (=)

» | e
|2a| T |
d, || = _ (=
1T l= gy =y = P
gelten.

Unsere nédchste Aufgabe ist: die Gleichheit a={ zu beweisen. Formieren
wir den Vektor c'=e'+x-d', wobei x eine beliebige Zahl ist, so wird auch
fiir ¢! gelten )

®)

17l _I172et|]_[[T2ell _

el e e

Die erste drei dieser Normen betragen:

Hell2=14|x% ||Te'|P=o?+|x? B>+ 2B Re(X (€,sys dpir)),
T2t |P= o+ x 234+ 22 B2 Re (8 ey, dy)).

Wir wihlen x#£0 so dass Re(X{e,+;, dy+;7)=0 und Re(x.{e,+,, d,.,))=0
ist. Die erste Gleichheit in (5) ldsst sich dann, nach offenbaren Transforma-
tionen, in folgender Form aufschreiben

Ix2(@2—B%)2=—2(1+|x2a?RB?Re (X {€,43, dypsy))
Daraus fdlgt, dass o= sein muss. Damit haben wir (4) bewiecen, weil
| Tet|[=||d,ell, [|Td'{=|4,d].
Die Vektoren e! und 4! kénnen beliebige zwei Elemente einer orthonor-

malen Basis des Raumes K sein. Auf dieser Basis wirkt der Operator LA,,
o

als eine Isometrie. Daraus folgt, dass auf dem ganzen Raum K dasselbe gilt,

d.h. dass der Operator L A, auf K unitdr ist.
: oL
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Geniligendheit. Sei nun — A4, eine Isometrie fiir jeden positiven In-
o

dex n. Ohne jede Verkleinerung der Allgemeinheit der Erforschung, bringen
wir den Beweis nur im Falle «a=1 voll. Dann ist jedes Gewicht, ausser A,
eine Isometrie (von K auf K). Dann ist auch inf| 4, ||>0, und der Operator

T-1 ist beschrinkt.

Bezeichnen wir den Unterraum TH?(K) mit H,-T/H, ist dann eine Iso-
metrie, die auf keinem nicht-null invarianten Unterraum unitdr ist. Sei M ein
nicht-null invarianter Unterraum fiir 7/H, und sei N=MOSTM. Nach der
Halmos-schen Untersuchung der isometrischen Operatoren ([3]), ldsst sich der
Unterraum M darstellen in folgender Form:

O M=NOIN®T?ND - - -.

Auch wenn M ein nich-null invarianter Unterraum fiir 7" ist, der kein
Unterraum von H, ist, ldsst sich M in der Form (6) darstellen. Dann ist,
ndmlich, M,=TM ein invarianter Unterraum fiir 7/H,. Demnach ldsst sich M
in der Form (6) aufschreiben:

Q) M,=LOTLOT? LS -

wobei wir den Unterraum M,©TM, mit L bezeichnet haben. Setzen wir
N=MOM, und beweisen dass TN =L ist. Sei x=(xy, X;, X,, ...)&=N. Wir ze-
igen zuerst dass Tx&L. Wenn wir anstatt Gewicht 4, die identische Abbil-
dung Iy nehmen und andere Gewichte von T  behalten, bekommen wir eine
Isometrie T;. Da T,/H,=T/H, ist, so ist auch T, My=TM,. Um wir die Re-
lation Tx 1 TM,, zu beweisen, stellen wir Tx mit Hilfe T, dar: Tx=T,x+
+(0, 4,x, — xO,O 0,...). Es folgt aus x 1 M, dass T, x LTM (=T, M,) ist.
Es ist unmlttelbar klar dass auch der zweite Summand zu TM, (CT2 H?(K)
orthogonal ist. Also Tx ! TM,. Ausserdem ist Tx&TM =M,, so dass Tx€EL.

Wir sollen noch zeigen, dass T—!x fiir jeden Vektor x€L, im N liegt.
Sei x&L. Der Vektor T 1x (& M) lidsst sich auf die Komponente y und z
zerlegen, so dass yEN und z& M, gilt. Dann wird doch Ty&L und T2&TM
sein. Da auch Tz=x—TycL ist, so muss Tz=0 sein. Dass bedeutet (wegen
ker T=0), dass z=0 und 7-'x&N ist. Damit haben wir TN =L gezeigt.

Wenn wir in (7) TN anstatt L setzen und auch die Zerlegung M=
=N@M, beriicksichtigen, erhielt M die Form (6).

Nehmen wir jetzt einen beliebigen nicht-null invarianten Unterraum M
und zeigen dass T/M zu einer gewichteten Verschiebung unitdr-dquivalent ist.
Bemerken wir zuerst dass (wegen der Regularitit von T) alle Unterrdume
T"N (=0, 1, 2,...) gleicher Dimension sind, d.h. zueinander isometrisch.
Sei C, eine beheblge Isometrie von T*"N auf N, n=0, 1, 2,.... Mit Hilfe
d1eser Folge der Isometrien, formieren wir eine Isometrle C von M auf H?(N).
Immer wenn x=x,+x++--+x,+---&EM, wobeti x,CI"N, n= 0,1, 2,
..., setzen wir Cx=(C,Xx,, C ) SUR C,,xn, ...). Wie man leicht einsicht, dle
Abbuldung R=C(T/M)C! 1st elne auf H?(N) erkldrte gewichtete Verschie-
bung und 7/M ist zu R unitdr-dquivalent.

Der Satz ist damit beweisen.
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