Théoréme sur I'équation de Riccati.
Par
MICHEL PETROVITCH.
1. L’équation de Riccati la plus générale

Y] Y+ oy oy - o3 =0,

ol @y, ¢y @3 sont fonetions données de la variable indépendante
z, se raméne par le changement

a4 une équation de la forme

3) y =y + f@.

Nous allons, relativement a '¢quation (3), démontrer le
théoréme suivant:

Etant donnée wune équation (3) intégrable, on peut lui rattacher
une suite indéfinie de fonctions de x
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(4) }'Iy ;‘2’ j'3’ e

telle que toute équation

(®) Yy o=y ()

S0it également intégrable, et cela sins aucune quadrature supplé-
mentaire,

A cet effet, considérons la suite indéfinie
(6) XO’X”XZ" ©

de fonetions de x formées d’aprés la loi de reccurence

. (X1 1 X
(7) Xn—Xn—i + T(Xn—i ) _7Xn—1

avec X, arbitraire. En tenant compte de ce que
X" X\ X7\2
® % = (x]+(x)
la relation (7) peut aussi s’écrire sous la forme
11 d T 1 qr
(9) Xn: Xn~_1 +~Z—|:%log X, _1:| “—‘i‘ixj‘zlog Xn__{ .

Au moyen des fonctions X, ainsi définies, formons la suite
indéfinie de fonctions (4), d'aprés la loi de reccurence

(10) Ay = Xp — Xp—a.
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Je s gren prevant powr g g foacton iy lgucaal
dans 'équation (3), cette équation jouira de la propriété énon-
cée. Pour le faire voir, effectuons sur 1'équation (3) le change-
ment

€h)) y :(}?{ log (f i Vi dx) ,

v, étant la nouvelle fonction inconnue. Le changement est équi-
valent a trois changements suceessifs

. u
(12) y=--
(18) 0= fv]f_ dz
(14) v=e“f”1dx .

Le premier (12) transforme 1'équation (8) en
(15) W =fu.
Le deuxiéme (13} transforme (15) en

(16) V=g,

(17) p=F -+

En effet, en différentiant (15), en y remplagant ensuite u
par sa valeur
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tirée de (15) et effectnant le changement «' =2, I'équation de-
vient

(18) 2" —‘—f‘:Z'—-*- fz:o;

cette derniére équation par le changement

i
devient (16).
Enfin le changement (14) transforme Péquation (16) en

(19 =ys"+ o,

o ¢ a pour Pexpression (17).
Done, le changement (11) transforme I’équation (3) en (19).
Prenons maintenant pour le premier terme de la suite (6)
la fonction

X()::f.
D’aprés Uexpression (17) de ¢ et Péquation (7) on voit que

,5)2 1 Xy
2 X,

3
20 p = Xy~ — —— =X
(20) @ o+ 1 ( X, 1
de sorte que Ja transformée (19) devient
@ v =9+ X,

Or, y, s’exprime au moyen de y par la formule (11) qui
donne
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(22) =y -+ %— log %

Si, en partant de (21) on effectue le changement
d 5
(28) %:Ef%(ﬂM“ﬁWﬁ,

Y, étant la nouvelle fonction inconnue, I’équation (21) se trans-
formera en

(24) Yo=Y+ X,
dont Vintégrale s’exprime au moyen de y; par la formule

d Y1
5 — . 10 _ .
(25) Yo = Yy +dw g X,

En continuant ainsi, on arrive & une suite indéfinie
d’équations

y =i+ X,

(26)
Yo=y,  Xo=[(),

kE=0,1,2, .-
jouissant de la propriété suivante: lUintégrale y. de (26) s'exprime
au moyen de Uintégrale yr—y de Uéquation
(27) Y1 = Yt + Xn—t

par la relation

d Yr—
=9 h=thict g Tog = -
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Or, si I'on pose

X 1 XY
29y 0 =S — = =
(29) 4( Xn) S =,
ou bien encore
1[4 LI Y
on aura la suite d’équations
X =Xpat1na,
Xe4=Xn_2+ttn-2,
Gy Xp2=Xp3-+13,

Xl =X +ﬂo: f+ﬂo

et en les ajoutant membre & membre, on trouve

(32) Xp=f-+ 1
oll
(33) A= po -+ gy 4« -+ 4 pur—y.
Done, 1a fonetion 1 du théoréme énoncé s'exprime par
la formule
3[(Xo\? X~ \2
Ap = —|| == . 11 [
=) ) |
(34)

Xy X
2 [:XO + i Xh-—1 J,



ot
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ou bien encore

1{/d 2 a 2
Ay = z[(% log Xo) SRR f(d“z, log Xh—i)j} -

(35)
1 a2

2 dxq ].Og (XQXI X}Z—‘l))

ou les fonctions X, sont définies par la formule de reccurence

X,,a...i) L Xi,

69 =ty (x5 T R

Les fonctions iy de la suite (4), rattachées o Uéquation de
Riccati (3), se déterminent donc aw moyen de f(x) par des opéra-
tions algébriques et les quadratures,

L’intégrale de I’équation

(37) =it X,

se calcule de proche en proche par la suite de formules
d ¥
1=y +o log Vr’
(38) ya%— - log 1[;;
d Y2
y3=y2+(‘15 log ]/)72’

y étant l'intégrale de ’équation

(40) y=y*+1().
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Ce caleul, & partiv de y, n'exige que des opdrations algé-
briques et les différentiations, ce qui démontre le théoréme
énonceé.

I Exemple: pour Véquation

(41) y=y4-ax
on trouve
. 3
STl

et comme (41) s’intégre par des fonctions de Bessel, il en sera
de méme de l’équation

<

¢ 7 3
(42) )’ =y2—!-ax—-}—@'
I1 Exemple: pour V’équation

(43) y =y ax”

on trouve

. Bmx-+2m(m—1)
o 4x* ’

Or, I'équation (43) s’integre par des fonctions élémentaires
toutes les fois que le nombre i est de la forme

—4k . s
m == 7ok (k=entier positif)

Il en sera donc de méme pour Péquation



-1

Théoreme sur I'équation de Riccat 17

, 3mx—+2m(m—1
(44) ¥ =y Fax{-: +4x2( .

2. L théoréme précédent se rattache au probléme suivant:
p

Filant donnée une équation de Riccati intégrable

(45) y'=3yrf(x)

en déduire d'aulres co nombre illimité, également intégrables,

LLe prabléme admet encore d’autres solutions, différentes
de celle exposé: dans ce qui préecdde. Nous en indiquerons une

fondée sur une proposition de Darboux’) sur les équations li-
néaires binomes du second ordre. Soit

(46) 2" = [p(x)taz

une équation intégrable pour une valeur particuliere de la con-
stante a, ayant

Z = v(x)
comme une intégrale particulicre. Soit ensuite
u=w(x, C,, C,)
Pintégrale générale de 1'équation
(47) u”=[p(x) + blu,

1) G. Darboux: Legons sur la théorie générale des swefaces, 1T partic,
18499, p. 196.

Pablications mathématiques [V 2
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ot b est une valeur constante différente de «. La proposition de
Darboux consiste en ceci:

Liintégrale générale de Déquation

¥

(48) y' = {1 (—1-)”{— b— u} ¥

S

!
( ey g
+9) y=w'- e —

L.a proposition permet de raltacher a toute équation (45),
intégrable pour toute valeur de a, une suite illimitée d’équations
linéaires binomes du second ordre qui seront également intégra-
bles pour toute valeur de a. Les équations succesives s’éloigne-
ront de plus en plus de la forme initiale et deviendront de plus
en plus compliquées Il y a cependant de cas exceptionnels dans
lesquels la forme de I'équation se conserve lorsqu’on choisit
convenablement les intégrales particulieres v(x) au moyen des-
quelles s’effectue le passage de chaque équation a la suivante.

Ainsi, si Pon prend comme ¢quation initiale

(%0} 2'=az,
celle-ci admet comme intégrale particulidre (pour la valeur par-
ticuliere a=0)

z=1v(x)=Xx

conduisant & ’équation (48) de la forme

X

(51) - (1 2 h) y (h=b—a)
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intégrable pour toute valeur de 4. Par exemple, pour Z==1 son
intégrale générale est

/
/

r=Cie |l __31;) Gy (1+-§-) .

[équation {51), & son tour, a pour =0 comme intégrale
particulitre
y.;.fl) (,\‘) :__x2
ce qui conduit a Péquation intégrable
2.3
# P
y" = (7{'!“7!)}’

laquelle, par exemple pour A=1, a comme intégrale générale

y=C,€" (1—

= |es

s B (e B4 2,

x? x*
Kn continuant ainsi on arrive & 1'équation intégrable

=D,

X2

ot m est un entier positit queleconque.
[ proposition s’applique manifestement 2 'équation de
Riceati

(52) Y=y 4lpx) 4 al

laquelle, par e changement
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se raméne a Péquation (46).

En partant d'une équation (52) intégrable, on peut en dé-
daire une infinité d’'autres également intégrables, par la simple
itération du proeédd ci-dessus indigué,
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