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SUR QUELQUES MOUVEMENTS ADIABATIQUES D’UN GAZ PARFAIT
K. Voronjec
(Communiqué le 11 Mars 1970)
Considérons D’écoulement plan permanent d’un gaz parfait et désignons

por o la densité et par v, et v, les projections de la vitesse v. On déduit de
I’équation de continuité que

S
dx 0y
ey
yo—oy 20 0%
PVy PY@y ox

ol W (x, y) est la fonction de courant et ol les lignes ¢ (x, y)=const. sont
les trajectoires orthogonales de la famille des lignes de courant. Le paramétre y
est une fonction de x et de y. Si le mouvement est adiabatique I’équation
d’énergie donne

p=p*e (lF)’

ol p est la pression, ¢ une fonction de W et x le rapport de deux chaleurs
spécifiques de gaz.

On sait*) que la compatibilité des équations d’Euler exige que le tourbillon
2w soit donné par la formule

@) 2(.0=p( o*-1 e'_x'>,

n—1

ol A" est la dérivée par rapport & ¥ d’une nouvelle fonction A de ¥. On déduit,
ensuite, en intégrant les équations d’Euler, que

(3) y2=2 (x— et a) :
x—I1

Il est opportun de passer & des coordonnées curvilignes orthogonales g

et ¥ a des fonctions inconnues v et 9, ol & est 'angle que fait la vitesse v
avec Paxe des x. On voit facilement que le tourbillon s’exprime par

2m=—pv2—(—)~1ny
oy

T %) voir pe. [11, [2]
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et que la condition (2), tenant compte de (3), s’écrit sous la forme

a 7\’_ . px_l sI
(4) Lo
0y y ele

x—1

En utilisant I’équation de continuité et la condition que rot (v/y)=0 on
obtient, & la place des équations (1), les équations

_l_d(pv)+ 2y 09

p2v——=0,
Y O¢ o
)
o 0 v _v o8
0y Yy y?09
que lon peut amener 4 la forme
20HD i oy
0% x—1 0
o0 % 29
¢ 2yxp““1s(7\——— p*-1 s) ¢
‘ x—1
) 0% 0
Py 1 —0—(9“ €).
¢ 2()\___911—15) ¢
x—1

On cherche ordinairement des solutions de probléme ainsi posé en donnant
- des formes convenables 4 des fonctions introduites ¢ (¥'), et A (), liées & I'entropie et
a lentalpie. Si ces deux fonctions sont constantes, le mouvement est évidem-
ment irrotationnel et nous laissons a part ce cas comme bien étudié par plusi-
eurs auteurs. Ot trouve aussi des méthodes approximatives liées a la théorie des
fonctions complexes Pl 41, Le mouvement peut &tre irrotationnel méme sans cette
condition, mais la densité, alors, doit étre fonction de ¥ seulement*). Dans
deux travaux récents 251 nous avons analysé le cas d’un mouvement tourbil-

-
lonnaire sous la condition que rot (p v)=0. Les solutions, dans ce cas, corres-
pondent & un nombre trés restreint de mouvements possibles.

z

On peut partir de I'équation (4) et faire de diverses hypothéses sur la
nature de la fonction y. Si y est une constante ou fonction de ¢, le mouvement
est irrotationel. Si vy est inversement proportionnel & la densité, les deux fonc-
tions ¢ et ¥ sont harmoniques et I'on a le probléme mentionné déja. On
admettera ici que y est une fonction arbitraire de la densité et ’on cherchera
les mouvements fluides correspondants.

*) Voir [1]
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Soit donc

(©) ln y2=f(p).

L’équation (4) contient alors deux variables seulement, p et A, puisqu’on peut
considérer ¢ comme une fonction de A, Dans le cas général il faut supposer
qu’il existe un facteur intégrant que nous désignerons par ¢ (p) admettant ainsi
qu’il ne dépend que de la densité.

L’équation (4) devient

! p"—li—s—>cd7\=0
1 dx

{7 (7\-—- x p"*‘s)af’dpm(l—

x—1

et les conditions pour que & soit un facteur intégrant donnent

I— g1
K —_— !
® k), flm—P2 Xl O
1———px-1 1*-——-9x'15
x—1 w—

ol k est une constante arbitraire. Ces résultats ne correspondent pas au cas
oll ¢ et A sont des constantes et au cas oll 6=p, f=—Inp, y2=1/p. Dans
ce dernier cas existe Ia relation

pA—

p*e="fonct. de ¢.
x—1

L’équation (7) donne aprés l'intégration
- o(1m ) 100
x—1 A

ol p(p) présente une fonction arbitraire de ¢. On voit, donc, que 'a densité
s’exprime par le rapport de deux fonctions arbitraires de ¢ et de Y.

Dans ce qui suit nous appliquerons les désignations
(10) M=Ind, p=lnp, w=AN—@, =Mt

Si Yon pose pour abréger

k
(11) 1= f; (),
x—1
on obtient A
o _ 1—f
(12) c(l—fi)y=en, f=— duy
1—xf,
et les équations (5) deviennent
(13) 00 mt, 2N

0N A oy T
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o la différentiation par rapport 4 ¢ et ¥ est remplacée par la différentiation
par rapport 4 w, et A; et ol M, et M, signifies les expressions

% [1—~—;—x(x+1)f1] 1 (5 R—1)

3 _ w—1
(14 M= A= B Y A=Y

Ces expressions sont des fonctions de u, seulement (ou de f;) et la fonction f,
est égale 2

®

(15) e I
k
En introduisant les variables u; et u, 4 la placz de 2, et 1, on obtient
m@;~gnﬁ+m“y
duy A/ '
(139
’9. 14 +
23~mmﬁ%4@ﬁ
du, M e

Nous n’analysons pas ici ces équations dans le cas général, puisque catte
analyse fait 'objet d’un autre travail, mais nous les appliquons dans un cas
particulier ol est supposé que I'angle ¥ est une fonction de u, seulement.

Soit donc
=39 (u).

Il s’ensuit des équations (13") que Pon a dans ce cas
(16) 2= M, M, U2

La seconde équation, aprés la différentitation par rapport & u,, donne comme
suite d’un calcul élémentaire

(17) M:hm%u =k In-2,

Yo Co

ol k;, ¢, et ¢, sont des constantes, aprés quoi elle devient
(18) M, %2,k

et sert & déterminer f; en fonction de #.
Tenant compte des formules (14) et (15) on arrive & I'équation

P fi+PfT—P,fi +Pf1=0
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27

(19)

Sur queqlues mouvements adiabatiques d’un gaz parfait

=f,2(1—uf1)[1——;~x<x+ ma],

x(x+1) '
X (i

»x4+1 1
X_lfl{ ( : fl)[l--;x(wz)fl]—

1

=ﬁz[l——;—x(x+ 1>f,] [(1~—f1)—-7€2-l—(1—xf1)],

qui se réduit facilement & I’équation de Riccati

(189

La valeur

dfl +P,f1 —P,fy' +P,=0.

1

w1

fl"__

S

®

189

2 1
-2 (1->tf1)[1—?x (et m]},

de la fonction f," étant une intégrale particuliére de 1’équation (18') on arrive
par un changement de variables

fz':

w—1 1
fit—
® {

a I'équation linéaire

(187)

dt
Py - —Pt—P;= 0,

1

ol P; est donné par Pexpression

avee

P5¥—( —-l)fl (aif2+afi+ay)

— 2 (x—1) (2 et i")

1

ay=x [2 x2~—x—5-—% O+ 3)},

1

2(2 x+2")

K,
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L’intégrale de cette équation donne ¢ et ensuite f,’ comme fonction de f;
sous la forme

l—ix(x—l- 1) f,

, »n—I1 x—1Dk 2
(20) Ay PG —
‘ % x+1  (I—=xf1) (Cf1—1)
ou C est la constante d’intégration et k, est égal 3
@D ' k2=_2x—+k1__
(x—1) &,

On voit, donc, que le probléme posé est réduit & une quadrature qui
détermine la densité en fonction de u,. On effectuera ici Iintégration dans le
cas spécial ou la constante C est égale & 0. L’équation (20) devient alors

,=(x—l)(k1—2x)f1 (a—f1)
2k, 1—xnf,

(20') Si
avec

@) 20—2)

a=— "

v e+ D) (k=2 %)

et détermine f; en fonction de u, par I’expression

x+1 ky+2% k1 —2 (41— i)

(23) [ N a—p)f P ek ,

u, étant une constante d’intégration. On constante facilement que pour la valeur
ky=—2, qui apparaitra plus tard dans les formules, I’équation (23) prend
la forme

»+1 x—1

4 —_—
2 ' 1x—l —f, x+1 o p2 (U1 —Hg)
(23) 5 [(H - f] ¢

et que pour k; =2x2 cette équation devient de deuxiéme degrés et peut étre
résolue par rapport 4 f;.

Il est facile maintenant de calculer, sans aucune intégration, les fonctions f
et v et 'on obtient

_x+l i
y2=Af, *a—f)e ©
avec
»+1 2
2 —— =
A=4‘—°(x+1)(x—1) i pa12x—ky
Po2 2x+k,

Mais il est de plus grand intérét de déterminer la fonction 9 (u;) qui permet de
trouver les propriétés des mouvements considérés.

L’expression
1 2
(24) (‘fﬁ_)’: MM, 2x+k [1“—2‘%(x+1)f1]‘
dfl f;z (}{.2— 1) (2 X—kl) fl (1 -—-xfl)z (a_'fl)
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montre que les valeurs de paramétre k; ne peuvent pas 8tre arbitraires, Puicque
la fonction f; est toujours positive et plus petite que 1/x (voir Pexpression (3)
pour ¥2) on constate facilement que le paramétre a doit &tre positif et ensuite
que k; se trouve dans Dlintervalle —2x<k;<2. Dans ce cas a est plus petit
que 1/x, (a—f)<0 et f; se trouve entre 0 ¢t a.

On effectue sans difficultés 1'intégration de I’équation (24) et I'on obtient

x-+1 a—f,
25 ¥—9,=tmarct \/ :Farct L,
(25) g S =DV 7.
olt par m est désigné un nouveau paramétre
x+12x+k
m2=
X-—l 2)(——-k1

et ol 9, présente une constante d'intégration qui peut étre posée égale 4 0.
L’expression f,/a étant positive et plus petite que 1, on peut introduire deux
angles o, et «, par les formules

(26) g, 2 cge otz
a m(x—1)

et obtenir ainsi ~

25) S—y=ma,—a,.

Dans le cas ol ky=—2 cette formule donne m=1, $—8,=0,—a,.
Pour retourner & des varizcbles x et y on considére les équations (1)

et puisque
D-éga_q’__f)ﬁgg_ﬁ_vz
ox0y O0yox v

on arrive 4 des équations

cos &= pvay—-v—a——x
0y ¥y do
sxn»&_mpva—{—j—é—z
o0y vy d¢

Introduisons de nouveau les variables u, et 4, tenant compte que

_ Uy -1y Up—-uy

7\1"—& 2k, , w="le 2k,’ ﬁ-—~e~ 4
Yo Po

et que 'on peut écrire v=}) Av;, o0t v, est une fonction de u; seulement,
En posant pour ab.éger

27 Fx“%leb‘"', Fy=— o ebii, bl‘-“-kl—zs bz=kl+2
v eV 4k, 4k,
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on obtient les équations

2k 9x =(Fycos 3—F,sin §) e—b14z,
ou,
o0x .
2 kra——— =(Ficos %+ F,sin §)e~tiue,
u

2k, 2¥ (P, sin$ + Fcos §) e—bite,
ou,

24, 22 _(F, sin $—F, cos ) e=biua,
U

déterminant x et y comme fonctions de u, et u,. L’intégration de ces équa-

tions donne
2k byx=—(F cos¥—F,sind) et

2k b y=—(F sin¥)+ F,cos F)e-hr*

ol les constantes sont égalées 4 0, car le choix de Porigine des coordonnées
est arbitraire.

En introduisant les coordonnées polaires r et ® on constate facilement
que UVangle ® est une fonction de u, seulement, c’est-d-dire que les lignes
u, =const, sont des droites ® =const. L’angle & que font les lignes de courant
avec 'axe des x dans des points d’intersection avec une droite fixée 0= const.
sont les mémes pour toutes les lignes de courant. En posant

F,=Fcosa, F,=Fsina
on constate que 'angle o est égal a o, et que 'on peut écrire
(29) G=muo

(3,=0). Si on a k;= -2, langle © est égal & «,.
Quant au rayon r on le calcul & P'aide de formules obtenues auparavant
ienant compte que

$\2k
eZb,u,e—Zb;u2=e—4b111=< ) .

o
Ce calcul permet déterminer la fonction de courant ¢ sous la forme
2k LByt
(—q)-) =A,r2 (sm2-—) ,
N m

ol le facteur constant dépend de k. On peut, donc, trouver les expressions
pour les projections v, et vy de la vitesse, ce que nous faisons plus loin pour
la valeur k;=—2 de paramétre k;. Les lignes de courant sont données par la

formule
w1

%1
risin —) © =const.
m
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Ces lignes, correspondant 3 la valeur k= —2, sont reproduites sur la figure
pour quelques valeurs de la constante, et correspondent bien & celles que Ion
trouve dans le livre de L. Sedov [6].

QNN\NSEAZ7S
RNNNN\ NP % sd
\‘\\\ : o |
N
V.

oY 1 ol 4 8 @

Si k;=—2 on a (prenant x=1,4)
m=1, a=4/(x+12, (=4} r sin36
et les projections de la vitesse sont données par des expressions

1 cosb 1

vf= _— —_—

1
,  ve=Ag— s
rl/ r sin30 o 6l/ r sin30

ol 4, et Ay sont des constantes ne dépendant que de paramétre k. Dans ce
cas les lignes de courant

/' r sin30=const.

sont symétriques qar rapport a I’axe des y.
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