Ein Existenztheorem in der Theorie der Fldchenverbie-
gung fiir den Fall nichtanalytischer Funktionen

Vou
ANTON VAKSELJ

1. In der Arbeit Beitrdge zur Flichentheorie“!) gab ich
im Falle analytischer Funktionen den Beweis des folgenden allge-
meinen Theorems der Fldchenverbiegung:

Es werden auf der gegebenen Fliche eine Kurve & und
auf ihr zwei Funktionen Hy(s) und ©s) ilirer Bogenldnge s be-
lichig gewdhlt. Es existiert eine und nur eine Verbiegung, die
Fclgendes leistet: In den Punkten zum Parameter s der Kurve &
hat die mittlere Kriimmung der neuen Fldiche die vorgeschriebe-

nen Werte H(s), vnd die Winkel 29, zwischen den Tangenten
an die Kurve § und der jeweiligen Hauptkrimmungsrichtung der
—;—eo(s) an.

Dieses Existenztheorem kann nun, wie ich es am Schlusse
der erwidhnten Arbeit anfiihrte, auf den Fall erweitert werden,

in dem die vorkommenden Funktionen nur endlich viele Ablei-
tungen besitzen. Man muss fiir diz Koeffizienten der ersten Grund-

form g, du' du® stetige Ableitungen fiinfter Ordnung nach beiden
Variabeln und fir die auf der Kurve K gegebenen Werte der
mittleren Kriimmung H und der Hilfsfunktion © stetige Ableitun-
gen dritter Ordnung nach der Bogenlinge von & verlangen. Der
Grund, dass die Koeffizienten g;, Ableitungen so hoher Ordnung

neuen Fliche, nehimen die Werte

1) Mathematische Zeitschrift 38 (1934), S. 461 ff,
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nach den beiden Variabeln besitzen missen, liegt in der Natur
des Problems, da in dem planaren Differenzialgleichungssystem,
welchem die Funktionen H und © geniigen, noch Ableitungen
dritter Ordnung von g, auftreten.

Dieses System lautet, wenn g,,=0 und J=H>—K ist, fol.
lgendermassen:

00 _ sin®oH € VJ cos©+ HOH

ot V7 oul Q33 J ou?
L 0gy _, &u 1 0K
\/ g oz \/

Py 2J 0u?
00 __ | g\ Jcos© »HOH sin ©®0H
2.2 Vg, 7 o 7 ourT

1 08, fenl 0K,
Ve 0wt " \'g, 20w

(M

Die Hilfsfunktion —;—6 bedeutet den Winkel zwischen den

Koordinatenlinien du'=0 und einer Hauptkriimmungsrichtung.

Es is wichtig zu betonen, dass gegenwirtig diese Erweite-
rung nur bei Flichen negativer Gaussscher Kriimmung K mog-
ich ist. Bei der Durchfiihrung des Beweises bediene ich mich,
soweit als moglich, der Methode der sukzessiven Approxima-
tionen, die Herr O. Perron in seiner Arbeit: ,Uber die Existenz
und Nichtexistenz von Integralen partieller leferenha gleichungs-
systeme im reellen Gebiet“?) entwickelt hat.

9. Ist die gegebene Flidche eine Torse, d. h., ist die Gauss-
sche Kriimmung K iiberall gleich Null, so geniigt es fir die An-
fangswerte von H und © auf der Kurve §& nur stetige Ablei-
tungen erster beziehungsweise zweiter Ordnung zu verlangen.

Wir fiihren die Kurve § mittels einer Koordinatentransior-
mation in die Gerade z'=0 iiber und setzen, da K 0 ist,
g.1=4&,,=1. Die Differentialgleichungen (1) nehmen dann fol-
gende Qestalt an:

%) Math. Zeitschrift 27 (1928), S. 549,
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00 . O0logH . Olog A
R A T
@ ‘
Fi2) olog H dlog H
g = (C0sO—1) =5 i—+ =75
Aus (2) folgt sofort:
00 © 00

Setzen wir X=cotg—2§, so bekommen wir einfacher die Glei-

chung:

0X 0X

o~ oY

deren allgemeinstes Integral von einer willkiirlichen Funktion £
abhédngt:
X=f(Xu'-+ u?).
Sind die Anfangswerte von Hund X=cotg 262 fiir i!=0 be-
ziehungsweise:
X=¢(u%), H=y(u?),
so ist das gesuchte Integral eine Losung der Gleichung:
X=op(Xu'+-u?).
Weiter ist

OlogH X OlogH  ¢'(Xu'+u?)
out o 1—ule(Xut+u?y

deren allgemeinste Losung durch:

_ fXat 4 6f)
Tl (X ?)
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gegeben ist, wo f, eine weitere willkiirliche Funktion bedeutet
Die gesuchte Losung ist also:

H— W Xu' 4 u?)
T 1=l (Xu'u?) "

3. Wir nehmen nun an, dass die Gausssche Kriimmung ne
gativ ist. In dem Differentialgleichungssystem (1) schreiben wir

zundchst einfacher:

gy_., 1 0% 20 1 0oy

N

1 oK Lok B

4K ot TV 4K o o«

und erhalten so:
06  sin©a Vilcos © +HOH 2K

out T Ty el T g e TR
EQ:: i\/jCOSG—Hé[:[ I sin@é_h’_ g‘ﬁ i 25?.1_
J out * Jy ou’ a J «

Oou? o
ein-

Nun fithren wir zwei neue Funktionen Q, und Q.

durch folgende Formeln:

Ql=% (e—i—arc cotg i) ,
V=K.
@ 1 H
" 9— e

Q, 5 ( arc COtgv'—i(> ,

welche folgenden Differentialgleichungen geniigen:

Q i)
Otl’l = acolg Q, 7)%2_1 + (o, cotg Q.-+ ag)+
sin (Q;— Q, . ,
+ W‘Q (By sin Q4+ Ba cos Qy),

4)
00 o 90 .
0u12 = o cotg Qy 0u22 + (oy cotg Qg +a,)+

sin (Q,—Q ),
Tsing, | (rSnQatRycos Qg
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Setzen wir noch:
X =cotg Q,, Y = cotg Q,,

so bekommen wir folgende fiir die Durchfiihrung des Beweises
handliche Form:

0X
O ¥ O (14X (g Yo ca)F (X Y) (B B X)
)
Y
O 0L (L Y (Xt ) (Y X) (8,4 BaY),

Die Winkel Q, und Q, besitzen eine einfache geometrische
Deutung. Beniitzen wir die Formeln von Euler und Ossian
Bonnet?):

o—H=1yJcos 2p

t=1/Jsin 2¢
fiir die Asymptotenrichtung ¢=0, v=y—K, so ist:

H
A cotg 2,
¢ X g 29y

wo ¢, den Winkel einer Asymptotenrichtung und der ersten
Hauptkriimmungsrichtung bezeichnet. Dann ist aber:

1
91:”5 O—aoy

der Winkel zwischen der Koordinatenlinie du! = 0 und einer
Asymptotenrichtung. Also:

Die Winkel Q, und Q. zwischen den Koordinatenlinien

3) Beitrdige, S. 447.
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du' = 0 und der jeweiligen Asymptotenrichtung geniigen dem spe-
Ziellen planaren Differentialgleichungssystem (4). Die Funktionen
Q, und Q, selbst sind Ldsingen einer planaren partiellen Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung.

Endlich gilt fiir die mittlere Kriimmung folgende Gleichung:

H=y—Kcotg(Q, Q).

4. Bevor wir zum Beweis des Verbiegungstheorems im
Falle nichtanalytischer Funktionen kommen, miissen wir uns
einige Sétze iiber die lineare partielle Differentialgleichung* 3):

9z 0z
a:f(x,ﬁ(—); + gy

zurechtlegen, die wir im Folgenden beniitzen werden.
Die Funktionen f(x,y) und g(x,y) sollen noch stetige
Ableitungen zweiter Ordnung nach y besitzen. Es sei im Gebiete:

|x|<a |yl <b
durchwegs
of ,
1< F, ’d—y <F
9 ,
121<G, 15’ <G

Unter diesen Voraussetzungen besitzt die gewohnliche Differen-
tialgleichnng:

dy _
a + f(x, y) =0
4y O. Perron, S. 354.

5) Goursat: Cours d’Analyse math. Bd. ITl. 1915. S. 7.
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im QGebiete:

(x|<a, |y[+F[x|<b (Dy)

das Integral y=q (x, y,), welches fiir x=0 den Wert y, annimmt.
Wegen der Stetigkeit von %f existiert auch die Ableitung des

Integrals nach dem Anfangswert y,:

X
of[t, p(t,
__f/[ﬁp(yo)] i

oy

d? :80

0y,

Die Gleichung y=¢ (x, y,) kdnnen wir deshalb nach y, auflosen:

VO — \ll(,\’,', J’)

Die Funktion V (x, y) besitzt in D, Ableitungen nach beiden
Variabeln und geniigt der Gleichung:

op  Lov
ox =Tay -

Aus der Identitat:

y=0 1%V ()]

folgt noch

X
of {4, @ [t, ¥r(x,
ff{ cployp( m
oF _ o

oy
Das Integral von:

0z

0z

welches fiir ¥=0 die Anfangswerte 2=2, (y) annimmt, ist nun
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leicht in Integralform darzustellen. Die Anfangswerte 2z=z,(y)
sollen noch st:tige Ableitungen dritter Ordnung besitzen und es
sei fiir |y|<b:

| zf(0) | <<k, 12 TR, 270 | <CK7, (27 ()[R
Setzen wir g1=foo—';° + g, so ist das gesuchte Integral:

X

6)  2(x,y)=2y) + J‘gl{t, o 16, V(% 9)]) d.

0
Nun ist in Dy:

2 ,
|6 | < Gy, dﬁ‘,“<\0

wo G,, G’, wiederum zwei endliche Zahlen bedeuten, Firr das
gewonnene Integral z besitzen wir dann folgende Abschdtzung:

() 12— 24| < Gy |xl.

Eine #hnliche Abschdtzung gilt auch fir die Ableitung
0z

ay Es ist, wie leicht zu ersehen,
. f CAUSE Y
(8) %2% _{_fdgl{tﬂp[(;;y‘lf(% )’)]}_et' dt
und also: 0
@ [ZomG,

Wir merken uns den folgenden Hilfssatz:
Die Lisung z=z (x,y) geniigt in dem Gebiete:
x|<ay  |y[+Flx[<b

koo

(DQ) kIGI
— 1 _ —_— —1
a, == Min [a, G F,log(l -+ 7 )}

den beiden Ungleichungen:
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0z 0zg)

o oy <

12"Zol<k;

und besitzt stetige Ableitungen zweiter Ordnung nach y:

. Qfgjf%/f}dv
I s AU A URACHS)) [t dt
0y2 - oyg ay2 -e . +
i
[df{v,‘ }av
(10) X o {f b oy
ogndy - t
+J oy e X
0 o
. i Qf%;_} dw
1 i 1 A R
XJ __.oyg e dvdt}.
t

5. Wir wollen nun von den Koeffizienten o, oy, o5, 84, 8:
des Differentialgleichungssytems (5) einige fiir die Durchfihrun-
gen des Beweises notwendigen Bedingungen aufstellen. Erstens
sollen diesen Koeffizienten noch partielle Ableitungen zweiter

Ordnung nach #? zukommen und zweitens sollen a, a;,...,8:
ihre ersten Ableitungen %;%,---,g% und ebenso ihre zweiten
. 0% %8, . .
Ableitungen o JRo im Gebiete:
lut] <a, |u?|<b

beziehungsweise die gemeinsamen oberen Grenzen m, m' und m"”’
besitzen,

Es seien X,(u?) und Y (u?) die Anfangswerte, die X(u', u?)
und Y(u!,u?) fir 4'=0 annehmen und fiir weche wir noch ste-
tige Ableitungen dritter Ordnung nach u® verlangen. Weiters
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sollen die beiden Funktionen Xg{u?) und Y,{u®) und ihre Ablei-
tungen in folgender Weise im Gebiete [4®| < b nach oben be-
schrankt sein:

9X,
dy

X, | <k Wy | e |
0| =My S ""’(dag)g\

und ebenso fiir Y,. Die Endlichkeit der Aufangswerte X, uad
Y, besagt wegen der Bedeuiung der Winkel Q, und Q,, dass
auf dem betrachteten Abschnitte die Kurve K in keinem ihrer
Punkte eine Asymototenrichtung tangiert.

Wir definieren jetzt zwei Folgen von Funktionen X (u!, u?)
und Y (@1, u?), die mit X (u®) und Y (u®) beginnen sollen, durch
folgende Differentialgleichungen:

aXn»H O‘Xn«’l 2

*5;{1—“—_—— “’YH_EHT‘_:-(I—%XH)(GIYEI‘{—QZ;%—
(11 +- (Xn— Yn) kB2 + BZXn )
‘ dYn-H n-i-1 ' 2

7 B R v (1Y) (@ X, + o)+

+ (Yn_Xn) (Bl +BZYn) !

Die Integrale Xn+], Y, ., von (1) sollen fiir u' = 0 die Anfangs-
werte X;, Y, annehmen,

Wenden wir den Hilfssatz aus der Nummer 4. auf die Dif-
ferentialgleichungen (11) und machen wir den Schluss von & auf
k+1, so gelten fiir die Funktionen X und Y_ beim beliebigen
Werte von n im Gebiete:

|| <a,, [w?|+Flu'|<b

a,= Min [a, —é: , [é log(l +%g1ﬂ

die folgenden Ungleichungen:

(D)

10X, 0X,

12 X —X, | <k _ %%
(12) | X, f T

<k,
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(13) X | <2, <2

und ebenso fiir Y, .

Die Konstanten F, G, Gy, F', G, G’1 ,... sind leicht zu be-
stimmen. Es ist beispielsweise:

=2km, G=ml[2kk+(1+20?],...

Die Funkticnen X, Y, besitzcn nach (10) und nach den
Voraussetzungen iiber die Koeffizienten o, a,... noch stetige
zweite Ableitungen nach #?, fiir welche wir allgemein die fol-
genden Abschitzungen beweisen wollen:

X,

(14) (0u?)?

< vt

' (0112)2 l < n—~|—1‘

Die Abschitzung gilt fiir =0, wenn C > k" genommen wird.
Wir beweisen, dass sie fiir 7+ 1 gilt, wenn sie fiir n als richtig vo-
rausgesetz ist. In (10) kdnnen wir den Ausdruck unter dem Haupt
integralzeichen in der folgenden Gestalt schreiben:

02X, Qv
TP oy * ¥ Gy

wo I1, @, ¥ ganze rationale beziehungsweise exponnentiale Funk-
tionen der Koeffizienten «, ay,..., ihrer ersten zwei Ableitun-
gen nach 42, der Funktiomen X_, Y, und ihrer ersten Ablei-
tungen nach »2? und endlich der Anfangswerte X, und ¥, und
ihrer ersten drei Ableitungen nach «? sind. Alle diese Werte sind
aber im betrachteten Gebiete und zwar unabhdngig von n be-
schriankt und Gleiches gilt dann auch von den Funktionen /1, &, V.
Sind P, Q, Q beziehungsweise die oberen Grenzen von /7, @ und W
so konnen wir den Integrand von (10) folgendermassen nach oben
abschitzen:

P+ 2Q Crtt

und folglich:
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*X,.|
Oy | S+ Pa+200 O

Ist C2>>1, so haben wir auch

1 A2
a ‘Xn»H

Ot < (K" + Pay+2Qa,) Cott

Wir erhalten also die Abschétzung (14), wenn

C=Max (1, k" -+ Pa, +20Qa,)
ist.

0. Wir setzen nun:

X —X ,=U, Y —VY =V

n-—} i}

und beweisen die gleichmissige Konvergenz der Reihen:
_ (0] 0]
(15) X=X+ MU, Y=Y +3V .
i i

Die Fuoktionen U, uud V' sind jene Integrale des Diffe.
rentialgleichungssystems:

[ oU el

L S nrl

Jut T Qu?
. {;[ @2, (14 X~ (4 ﬁgxn)} -

[
- Un; (Xn + X'-l)(al Yn —1 Jr70(2) -+ (B! —_Bz y"‘]}}’

(16) -
ﬂ"ﬂ = aX v, S
ou tooow?
[ ar
+ {U"L a ~0—u;~ —a, (1+ Yﬁ)—(BI-{-BZVn)} -
! - vn [( YnV{_ Yu ri)(aan*l ~+'(!'2)4-([31“-82)(;11)\\’



Ein Existenztheorem in der Theorie der Flichenverbicgung. 191

welche fiir #' = 0 den Wert Null annehmen. Fiir Uy gilt fol-
gende bei allen n giiltige Abschidtzung:

(Cat

(17) IU"|< n!

und ebenso fiir | V|

Die Ungleichung (17) gilt nach (6) und nach (7) fiir n=1,
wenn C; > G, genommen wird, Wir beweisen ihre Giiltigkeit
fiir n+ 1, weun sie fiir n als geltend vorausgesetzt wird. Bezei-

chen wir mit ¢  das, was aus dem gewundenen Klammer-

ausdruck der ersten Differentialgleichung von (16) entsteht, wenn
wir die in (6) angegebene Substitutionen ausfiihren, so ist

Nun ist nach (16):

FARNIAE SN AR

wo R eine von n unabhidngige Konstante bedeutet. Also ist:

|ut |
l Un+l \ < QR

0

(G o o 2R (Cilatl
n! T C, (n+1)

Die Ungleichung (17) gilt allgemein, wenn

C,= Max (Gy, 2R)

ist.
Die gleichmissige Konvergenz der Reihen (15) ist somit

bewiesen und damit auch die Existenz der Funktionen X{u!, u®)
und Y(u!, u?):
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X', u*)=hm X, Y(a', 0*)=lim Y .

u-» 00 u-» 00

Auf dieselbe Weise beweisen wir dic gleichmissige Kon-
vergenz voi:

0X, 20U, 0Y, X0V,
U e T X e o T ¥

- ((jz [{li)n

wr

Die Ungleichungen gelten fiir n=1, wenn weniger genau als in
.. F'a . ; .

(9) C,grosserals G’y e °' genommen wird. Leiten wir den Ko-

. oUn .

effizienten von 73‘55'_1 und den Klammerausdruck der ersten Glei-

chung von (16) nach #* ab und filhren darin die in (6) angege:

benen Substitutionen aus, so wollen wir die erhaltenen Resul-
. A 9, .

tate beziehungsweise mit 51?(0 und 517’(0 bezeichnen. Dann

ist nach (7):

ut
5
ul foig ) dv
oU g h
o = g 0e . dt
0
In Hinblick auf (16) kOnnen wir aber %-3 (f) folgendermassen

nach oben abschitzen:

n
o &

E [oV_| | 0*X,
}"f‘ ]522 + m| Vn]](aua)z )

10U,
S[l Un}_i—l Vn]]jLT[“ ou2

also
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ut
?aU i Fu N (C t)n (C tn (C Z¢)ll
en o ogCa D) o p e D) o bt !l
o ¢ V,’ [28 a Tt m ¢ w4
g
und da C_>1 auch:
SOU F'a ‘u”llel
—+1 1 no no np
, < T[2S(CC) + 2TC EmC(C Y Ty

Die Abschitzung (19) gilt allgemein, wenn

4

F F
Cy=Max [G' € " CC,@2S + 2T+ mC)e ]

ist.

Die Reihen (18) konvergieren also gleichmissig und nach
dem Satz der Reiheundifferentiaticn gelten alsdann folgende
Gileichungen:

QLX;(U}’ ”2_) — lim _ai(n ay (ul, f_) —im ()Yﬂ
ou? Thooo 00 ou?

n> o0 OU?

Mit Hilie der Gleichungen (16) und des lezterwédhnten Sat-
zes beweist man endlich, dass auch die Gleichungen:

aX(LIl’ u2)y — 13 aXﬂ aY(uly l£2_) — i aYﬂ

— 7 = |im ’ =
6“1 u«-}CC)()u1 0!11 u_)oo()ll‘

erfiillt sind.

Die Funktionen X (1!, %) und Y (¢}, ¢®) sind also im Ge-
biete D, eine Losung dzs Differentialgleichungssystems (), wel-
che den verlangten Anfangsbedingungen geniigen.

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Losung die einzig mog-
liche ist. Gdbe es noch eine andere X (¢',u?) und Y (u!,u?), so
wire es nur notwendig mittels (5), geschrieben fir X, Y, und (11)

Publication mathématiques IIL. 13
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ein (16) analoges Differentialgieichungssystem fiir die Funk-
tionen:

X—X

n+1? Y— Yn—l—l

aufzustellen und fiir die letzten Differenzen Abschitzungen, die
vollig jenen von U, V_ dhnlich sind, abzuleiten. Es ist endlich:

|X“—X) <IX—Xn+l|+IX'—Xn-H|

und ebenso fiir | Y—Y|.
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