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EIN ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER
JORDANSCHEN NORMALFORM

Helmut Boseck
(Dargestellt am 31, Mai, 1968.)

Es wird ein Algorithmus erdrtert, der mit moglichst geringen Voraus-
setzungen aus der Algebra eine Berechnung der Jordanschen Normalform eines
linearen Operators oder der ihm zugeordneten Matrix gestattet. Die Grundlage
der Betrachtungen bildet die Diskussion des Bildes des singuldren Operators 4—2; E,
wobei ); einen Eigenwert von A bezeichnet. Die Uberlegungen lassen sich rechne-
risch durch die Frage nach nichttrivialen Losungen gewisser linearer Gleichungs-
systeme realisieren, deren rechte Seiten von endlich vielen Parametern abhingen.
Die Koordinaten der Lsungen bestimmen die Spalten der Transformationsmatrix.
Wie kaum anders zu erwarten, erhilt man keine Aussage iiber die Einzigkeit
der gewonnenen Normalform. Die auftretenden oberen Indices verweisen auf
die Numerierung der Eigenwerte des betrachteten Operators, die unteren Indices
unterscheiden die verschiedenen “Jordan-Kiéstchen” zu gleichem Eigenwert. Zur
Motivierung 1Bt sich bemerken, daB man zunichst versucht eine obere Drei-
eckmatrix zu gewinnen, in der dann moglichst viele Elemente zu Null gemacht
werden.

1. Voraussetzungen. Es sei V ein Vektorraum der Dimension » iiber
dem Kérper K. Ferner sei 4 ein linearer Operator auf dem Vektorraum V. Mit
Ais - .., A (r<nm) seien die verschiedenen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms p () des Operators A4 bezeichnet. Es sei vorausgesetzt, dal} die Null-
stellen &, ,. .., A, Elemente des Grundkorpers K sind und p (3) = Q. —x )"t ... (A —2A,)"r
ist. Dabei bezeichnen n,, ..., n, die Vielfachheiten der verschiedenen Nullstellen
Ais +-y Ay, und es ist m=n,+ - - 42,

2.  Problemstellung. Es ist eine Basis des Vektorraumes ¥ successive so
zu bestimmen, daBl dem Operator 4 in Bezug auf diese Basis eine Normalform
entspricht.

3. Die Anfangsschritte.)

(0(1”) Man ldse die Eigenwerigleichung (A4 —x, E)x=0 fiir den Eigen-
wert A,. Diese Gleichung besitzt eine nichttriviale Ldsung x‘lll)G;EV. Es sei

lrgsmgﬁeniigt, den Anfangsschritt (0(11)) und den allgemeinen Schritt anzugeben. Die
iibrigen hier aufgefithrten Schritte (I(xl)), (0;”) und (0{12)) sind nur zur Veranschaulichung
des Verfahrens eingefiigt.
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168 Helmut Boseck

W(1)>—L(x(1)) der von diesem Eigenvektor erzeugte Teilraum und wy =(0) der
Nullraum. Es ist W} ein beziiglich 4 invarianter eindimensionaler Teilraum.

Man untersuche (4—X\; E)VﬂW(lll) oder, was das gleiche ist, die Los-
barkeit der linearen Gleichung (4~ E) x —axiy und unterscheide die Falle:

a) (A—NEYV W =w{, dh. die Gleichung (4—x, E)x—axi?) ist
fiir einen Parameterwert a0 16sbar. Dann fahre man mit (1(1)) fort.

b) (A—N E)V OWR =W, d.h. die Gleichung (4—2, E) x = ax Y ist nur

fiir oc—O nichttrivial 16sbar. Dann setze man m(l)—l und W(ll):Wﬁll). Es ist W(ll)
ein m1 ) _dimensionaler beziiglich A invarianter Teilraum.

Ist ml <n1, so fahre man mit (02)) fort; ist mi =n,, so fahre man mit
(0(12)) fort und setze WP =w{". Es ist W ein n,-dimensionaler beziiglich A
invarianter Teilraum.

(1(1’)) Man 16se die lineare Gleichung (44— E) x= axiy fiir einen Para-
meterwert o-~0.

Diese Gleichung besitzt fiir einen Wert «D=£0 eine nichttriviale Losung

x21EV Dann ist x(l) 1) x21 eine Losung der Gleichung (A—A E)x= 0.

-4
Es sei W§§)=W(l) +L(x(1)) und W21 ist ein beziiglich 4 invarianter zweidi-
mensionaler Teilraum.

Man untersuche (4—x E)VﬂWE’l) oder was das gleiche ist, die Losbar-
)

keit der linearen Gleichung (A—A E)x=«, x{?+o,x5), und unterscheide die
Fille:

a) (A—ME) VﬂW(l) 511), d.h. die Gleichung (4 —AX, E)xfoclx“ + 0‘2%2
ist fiir einen Parameterwert «,7%0 losbar. Dann fahre man mit (2(1 )) fort.

b) (A—N E)VN W =W, d.h. die Gleichung (A—xl E)x=o,x{ + o, x4!
ist nur fiir «,=0 nichttrivial 16sbar. Dann setze man m’=2 und W= W“)
Es ist W ein m{"-dimensionaler beziiglich 4 invarianter Teilraum.

Ist ml <n1, so fahre man mit (02 )) fort; ist ml =n1, so fahre man mit
(0(12)) fort und setze WV =wi". Es ist W ein n, - dimensionaler beziiglich 4
invarianter Teilraum.

(05”) Man 16se die Eigenwertgleichung (4-—x, E) x=0 modulo w fiir
den Eigenwert A, .

Das bedeutet Folgendes: Man berechne eine Losung der linearen Gleich-
ung (A—1E)x=o x§11)+ .. —|—ocm(1) x(ri,)(l)x’ die nicht in Wﬁl) liegt. Wegen der
1

Relation (4—», E)V N W(l(l)l = W,,,(1) 11 besitzt diese Gleichung nur fiir A = 0

eine nichttriviale Losung. Aus der Ungleichung m{" <n, folgt die Existenz einer
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— e mgu . ”‘(1!)‘ ein E}genvektor zum Exgenwert A der nicht in W hegt.

Es sei WY=L (x{Y) der von diesem Eigenvektor erzeugte Teilraum und W = (0)
der Nullraum. Es ist W1} ein beziiglich 4 invarianter eindimensionaler Teilraum.

Man untersuche (4-—2,; EYVNW oder, was das gleiche ist, die Losbar-
keit der linearen Gleichung (4—i, E) x=ax{¥, und unterscheide die Fille:

a) {(d—N\ EYV AWl =wi}, d.h. die Gleichung (4—2, E) x=ax{3 ist fiir
einen Parameterwert =0 Idsbar. Dann fahre man mit (13) fort.

b) (A—n E)YVNWE =W, dh. die Gleichung (4—2, E) x=ax{3 ist nur
fiir «=0 nichttrivial 1dsbar. Dann untersuche man die Gleichung (4—7E)x=
—ax{y mod W{. Besitzt die Gleichung (4—2, Eyx= ocx” oci.x(;”%n- SR>
+ “mﬁl) x(,:z)(lm eineL&sung fiir ein «3£0, so ist auch die Gleichung (4—x, E)x=

M_1

—axiy+ O‘mmx(,:,)(l); fiir «s0 losbar. Fiir p=1, ..., m ist ndmlich

x = (A—NE) x4y, Offenbar muB mit « auch 17,,1(1)%50 sein und fiir den

Vektor y' (1)1 . xR+ xm(;}! gilt (4—2, E)ym(;;l = fn(l)mn und die Gleich-
i

m(l‘

ung  (A—2, E)x»amm yiﬁ’(g)l ist losbar. In diesem Fall ersetze man in
(m$"—1) den Vektor x'' (01 durch,yfﬁ;)l und fahre dort fort. Die Dimen-

sion m{" des invarianten Vektorraumes Wi 1aBt sich dadurch wenigstens um 1
vergroBern.

Dann sefze man m D1 und W(” W(I). Es ist ng) ein m(zl) ~-dimensionaler
beziiglich 4 invarianter Teilraum.

Ist mP+m$<n,, so fahre man mit (057) fort; ist m{"+mP=n,, so

fahre man mit (09) fort und setze WO =w{ + Wi, Es ist W“) ein n,-dimen-
sionaler bezliglich 4 invarianter Teilraum.

(]

(0%P) Man 16se die Eigenwertgleichung (4—\, E) x =0 fiir den Eigenwert 2,.
Diese Qleichung besitzt eine nichttriviale L8sung x§3€;}’ V; diese liegt
nicht in W®. x{? ist iiber W linear unabhingig. Es sei Wi =L(xH) der

von diesem Eigenvektor erzeugte Teilraum und W = (0) der Nullraum. Es
ist W ein beziiglich A4 invarianter eindimensionaler Teilraum.

Man untersuche (A—x, E)V WS} oder, was das gleiche ist, die Losbar-

keit der linearen Gleichung (4—n, E)x=ux{}, und unterscheide die Fille:

a) (A—n EYVNWR=w®, d.h. die Gleichung (4—x, E) x=ax{? ist fiir
einen Parameterwert a0 losbar. Dann fahre man mit (1%) fort.
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b) (Ad—2, E) VAWR =W, d.h. die Gleichung (42, E) x =ax{? ist nur
fiir «=0 nichttrivial losbar. Dann setze man m®=1 und WP =w§H. Es ist
w? ein mP-dimensionaler beziiglich 4 invarianter Teilraum.

Ist mP<n,, so fahre man mit (09) fort; ist m®=n,, so fahre man

mit (0‘13)) fort und setze WP =W, Bs ist W ein n,~-dimensionaler bezlig-
lich A invarianter Teilraum.

4. Der allgemeine Schritt. Es seien die folgenden Vektoren und die da-
hinter aufgefithrten beziiglich 4 invarianten Teilrdume bereits bestimmt

A8, ., x(:(;)l P
: 1 wo
x(g?,, cy x(,i)(;)s‘ :Wg)
5
xﬁ) s e x(i)@)l :W(;z)
1 w®

{2)

’ 2 e
Xisys .‘.,x” .W)

nzgf)sz 52
S (-1 =D
Xit s v s Xmgs.zx): W

: W=
G~1) -1 R Aty
xls'w;’ rees xm(lmnsi»-x ~Wsiw!

Pt
i 7 7ad
Xits ox vy x(n?(‘,«)i .W1

0} ' 0}

D
Xijly » o3 xm@ j_“i.Wj{w,]
1
A %Y W
() )

Es ist my 4 -+ - s, =, filr p=1, ..., i~L

Die Vektoren x{J, ..., xﬂ‘z(;)i s e X0, o, %Y, die zum Eigenwert X,

gehoren, sind linear unabhiingig iiber dem beziiglich 4 invarianten Teilraum
w O . w D der Dimension n, + - - « +n;~. Man untersuche (4—x; EYW N
AW oder, was das gleiche ist, die Losbarkeit der linearen Gleichung
(A—NEYx=a,xP+ -« - +apx{), und unterscheide die Fille:

a) A—NEYVAWSE =w®, dh. die Gleichung (4—x E)x=a,x§) +
e 0ty xﬁf} ist fiir einen Parameterwert ;0 losbar. Dann fahre man mit
(&) fort.
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b) A—NEYWVNWE=WwL,;, dh. die Gleichung (4—»; E)x= o, x{)+
1 J

+ oo oy xif ist nur fiir o= 0 nichttrivial 18sbar. Dann untersuche man die
Gleichung (A—X E) x =, x4 « « - +oy xi} mod W+ . .. mWﬁ;. Gibt es eine
Losung mod W+ - .« + W mitay:£0, so ist die Gleichung (4—); E) x = az X5}~

+ 3nx(,2§i): SRR ﬁj_lxm(j} -t fiir o540 16sbar. Dabei ist e'ner der Koeffizien-
i

ten By, ..., Byy, etwa BI5£0 (I <i<j—1), und es sei/ so gewilt, daBB By, =
=« =0, =0 ist. Fiir den Vektor y(;f(() ' g«xﬁ} +x(3@? gilt (4—x; E) y(‘%") ;=
1

ﬁx(‘,zg;)_‘iﬁ, und die Gleichung (A—)E)x=§, y{zgi) , st ldsbar. Man ersetze
in (m?—1) den Vektor x(”(,-) , durch y(‘}(,-) , und fahre dort fort. Die Dimen-
sion m{” des invarianten Texlraumes Wi ') 148t sich so wenigstens um 1 erhdhen.

¢) Die Gleichung (d—2; E)x=o, x4 « - - + o x$) sei mod wie ... +

+W, nur fiir o5 =0 18sbar. Dann setze man m{ =k und W@ =W, Es ist
W}’) ein m} -dimensionaler beziiglich 4 invarianter Teilraum.

Ist mP+ - +mP<n;, so fahre man mit (0;) fort; ist mP+ - .- +
+mP=n;, so fahre man mit (0{"7) fort und setze WO=WQ 4 ... 4 WP,
sowie s;=j. Es ist W® ein n;-dimensionaler beziiglich A invarianter Te;imum

(k) Man 18se die lineare Gleichung (A—X; E)x=a, x5+ -ka x5 fiir
einen Parameterwert o, 520, Diese Gleichung bcs;tzt fiir die Werte s L S

D540 eine Losung Xy 1, V. Dann ist x{h ;= e (xkﬂj af xP— . —af  xl)

eine Losung der linearen Gleichung (d—), E)x x}. Es sei W =W+
+L(xk+; ,), dann ist W;c“ ; ein bezliglich A4 invarianter (k- 1)-dimensionaler
Teilraum.

Es ist zu beweisen, daB die Vektoren xi] ..., x%,, ..., x{), ..., 20,
i

xP1; tber dem Teilraum W® 4 ... £ WD linear unabhingig sind.

Aus der Relation ﬂ(nx({% Y XS A ym?}l xﬁf{{)i T by X ‘;i
by x T F Yk X5 Yrr Xee FEW D oL 4 W=D folgt durch Anwen-

dung des Operators 4—x; E und unter Berucksichtigung der Gleichungen
(A2, E)xﬁ‘iwo (A««E)xé‘im»xglgv fiir ¢>1 die Bezichung v, x{+ .- +

1G] 0] , () "
+ ¥ :(')i m{‘) “‘T - -\{”xlj..}. N “4”Yi(:jxk~1j'7“"{}cﬂjxkjtzw(l) e “INW(Z D,

Die hier auftretendcn Vektoren sind aber nach Voraussetzung linear unab-
hingig Uber WO 4 ... +WED, und es ist vy=-. = Vg =0 =Yy g =
= Y= Ype ;= 0. Aus dem gleichen Grunde ergibt sach dall auch die

Koeffizienten der verbleibenden Relation v, x{1+ - - - + v, ; x,f,ﬁ»— W L e
sdmtlich verschwinden ;= - - - =v;;=0.
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Man untersuche (A—XN E) VN Wy, oder, was das gleiche ist, die Los-
barkeit der linearen Gleichung (A—X E)x=04 x@j«}» SRR xﬁ,’ﬂ» ockﬂxgll e
U.s.w.

(047)) Man lose die Eigenwertgleichung (4—3E)x=0 modulo W+
4o+ WY fiir den Eigenwert ;. Das bedeutet Folgendes: Man berechne
eine Losung der linearen Gleichung (4 E) x= o, %3] + - - - +ozm§,-)w“x(”z(,) ut

G () G ] : :
+ Gcm(xi) i xm(li), Foe e b0y X R N mm(.i) Uxm(.g)”w-f— & m X o die nicht in
I r

74 LSS Wff) liegt. Da m{ + - mf”<x@, ist, gibt es eine nichttriviale

Losung dieser Gleichung x;j%‘;t:lf, die nicht schon in WP+ ... +W§‘).I§egt.
Fiir diese Losung mufl °"m§m =+ =a,=0 sein. Dann ist aber x{0.;=
7

—-x 0 0] 0] ) G .
==Xy X2 wam(;)_u xmgi)! ey XY —-Otm(})muxm(_,)j em
i J

Eigenvektor zum Eigenwert 3;, der nicht in Wi +W  liegt. Bs sei

WO =L(x{) der von d:esem Bigenvektor erzeugte Teﬁraum und WS}.H = {0}
der Nullraum. Es ist W{,, ein beziiglich A4 invarianter eindimensionaler
Teilraum.

Es bleibt zu zeigen, daB die Vektoren xi1, ..., x{::@lx({}, cees x(z{g)j,
Kl

x?}%; iiber dem Teilraum WO+ . .. 4+ WD linear unabhiingig sind. Betrach-
tet man eine Linearkombination dieser Vektoren und nimmt an, dall der
dargestellte Vektor zum Teilraum W® 4 ... 4+ W@ gehort, so folgt durch

Anwendung des Operators A—); E wie im Schritt (k?’) die Relation x® =
v x4y Xt X0 EWO 4 - L £ WD, Offenbar ist x® ein
Eigenvektor zum Eigenwert 2;. Es genligt zu beweisen:

Ein Eigenvektor zum Eigenwert A, liegt nicht in W®+ ... 4+ WD,

Wegen der Invarianz der Riume W® und sogar ihrer Teilrdume W
(u=1, ...., i~1; v=1, ..., 5,) in Bezug auf den Operator 4 reduziert sich
die Beh&uptung auf die Aussage Ist xX<w® und Eigenvektor zum Rigen-
wert Xy, so ist X =0. Betrachtet man die Gleichungen x%” =1, x{? +y,x%s +
Y Kol T VX, und 0= (A =X E)x = (v (=N +

W © ) .
FYD X FY ey Q=2 +Y ,,,glm)x v 1t Y (Ru—2A) X 1w, SO ergibt
v v v 'l

sich wegen A, fir p=1, ..., i—1 successive v, =0, Y, w_y=0, ... ,
v ¥
Y:=0, v,=0. _
Man untersuche (A—x; E) VW, oder, was das gleiche ist, die Los-
barkeit der linearen Gleichung (4—2; E)x= axdiy. Us.w.
(0§*P) Man l6se die Eigenwertgleichung (4—2;,, E)x=0 fiir den Eigen-
wert Agyy.

Diese Gleichung besitzt eine nichttriviale Losung A7y, die nach
den soeben angestellten ﬁbef!egungan nicht in W0+ ... + W® liegt. x§i" b
ist linear unabhingig iiber W . .. + WD, Es sei W(‘”” L(x$) der von
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diesem Eigenvektor erzeugte Teilraum und W 1):(0) der Nullraum. Es
ist Wi D ein beziiglich A invarianter eindimensionaler Teilraum.

Man untersuche (A—2x; E)VN W(lile) oder, was das gleiche ist, die Los-
barkeit der linearen Gleichung (A—kiHE)x:ochfrl). U.s.w.

Zur Erlduterung des Verfahrens geben wir zwei Beispiele an:

1. Im R#* sei ein linearer Operator A durch folgende Matrix gegeben

2 2 2 —1]
14 12|
—2 1 4 1
-1 2 2 2

Es ist ;=3 und n,=1. Wir berechnen einen Eigenvektor als Losung des fol-
genden homogenen linearen Gleichungssystems

— & +25+28— =0

i+ &+ E—2£,=0

M =28+ &+ &+ £=0
— & +28+28— =0

x= (0, —1, 1, 0). Das inhomogene lineare Gleichungssystem
— §+286,+28— £,=0
£1+ E_,2+ 53—224:—0.

—2&8+ B+ B+ E=«

(2
— B +2E,4+28— £,=0

ist fiir «=1 13sbar: x§'1)=<0, %, 0, %) Das folgende inhomogene lineare

Gleichungssystem ist nur fiir «,=0 ldsbar
— § 428,428~ E,=0

1
i+ B+ &—28,= —0‘14’?0‘2

(3)
=28+ E+ &t E=o

2
— E+2E,+28— E,= ?az.
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Es ist m(ll):2 und der invariante Teilraum W(ll) besteht aus allen Vektoren

der Form (0, —s+%t, S, % t). Der Vektor x(llz) =(1,1,0, 1) ist eine Losung
von (1) und gehoért nicht zu w". Das inhomogene lineare Gleichungssystem
— £ +2E,+28,— £ =«
B4 B+ &—28,=«
=28+ &+ &+ £,=0

— § 25, +28— E=a

“

1 1 1 . . .
ist fir «=1 10sbar: xg‘;:(-;, —, —,0). Es ist mg):2, der invariante

3 3
Teilraum W(zl) besteht aus den Vektoren der Form <s+%t, s+%t, %t, s)-

Wir haben die folgende Jordansche Normalform erhalten

31 00

0 3 0 O

0 0 3 1
0 0 0 3],

eine Transformationsmatrix ist

0 0 1 i

3

1 L 1 i

3 3

1 0 0 1

3

0 —2— 1 0

3

2. Im R? sei ein linearer Operator 4 durch die folgende Matrix gegeben
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Es ist 3, =1 und n,=3. Wir berechnen einen Eigenvektor aus dem homogenen
linearen Gleichungssystem

—2E,—45,=0
) 42, +85,-0  :x{{=(0, 1, 0).
£, +28,=0
Das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem ist nur fiir «=0 Idsbar
—28,—4E,=0
2 48, +88=a
g +2E&,=0.

. . 1 . ) . T .
Es ist zunichst m(l):l. Wir bestimmen eine von xﬁf linear unabhingige

L&sung von (1): x5 =(—2,0,1). Das folgende inhomogene lineare Gleich-

ungssystem ist ebenfalls nur fiir «=0 18sbar
—2E8—4E,=—2ua

(3 4E,+88,=0

£ +28=a,
doch besitzt das Gleichungssystem (3) eine LOsung mod XY fir a=1:

—2E—48,=—20a
@ 48, +88,=p
E,+28=x

ist fir «=1 und B=4 I5sbar. Der Vektor y{=x{y +4x{P=(—2, 4, 1) ist

eine Losung von (1) und das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem
ist fiir =1 ldsbar

—2E—48=—2«a
) 4%, +8%,=4a 2y =(—1.0, ).
E+28 =

Das Gleichungssystem
—28—48=—2u,—a,

(6) 4&1"*‘8&3: 40(1
£ +28= o)+ oty

ist nur flir a,=0 ldsbar. Als neuen Wert erhalten wir damit mP =2 und den
zweidimensionalen invarianten Teilraum W{", der aus allen Vektoren der Form
(—2s5—1, 45, 5+ 1) besteht. Der Vektor y(;lz):(O, 1, 0) ist eine Losung von (1),
die nicht in dem zuletzt bestimmten Teilraum ng) liegt.
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Fiir die Jordansche Normalform ergibt sich damit
1

e
oo,
und als eine Transformationsmatrix erhalten wir

o
I

[y

| —
K
| 0
[
I
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