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UNE EQUATION FONCTIONNELLE HOMOGENE
DU SECOND DEGRE

Petar M. Vasi¢
(Communiqué le 29 mars 1963)
1. Considérons I’équation fonctionnelle
n
(1.1) Z (— D" f (ers Xay - oo s X1 X+ S Gntit1r Xntitas Xan—14is Xantd) =0,
i=0
avee X = Xg—p—y (k>2n).
Par f est désignée une fonction complexe dépendant de n variables
complexes.
La fonction f, donnée par la formule
Filw) Filw) ... Fi(uw)
1Fy (u)  Fy () F, (un)
(1.2) f(ul,uz,.‘.,u,,):i :

! Fulu) Fpluy) Fy (uy)

F,, F,, ..., F, étant des fonctions arbitraires complexes, est une solution de
Péquation (1.1). En effet, en développant le déterminant suivant

Fy(xy) Fy (xy) e Fy (x1) 0 0
Ry Feo Fo() 0 0 0
Fy (xp—-1)  Fy (Xy—-y) Fy(xp—y) O 0 0

(I 3) A= Fy (xp) Fy (xn) F,y (xn) F (%) Fy (xn) Fy(x)
Fy (Xnt1)  Fy (Xpt) Fyp(nr) Fy(Xpt1) Fo(p4s) Fy{xp41)
Fi(x,y Falun Falxen) Filaw  Fla Fp (X3 )

d’apres Ja régle de Laplace, on vérifie que (1.2) est une solution de I’équa-
tion (1.1), car A=0. Mais, dans le cas général, la fonction (1.2) n’est pas
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la solution générale de Péquation (1.1). Ainsi, par exemple, si n=2k+1,
P’équation (1.1) a, comme solution particuliére, la fonction suivante

S ug, gy o ooy Uy, M) =y + Uy,
qui n’est pas contenue dans (1.2), car pour cette solution on a

Sy, Uy Uy Ugy ooy Upq, Up) =205,

X

Cependent, a partir de (1.2) on a

T (uys vy, Uy Uyy o ooy Upy, ) =0,
Dans lec cas olt =2k (k>1), V'équation (1.1} admet comme solution
particuliére Ia fonction
f(ul» Upy « oo s Upys un)zul"l'@
qui n’est pas aussi contenue dans (1.2).
Dans le cas n=2, la fonction (1.2) est la solution générale {voir: [1]}
de Iéquation (1.1).
Dans cet article nous allons trouver la solution générale de I’équation
(1.1) dans le cas n=3.

2. Si n=3, Péquation (1.1) a la forme

2.1 S Gxrs Xy x5) f (g X55 X)—S (X15 Xa, Xg) S (X5 Xg» X5)
+f (ers Xas X5) S %y X3, X)) —F (X1, Xa, Xg) S (X35 Xy, X5)=0.
Désignons par C; la classe de toutes les fonctions f possédant la pro-

priété que f (u, u, u)#0 et avec C, la classe de toutes les fonctions f telles
que f (u, u, u)y=0.

Classe C,. Etant donné que f (u, u, u)#0, il existe au moins un nombre
complexe « tel que
S (o, o a)=k¥#0,

En posant x;=X,=X;= X, = X; =&, Xs=1t, 'équation (2.1) se réduit a
1 2 3 4 5 6

(2.2) Sy, 0) = f (% u, a).
Pour x;=x,=X5=Xg =, X;=1, xz="v, I’équation (2.1) devient
2.3 S o, u, vy=k F(v) H(u),
ou l'on a
ACE _fl o0
(2.4) F(u) = ’*"};2—— s H (U) = P .

Si I'on pose x,=x;=X;=Xs=&, Xy=U, Xy=V, d’aprés (2.2) et (2.4), on
obtient

(2.5) f(u 0, V) =k F() H).

En posant x;=x,=xy=Xx,=a, X;=u, Xg=V et en mettant a profit (2.3),
Péquation (2.1) devient

2.6) F v @)=k {H@) F()—F @) FO)+F@u) H)}.
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Si Pon fait x;=x,=Xx3=0a, X,=u, X;=V, Xg=w et met a profit (2.3),
(2.4), (2.5) et (2.6), I’équation (2.1) prend la forme suivante:
2.7 S, v, wy=F(w) {F(u) H(@)+F @) H@u)—F(u) F@)}.
En posant
G (W) = H (w)—— F (@),

I’identité (2.7) prend la forme simple suivante
2.8) S, v, wy=F(w) {F(u) G¥)+F (@) G}
La fonction (2.8) est justement la solution de I’équation (2.1).

Classe C,. Dans ce cas, on a f (u, u, u)=0. ,
Dans la classe C,, pour toute solution non triviale de 1’équation (2.1)
il existe au moins trois nombres complexes a, b, ¢ tels que f (q, b, ¢)#0.

De (2.1), pour x,=a, x,=5b, x3=x,=x5=¢, xs=u, on obtient
(2.9) f e, e, )—f (¢, u, )+f (u, ¢, ¢)=0.

Au moyen de la substitudon xy=X,=Xx,=Xg=¢, X3=X5=u, 1’équation
(2.1) se réduit a '

(2.10) fle u, o) f (e, e,u)=0.
Si 'on pose x;=Xy=x;=x;=c¢ et x;=xs=1u, de (2.1) on obtient
(2.11) fe.e,u) {f(c,c,wy—f (u, ¢, ¢)}=0.

Supposons qu’il exis‘e un nombre complexe d tel que f (c, ¢, d)£0.
Alors, grice aux égalités (2.10) et (2.11), on a

[, d, cy=0, f(c,c,d)y=f(,c,c)

et, d’aprés (2.9), on obtient f (c, ¢, d)= 0.
La derniére égalité est au contradiction avec la hypothése f (c, ¢, d)=#0.
Donc, on a f(c, ¢, u)=0 et, d’aprés (2.9),

(2.12) fle,u, o)=f(u, c, c).
Il faut distinguer les deux cas suivants:
1° f(u, c, c)#0; 2° f(u, ¢, c)=0.
1° Supposons que [’on ait f (u, ¢, )5 0. Alors, il existe au moins un
nombre complexe a’ tel que f (¢, ¢, ¢)#0.
Pour x;=u, Xy=xy=xs=¢, X3=v, x,=4a & partir de (2.1) on obtient
(2.13) S, c,v) f(d,c,cy+f(u, e, c) fc,v,ad)—f (u,¢c,c) f(v,d,c)=0.

Avec les notations

(2.14) Hw="%%)  puy=f@, o, )—f (c, u, a),
f@, ¢ 0

la relation (2.13) prend la forme suivante
(2.15) f(u, ¢, v)=F(@) H(u).
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Si dans (2.1) lon pose x;=x;=Xg=¢, Xo=Uu, X3="V, X, =a’, il vient

f(C, u, V)=F(V) H(u)’
avec les notations (2.14).

(2.13), pour u=a’, donne f(d',c, v)=F(»). D’aprés cela, de (2.1), au
moyen des substitutions x;=d', x,=x3=x4=¢, x,=u, x;=v, on obtient

f v, c)=F@ H@u)+Fw) H(®).

Enfin, en posant x; =a', X=X, =, X,=U, X5="V, Xg=wet en introduissant

la notation k=—1———, a partir de (2.1) on trouve
f@,c 0
F(w)
[, v, w)= {F@) H(»)+F((v) H@w},

k
ou bien
S @ v, wy=FW) {F(w) G (»)+F @) GW},

avec G(u)=% H ().

Donc, si dz=s solutions telles que f(u, u, u)=0, f(u, ¢, c)5=0 existent
elles doivent &tre de la forme (2.8).

2° Supposons maintenant que f (u, ¢, ¢})=0. Alors, d’aprés (2.9) et (2.12),
il vient
(2.16) [, c,wy=f(c,u, ¢)=f(u, c, c)=0.

En utilisant la relation (2.16), I’équation (2.1) pour x,=a, x,=>b, x;=u,
Xy=Xg=c¢, xz=v, donne

.17 S, c,u)y=—f(u, c,v).

En faisant x, =4, x,=>b, x;=x,=c¢, x;=u, xg="v, I’équation (2.1) donne

(2.18) fle,u,v)=f (v, c).
Si 'on a f(a, b, ¢)70, d’aprés (2.17) et (2.18), on aura f(a;, by, ¢;)#0,
ou 4y, b, ¢; désignz une pzrmutation quelconque des nombres a, b, c.

Par conséquent, dans les équations (2.17) et (2.18) on peut remplacer
¢ soit par g, soit par b.

Draprés 1’égalité (2.18), si 'on pose x;=a, xo=b, x3=¢, x,=u, Xz3=",
xg=w, I’équation (2.1) devient

f(a, b, c) f(uv,wy=Ff(a, b, u) f(c, v, w—f (a, b, v) f(w, c, 1)
+f (d, b9 W) f(C, u, V).

f(a, b, u

, on obtient
f(a, b, c)

Si I'on y pose F,(u)=—

(219) f(u5 v, W): —Fl (u) f(C, v, W) +F1 (V) f (W, & u)_Fl (W) f(C, u, V).
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Si Pon fait xy;=¢, xp=a, x3=b, Xx,=u, x5=c, xg=v, I’équation (2.1) se
réduit a

(2.20) fle,a,b) flu c,vy=f(c,a,u) flc,v,B)+f(c,a,v) f(b, u, o).
Vu les égalités (2.17) et (2.18), on aura
f,u, c)y=f(c, b, )= —~f (u, b, ©)=—f (¢, u, b).

Si Pon pose

@21 F@=2C%2  F =1 (c u b),
fle, a,b)
Péquation (2.20) se réduit a
2.22) S, e, V)=Fy(u) F3(v)—F, (v) Fs (u).
En mettant x; = x, = ¢, X, =4, X3 ="b, x5 =u, xs=v, I’équation (2.1) conduit 3
(2.23) e, u, ) =Fy (v) F3 (u)—F, (u) Fy (),

avec les notations (2.21).
-.Mettant a profit (2.22) et (2.23), ’égalité (2.19) prend la forme que voici
F@®w F@ Fw
2.24) S@v,wW=\F,@ F{® Fw,.
[ B () F () F (W){
Donc, la solution (2.24) a la forme (1.3).

D’aprés tout ce qui précéde, étant donné que la classe de toutes les
fonctions f est justement C,UC,, on a le résultat suivant:

Théoréme. — A4 Paide des formules (2.8) er (2.24) sont déterminées
toutes les fonctions f, solutions de I'équation (2.1). Les fonctions F, G, Fy, F,, F,
intervenant dans (2.8) et (2.24) sont des fonctions quelcongues.

3. Désignons par C,; la classe de toutes les fonctions f telles que
3.1 S (X1 ooos Xty Xiy Xpgas oo o Xjm1s Xjs Xjpps <« o5 Xp)
=—f(Xgs ooy Xicts Xjy Xpgas « ooy Xjmis Xis Xjgas v oo Xn)
(I<i<j<n)

D’aprés (3.1} Iéquation (1.1) peut s’écrire sous la forme

3.2) S s Xas ooy Xmts Xa) S (Xntas Xugas -+« » Xan)
= (X1, Xa5 ooy Xpety X)) [ (Xn> Xz - o5 Xon)
T (X1 Xay ooy Xpegs Xngo) [ (Xng1s Xoo Xntgs - o« 5 Xan)
4o
+f (s X5 ooy Xty X20) S (Xprs -+ 5 Xan—1s Xn)-

La solution générale de 1’équation (3.2) est {voir: [2]} donné par (1.3).
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Dans la classe C,, pour n=3, on peut mettre I’équation (1.1) sous la
forme suivante

S (%15 Xo, x5) f(Xq, X5, Xg) +f (Xa, X1, X9) f (Xg, X5, X)
+f (X1, Xa, X5) f (X3, Xg5 X¢) +f (X2, X1, Xg) S (X3, X4, X5) = 0.
Dans Iarticle [3] on a trouvé la solution générale de cette équation,

Cette solution a la forme (2.24). Mais, il est & observer que I’équation
(2.1) a des solutions qui ne sont pas les solutions de I’équation (3.3) (la
fonction f donnée par la formule (2.8)).
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